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ВВЕДЕНИЕ
Развитие методов термодинамического моде-

лирования в последние десятилетия позволило
достичь значительных научных результатов,
позволивших, в том числе, расширить примене-
ние термодинамических подходов для решения
прикладных задач. Действительно, применение
моделей локальных составов (модель Вильсона,
NRTL, UNIQUAC и другие), групповых моделей
(UNIFAC и модификации), современных урав-
нений состояния, а также других моделей (на-
пример, PC SAFT) дает возможность упростить и
оптимизировать организацию процессов химиче-
ской технологии, существенно сократить затра-
ты, связанные с экспериментальным определе-
нием термодинамических параметров [1–5]. Не
менее важные результаты в этом отношении свя-
заны с применением термодинамико-топологи-
ческих подходов [6–8] для оптимизации техно-
логий разделения, включая реакционно-массооб-
менные процессы. Методы термодинамического
моделирования и термодинамико-топологического
анализа оказались особенно эффективными при-
менительно к оценке и расчетам фазовых равно-
весий, являющихся научной основой процессов
разделения. В то же время, для решения ряда
практических задач в последние годы успешно
применяется метод искусственных нейронных
сетей (ИНС), являющийся эффективным аппа-

ратом для оценки и расчета параметров сложных
систем. Выигрышные стороны ИНС, интерес к
развитию качественно новых подходов определил
появление ряда работ, связанных с применением
ИНС к расчету фазовых равновесий, включая
равновесие жидкость–пар [9–11]. В то же время,
следует иметь в виду, что анализ и аппроксима-
ция, основанные на ИНС, при их относительной
простоте, оставляют открытым вопрос о физиче-
ской обоснованности результатов, надежности
модели и её предсказательной способности.

Отметим также, что целесообразность развития
методов анализа фазовых равновесий, включая
равновесия жидкость–пар с применением ИНС
может представляться спорной, так как ИНС
обычно строится на основе больших баз данных.
Например, при оценке и расчете параметров ско-
рости звука и других свойств смесей природных
газов обучение системы ИНС проводилось на ос-
нове 20000–30000 данных о поведении газов раз-
личных месторождений [12, 13]. Действительно,
результаты аппроксимации с использованием та-
ких распространенных методик, как многослой-
ный перцептрон, прямо зависят от числа скрытых
нейронов [14]. В случае фазовых равновесий, ко-
гда число экспериментальных данных, как пра-
вило, не столь велико, это может оказаться суще-
ственной проблемой, так как обучение подобной
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ИНС требует большого массива эксперименталь-
ных данных.

Недавно в работе [15] было предложено ре-
шить указанную проблему привлечения ограни-
ченных массивов данных с использованием мето-
да Фокке [16]. Объектом исследования являлись
данные о равновесии жидкость–пар в тройных и
бинарных системах. В работе Фокке [16] задача
развития метода ИНС была также направлена на
анализ и корреляцию данных о смесях веществ.
Предложенные варианты позволяют ограничить
число скрытых нейронов числом компонентов.
Авторы [15] указывают, что подобный подход
должен снизить аппроксимационную способ-
ность ИНС, но дает возможность привлечения
существенно меньшего массива данных. Отме-
тим, что хотя снижение точности расчетов могло
бы быть основанием для отказа от метода Фокке,
авторы [15] далее показывают, что модель Фокке,
при определенном выборе функции активации,
может быть сведена к уравнению Вильсона, то
есть к уравнению популярной модели локальных
составов [1]. Аналогичные выводы были сделаны
ранее и Фокке [16], также указавшем, что его под-
ход приводит к аналитическим зависимостям, со-
ответствующим модели Вильсона в ее форме для
избыточной энергии Гиббса. Более того, среди
трех рассмотренных в [15] схем, две (одно- и двух-
уровневые ИНС) могут соответствовать модели
NRTL, также при определенном выборе функции
активации. Приводимые в статье [15] примеры
для ряда бинарных и трехкомпонентных систем
показывают, что предложенный подход дает ре-
зультаты, существенно отличающиеся по точно-
сти, что, по-видимому, связано не только с осо-
бенностями метода ИНС, но и различиями в при-
роде рассмотренных систем. Таким образом,
перспективы применения метода ИНС для ана-
лиза равновесия жидкость–пар и данных о вели-
чинах избыточной энергии Гиббса достаточно
обоснованы, но требуют дальнейшего обсужде-
ния, в том числе, в связи с отмеченной предпола-
гаемой чувствительностью метода при его приме-
нении к системам, существенно отличающимся
своими физико-химическими свойствами.

В настоящей работе представлены некоторые
результаты проведенного нами анализа возмож-
ностей применения метода, предложенного в
[15], для описания равновесий жидкость–пар в
системах с различным типом и степенью откло-
нений от идеальности и, соответственно, харак-
тером межмолекулярного взаимодействия ком-
понентов.

РАСЧЕТНАЯ ЧАСТЬ
Проведенные расчеты и последующий анализ

результатов проводились для избыточной энер-
гии Гиббса (gE), величины которой рассчитыва-

лись по данным о равновесии жидкость–пар. Это
дает возможность сопоставить наши результаты с
выводами, приводимыми в работе [15] также для
величин gE. Для аппроксимации данных о равно-
весиях жидкость–пар применяли одноуровневую
ИНС, которая в общем виде, в соответствии с ме-
тодом Фокке [16], представлена на рис. 1 и отве-
чает формуле

(1)

где f – функция активации, величины x (мольные
доли компонентов) отвечают входным значени-
ям, y – выходным значениям (gE/RT). При выборе
в качестве функции активации логарифмической
зависимости f(u) = ln(u) модель Фокке преобразу-
ется к виду, соответствующему экспоненциаль-
ной форме уравнения модели Вильсона [1]:

(2)

где aij – настраиваемые параметры модели. По-
дробный анализ преобразования представлен в
работе [15]. Схема расчетов, предложенная в ста-
тье [15], приведена на рис. 1 для трехкомпонент-
ных систем.

Таким образом, избыточная энергия Гиббса мо-
жет быть выражена формулой, адаптированной для
применения метода ИНС и одновременно отвеча-
ющей модели Вильсона:

(3)

где W – коэффициенты, соответствующие весам
мольных долей в ИНС.

Для бинарной и тройной систем уравнение (3)
принимает соответственно следующий вид:
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ТОЙККА и др.

Расчеты для бинарных и тройных систем про-
водились по уравнениям (4) и (5), соответственно,
с использованием функции активации f1(u) =
= tanh(u – 1). Процедура аппроксимации прово-
дилась на основе минимизации среднего квадра-
тичного отклонения в программе Excel. Кор-
ректность выполнения данного алгоритма была
предварительно проверена для систем, рассмот-
ренных в статье [15]. В качестве новых объектов
нами были выбраны бинарные и тройные подси-
стемы четырехкомпонентной системы ацетон–
этанол–хлороформ–гексан. Выбор определялся
сравнительно сложной топологической структурой
диаграмм фазового равновесия: различный харак-
тер отклонений от идеальности, наличие различных
типов азеотропов (положительные, отрицатель-
ный, седловой). Это соответствовало поставленной
задаче изучения возможностей применения метода
ИНС в варианте Фокке–Аргатова–Кочербитова
для систем с различным характером межмолеку-
лярного взаимодействия в растворе.

В качестве критерия оценки результатов рас-
четов использовали среднеквадратичное откло-
нение (СКО) и среднее относительное отклоне-
ние (СОО), которые определялись по следующим
формулам:

(6)

(7)

где n – число составов, на основе которых прово-
дился расчет,  – значение величины для данно-

( )
=

−
=

−


2

  1 
     

СКО    ,
1

n
th ex
i i

i

y y

n

=

 −=  
 


  1 

   1СОО    ,
n th ex

i i
ex

i i

y y
n y

th
iy

го состава по результатам расчета,  – экспери-
ментальное значение величины для этого же соста-
ва. Округление величин подбираемых параметров
проводили с точностью, не превышающей ошибку
аппроксимации. Для каждого значения погрешно-
сти расчета gE (разницы между эксперименталь-
ным и определенным значением) находили соот-
ветствующее отклонение для величин W. Далее
результат для всех составов усреднялся.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Бинарные системы. Экспериментальные дан-

ные для бинарных систем опубликованы в рабо-
тах [17–21]. Результаты расчетов при 328.15 K
приведены в табл. 1. Значения СОО показывают,
что погрешность расчетов gE для разных систем
может существенно отличаться (СОО от 1 до 10),
но вполне достаточна для практических целей.
Детальный анализ данных показывает, что значи-
тельный вклад в СОО, значительно увеличиваю-
щий эти значения, вносят расчетные данные о gE

для крайних составов концентрационных диапа-
зонов. Очевидно, что это достаточно обычная
для статистических оценок проблема, когда об-
щий анализ данных включает величины, рассчи-
танные для малых концентраций. В данном слу-
чае, например, варьирование составов в преде-
лах 0.01–0.05 мол. д. и энергий Гиббса в пределах
40 Дж позволяет снизить ошибку до величин, да-
же меньших усредненного значения.

Трехкомпонентные системы. Результаты рас-
четов для трехкомпонентных систем этанол–
хлороформ–гексан (с тройным положительным
азеотропом [22]), ацетон–хлороформ–гексан (с
тройным седловым азеотропом [23]), ацетон–
этанол–хлороформ (с тройным седловым азео-

ex
iy

Рис. 1. Схема расчетов по ИНС, предложенная в статье [15], для случая трехкомпонентных систем.
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тропом [21, 24]), и ацетон–этанол–гексан (без
тройного азеотропа [18]) при 328.15 K приведены
в табл. 2. Погрешность расчетов несколько пре-
вышает величины, приведенные для бинарных си-
стем, но в целом и результаты и ошибки можно
считать вполне приемлемыми для практических
задач, или хотя бы качественной оценки парамет-
ров равновесия жидкость–пар (избыточных энер-
гий Гиббса). Отметим также, что величины откло-
нений от экспериментальных величин имеют тот
же порядок, что и соответствующие значения,
приведенные для других трехкомпонентных си-

стем в статье [15]. Кроме того, значения СОО по-
казывают, что расчеты для трехкомпонентных
систем имеют большую погрешность в сравнении
с бинарными смесями. Анализ результатов поз-
воляет сделать некоторые общие выводы.

1. Как и в случае бинарных систем, на краях
концентрационного диапазона (малые концен-
трации веществ) погрешность расчетов, точнее,
величины отклонений от экспериментальных дан-
ных, увеличивается (рис. 2 и 3).

2. Отмечается различие в результатах расчетов
для систем, в которых отклонения от идеальности
имеют один характер. Действительно, для систем
этанол–хлороформ–гексан и ацетон–этанол–
гексан, в которых трехкомпонентные и бинарные
смеси проявляют только положительные откло-
нения от закона Рауля, получены лучшие резуль-
таты по сравнению с другими двумя тройными
системами. Одним из путей решения проблемы
описания равновесий в системах с разными по ха-
рактеру отклонениями от идеальности, включая
системы с седловым азеотропом, может быть по-
иск других функций активации для ИНС.

3. Совместное рассмотрение тройных систем и
бинарных подсистем приводит к ухудшению ап-
проксимации в целом. Действительно, соответ-
ствующие коэффициенты аппроксимации wij для
тройной и бинарных систем существенно разли-
чаются. Включение бинарных составов в банк
данных о тройной системе ухудшает общую по-
грешность, в том числе и погрешность в расчетах
gE для бинарных систем. Наилучшая корреляция
с экспериментальными данными достигается при
раздельном моделировании бинарных и тройных
составов.

Таблица 1. Результаты расчетов gE по методу ИНС для бинарных систем, T = 328.15 K

Система и источник данных W12 W21 СОО, % СКО

Ацетон–хлороформ [17] 1.313 1.681 1.1 0.0024
Ацетон–этанол [18] 0.48 1.01 8.0 0.009
Ацетон–гексан [19] 0.472 0.368 2.0 0.005
Хлороформ–гексан [17] 1.065 0.593 1.7 0.0018
Этанол–гексан [19] 0.32 0.12 9.0 0.04
Этанол–хлороформ [20] 0.30 0.93 10.0 0.013

Таблица 2. Результаты моделирования для тройных систем с помощью ИНС с постоянными коэффициентами
аппроксимации Wik, T = 328.15 K: значения СОО и СКО для рассчитанных величин gE

Система и источник данных W12 W13 W21 W23 W31 W32 СОО, % СКО

Этанол–хлороформ-гексан [22] 0.28 0.60 1.03 0.58 –0.10 0.77 3 0.015
Ацетон–хлороформ–гексан [23] 1.22 0.43 1.71 0.81 0.38 0.77 14 0.007
Ацетон–этанол–хлороформ [24] 0.27 1.35 1.32 0.31 1.43 0.91 19 0.009
Ацетон–этанол–гексан [18] 0.25 0.39 1.10 0.10 0.50 0.27 7 0.040

Рис. 2. Распределение погрешностей в системе аце-
тон–хлороформ–гексан: δ – относительное отклоне-
ние смоделированного значения gE от эксперимен-
тального; x1 – мольная доля ацетона; x2 – мольная до-
ля хлороформа.
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Первые два из приведенных выше пунктов не
представляют большой проблемы. Например, бо-
лее точная аппроксимация может быть достигну-
та в результате поиска лучшей, оптимальной
функции активации. Приведенная третья про-
блема совместного описания трехкомпонентной
системы и ее бинарных подсистем представляет-
ся, отчасти, неожиданной, так как бинарные под-

системы являются частью трехкомпонентной. В
связи с этим нами была исследована возможность
модернизации методики для оптимального сов-
местного рассмотрения всей совокупности дан-
ных о тройной системе, в том числе, о бинарных
подсистемах.

В результате проведенного нами анализа, вклю-
чающего различные варианты концентрационного
изменения коэффициентов Wij, было установлено,
что линейное приближение для данной зависимо-
сти не вносит существенной ошибки в результаты
расчетов. Предлагаемый вариант, обеспечивающий
согласованность расчетов для тройных систем и би-
нарных подсистем, может быть представлен фор-
мулой, позволяющей характеризовать изменение
бинарного коэффициента при введении третьего
компонента:

(8)

где  – значение коэффициента в тройной си-

стеме, – значение коэффициента в бинарной
системе i–j, βk – коэффициент корреляции, связы-
вающий параметры бинарной и тройной системы;
xk – концентрация третьего компонента (k).

В соответствии с формулой (8) переход от би-
нарной системы к трехкомпонентной описывает-
ся линейной зависимостью: это условие, с некото-
рым приближением, действительно выполняется
для рассмотренных в работе систем. Схема, иллю-
стрирующая данную модификацию ИНС, пред-
ставлена на рис. 4. Хотя в данном случае ИНС
включает не 6, а 3 коэффициента, результаты про-

( ) ( )= −β   1     ,ter bin
ij k ij k kW x W x

ter
ijW

bin
ijW

Рис. 3. Распределение погрешностей в системе эта-
нол–хлороформ–гексан: δ – относительное отклоне-
ние смоделированного значения gE от эксперимен-
тального; x1 – мольная доля этанола; x2 – мольная до-
ля хлороформа.
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Рис. 4. Схема предложенной модификации ИНС.
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веденных расчетов практически не уступают точно-
сти, полученной по первой схеме (рис. 1). Вместе с
тем для предлагаемой модификации ИНС также
характерно увеличение относительного отклоне-
ния расчетных значений gE от эксперименталь-
ных на краях концентрационных диапазонов (при
малых концентрациях одного из веществ). В то же
время новая схема включает не шесть, а три пара-
метра, что является вполне определенным пре-
имуществом при расчетах.

Результаты расчетов по модифицированной
схеме представлены в табл. 3.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Показано, что метод ИНС в варианте Фокке–

Аргатова–Кочербитова может быть применен для
анализа, расчета и аппроксимации данных о фазо-
вых равновесиях жидкость–пар. Предложенная в
настоящей работе модификация данного метода
учитывает в явном виде связь данных о равнове-
сии жидкость–пар в бинарных и тройных системах
и, соответственно, позволяет проводить их анализ
в рамках одной нейронной сети при уменьшенном
количестве параметров. Кроме того, предложен-
ный нами подход позволяет проводить анализ
тройных систем на основе параметров, получен-
ных для бинарных подсистем. При этом погреш-
ность расчетов имеет в среднем тот же порядок,
что и моделирование по методике [15]. В то же
время расчеты по примененной методике ИНС
для систем с различным характером отклонений
от идеальности (положительные или отрицатель-
ные), топологическими особенностями поверх-
ности давления, приводят к результатам, в разной
степени согласующимися с экспериментальными
данными (погрешность от 3 до 10%). Так, для трой-

ной системы с седловой поверхностью давления
ацетон–хлороформ–гексан, т.е. для системы с по-
ложительными и отрицательными отклонениями
от идеального поведения, средняя ошибка имеет
несколько большее значение в сравнении с систе-
мой с только положительными отклонениями
(этанол–хлороформ–гексан). Поэтому перспек-
тивы развития методики, как и метода [15], в
большой степени связаны с поиском оптималь-
ных и более гибких функций активации при рас-
четах по методу ИНС.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (проект № 19-03-00375). Авторы благодарны
В. Кочербитову (Университет Мальмо, Швеция) за
полезные консультации. Исследования проведены
с использованием вычислительных ресурсов Ре-
сурсного центра “Вычислительный центр СПбГУ”.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

a коэффициенты аппроксимации в модели 
Фокке

f функция активации

gE молярная избыточная энергия Гиббса, 
Дж/моль

m число компонентов в системе
n число экспериментальных составов
R универсальная газовая постоянная, Дж/(моль K)
T абсолютная температура, K
W коэффициенты аппроксимации в модели 

Фокке–Аргатова–Кочербитова
x мольная доля компонента в смеси (входные 

значения ИНС)

Таблица 3. Значения коэффициентов корреляции, связывающих бинарные параметры (табл. 1) и тройные пара-
метры (формула (8)), величины отклонений от экспериментальных значений gE и сравнение с результатами вы-
числений значений gE при постоянных коэффициентах для тройных систем (табл. 2)

Система/коэффициенты
и отклонения

Этанол–
хлороформ–гексан

Ацетон–
хлороформ–гексан

Ацетон–
этанол–хлороформ

Ацетон–
этанол–гексан

β3 –3 0 0 2.4

β2 0 0.7 –0.5 0

β1 2.4 –0.52 1.1 –7.5

СОО
(коэффициенты зависят от состава), % 6 5 8 4

СКО
(коэффициенты зависят от состава) 0.022 0.007 0.012 0.040

СОО
(постоянные коэффициенты), % 3 14 18 6

СКО
(постоянные коэффициенты) 0.015 0.007 0.009 0.040
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