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Приведены обобщенные соотношения для вычисления множеств входных показателей фермента-
тивного процесса получения молочной кислоты, обеспечивающие реальные условия существова-
ния технологического процесса в непрерывных условиях. В основу положены расчетные соотноше-
ния, полученные по уравнениям математической модели, содержащей балансовые соотношения по
биомассе, субстрату, продукту, побочному продукту с учетом использования основного субстрата и
компонента, воспроизводящего основной субстрат в процессе синтеза. Сформированы два вариан-
та оценки области существования технологического процесса. Область первого варианта представ-
лена зависимостью S0 от D при M0 = 0; второго – M0 от D при S0 = 0. Приведены координаты “осо-
бых” точек для обоих вариантов, ограничивающие значения множеств для каждой особой точки.
Получены множества показателей для каждой особой точки. Приведены численные примеры рас-
чета показателей с использованием обобщенных соотношений при QP = 6 г/(л ч). Обобщенные
формулы разработаны по предыдущим работам. Приведены также обобщенные формулы для вы-
числения состава, поступающего на ферментацию потока. Обобщенные формулы записаны для
двух вариантов, представлены в трех частях, каждая из которых определяется значением S0(D) для
первого варианта и M0(D) для второго. Для каждого из вариантов получены составы множеств в ко-
личестве шести единиц. Так же как и для особых точек получены обобщенные соотношения и фор-
мулы вычисления состава множеств для потока по обоим вариантам.
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ВВЕДЕНИЕ
Входными показателями непрерывного стаци-

онарного процесса получения молочной кислоты
[1, 2] являются: S0 – концентрация основного
субстрата (непосредственно потребляемого мик-
роорганизмами), г/л; M0 – концентрация компо-
нента сырья, воспроизводящего основной суб-
страт в процессе синтеза, г/л; D – величина про-
тока (  где  – объемная скорость через
ферментер, л/ч; V – объем ферментера, л), ч–1.

Величиной, характеризующей качество рабо-
ты ферментера, является продуктивность по це-
левому продукту (молочной кислоте) QP, г/(л ч),
(  где P – концентрация продукта на вы-
ходе из аппарата, г/л).

В дальнейшем анализе использованы форму-
лы (1)–(5), полученные по уравнениям математи-
ческой модели [1, 2]:
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(5)

Сформированы два варианта оценки областей
реального осуществления технологического про-
цесса. Для первого варианта область представле-
на зависимостью S0 от D при M0 = 0; для второго –
M0 от D при S0 = 0. Ограничивающими показате-
лями для обеих областей являются координаты
точек, получивших название “особых” в [1, 2].
Особые точки для области первого варианта обо-
значим номерами 1, 2, 3, 4, 5; для второго – номе-
рами 1′, 2′, 3′, 4′, 5′.

Положение особых точек для обоих вариантов,
определяется величиной протока D, ч–1.

В дальнейшем полагается, что константы в
(1)–(5) известны для конкретного штамма мик-
роорганизмов.

Границы формируемых областей для обоих ва-
риантов определяются величиной протока для
особых точек 1, 2, 5 и 1′, 2′, 5′, обеспечивающих
условия реального осуществления технологии.
Особая точка 5 и 5′ есть точка максимума QP, г/(л ч).
Значение величины протока одинаково для точек
1 и 1′, одинаково для точек 2 и 2′, одинаково для
точек 5 и 5′. Последовательность вычислений со-
ответствующих значений D для особых точек 1, 2,
5 и 1′, 2′, 5′ полагает первоначальное решение за-
дачи оценки D5, доставляющей максимум QP по
уравнению (5) при использовании (1). В результа-
те получим пару значений:

(6)

Решается задача оценки D1 и D2 так же по урав-
нению (5) для условия QP < maxQP. Получаем зна-
чения (D2 > D1).

Таким образом, области обоих вариантов огра-
ничены значениями D:

(7)

Для особых точек 1, 2, 5 и 1′, 2′, 5′ вычисляются
значения S0 области первого варианта и M0 – об-
ласти второго варианта:

(8)

(9)

В соотношениях (8) и (9) значения  вычисля-
ются по (3).
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Результаты формируют область первого вари-
анта решением (3) и (4) для D по (7), где

(10)

Область второго варианта формируется следу-
ющими уравнениями:

(11)

Особые точки 3 и 3′, 4 и 4′ дают ограничения по
S0, г/л для области первого варианта и по M0, г/л
для области второго варианта.

Значение  для точки 3 доставляет мак-

симум  по (3); значение  для точки 4

доставляет минимум  по (4).

(12)

 и  есть максимальное и мини-
мальное значение S0, соответственно, для приня-
того QP, г/(л ч).

Значение  для точки 3′ доставляет мак-
симум M0 в соотношении

. (13)

Значение  для точки 4′ доставляет ми-
нимум M0 в соотношении

(14)

(15)

 и  есть максимальное и мини-
мальное значение M0, соответственно, для при-
нятого QP, г/(л ч).

ОБОБЩЕННЫЕ ФОРМУЛЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
СОСТАВА ОСОБЫХ ТОЧЕК

Обобщенная формула для области первого ва-
рианта получена по публикации [2]:
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В зависимости от  вычисляются соответству-
ющие значения 

Обозначения для (16): особая точка 1:
  особая точка 2: 

 особая точка 3:   осо-

бая точка 4:   особая точка 5:

 

Задавая значение  по (17), вычисляют  по
каждой из особых точек. Таким образом, для каж-
дой особой точки формируется множество, со-
стоящее из пар значений  Состав множе-
ства имеет следующий вид:

(18)

где  для каждой особой точки.
Обобщенная формула для области второго ва-

рианта получена по [1]:

(19)

(20)

В зависимости от  вычисляются соответ-
ствующие значения 
Обозначения для (19): особая точка 1′: M** =
= M0(D1),  особая точка 2′: M** = M0(D2),

D** = D2;  особая точка 3′:  

особая точка 4′:   особая

точка 5′:  

Задавая  по (20) вычисляются значения 
по каждой особой точке. При задании  по (20)
формируется множество, состоящее из пар зна-
чений  Состав множества имеет следую-
щий вид:

(21)

где  для каждой особой точки.
В вышеприведенном анализе координаты осо-

бых точек для области первого варианта вычисля-
ются при условии M0 = 0; для области второго ва-
рианта – S0 = 0.

В реальной технологии в потоке может содер-
жаться как основной субстрат, так и компонент,
воспроизводящий основной субстрат. В связи с
этим состав в особых точках может быть иным,
при том, что компоненты состава взаимосвязаны
соотношением (2).

Численный пример для особой точки 1 (первый

вариант).  г/л. Число значений  в
соответствии с (17) принято равным пяти:

    
Состав множества имеет следующий вид:

(22)

Численный пример для особой точки 2′ (второй

вариант).  г/л. Значений  в
соответствии с (20) было принято равным пяти:

   
 Состав множества имеет следующий вид:

(23) (23)

Численный расчет выполнен с использовани-
ем значений констант (табл. 1) [1, 2] для продук-
тивности QP = 6 г/(л ч).

ОБОБЩЕННЫЕ ФОРМУЛЫ
ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ СОСТАВА 

ПОСТУПАЮЩЕГО ПОТОКА
НА ФЕРМЕНТАЦИЮ

В общем случае состав поступающего потока на
ферментацию (кроме отдельных добавок) опреде-
ляется концентрацией двух компонентов основно-

го субстрата и компонента, воспроизводящего ос-
новной субстрат в процессе ферментации.

Условия рассмотрены общие для двух вариан-
тов областей реализации технологического про-
цесса:

(24)

Каждая из областей делится на три части, гра-
ницы которых определяются координатами осо-
бых точек.
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Оценка технологических показателей выпол-
няется при задании S0, г/л для области первого
варианта и M0, г/л для области второго варианта.

В каждой из частей обеих областей сформирова-
ны множества для вычисления показателей процес-
са. Обозначение частей и множеств приведено ниже.

Положение каждого из множеств  определяет-
ся величиной протока D.

Формула для области первого варианта. Для
каждого из множеств заданным является значе-
ние S0, г/л согласно (25)–(27). По формуле вы-

числяются значения  – элементы множества
Мн, которые формируются по 

(28)

Обозначения к (28):

Мн1: S0 по (25);   и  по (3);

  по (3).

Мн1*: S0 по (26);   по (3); 

 по (3).

Мн2*: S0 по (26);   по (4); 

 по (4).

Мн1**: S0 по (27);   и  по (5), (1);

 по (3).

Мн2**: S0 по (27);   по (5), (1);  по

(4),   по (4).

Мн3**: S0 по (27);   по (5), (1); 

по (4),   по (4).

Пример числового расчета компонентов мно-
жеств  для Мн1 и Мн3**. В качестве исходных
данных пользователь задает S0 и  в соответствии
с ограничениями для QP = 6 г/(л ч) < maxQP =
= 8.1718 г/(л ч).

Мн1: S0 = 91.93 г/л;  приня-
то D1 = 0.14 ч–1, D2 = 0.18 ч–1, D3 = 0.22 ч–1. Полу-
чили по (28):  г/л,  г/л,

 г/л.

Мн3**: S0 = 30 г/л;  принято
D1 = 0.3025 ч–1, D2 = 0.305 ч–1, D3 = 0.3075 ч–1. По-
лучили по (28):  г/л,  г/л,

 г/л.
Формула для области второго варианта. Для

каждого из множеств заданным является значе-
ние M0, г/л согласно (25)–(27). По формуле вы-

Первый вариант Второй вариант

Часть I:  (25)

Часть II:  (26)
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Таблица 1. Численные значения констант

Km, г/л Ki, г/л μmax, ч–1 Xmax, г/л Pmax, г/л n1 n2 YX/S, г/г kM, ч–1 α, г/г β, ч–1 αB, г/г βB, ч–1

1.2 164 0.48 30 98.0 0.5 0.5 0.4 0.035 2.2 0.02 1.1 0.01



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ  том 55  № 4  2021

ОБОБЩЕННЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ 543

числяются значения  – элементы множества
Мн, которые формируются по 

(29)

Обозначения к (29):

Мн11: M0 по (25);  где  и  по

решению   по (3);

  по (3).

 M0 по (26);    по (5),

  по решению 

 по (3);  по (3).

 M0 по (26);    по (5),

  по решению 

 по (4);  по (4).

 M0 по (27);    по (5),

  по (4).

 M0 по (27);    по (5),

   по решению  – 

  по (4).

 M0 по (27);    по (5),

   по решению  –

  по (4).

Пример числового расчет компонент множеств

 для  и  Пользователь задает M0 и зна-

чения для QP = 6 г/(л ч) < max QP = 8.1718 г/(л ч).

 M0 = 670 г/л по неравенству (25):

  ч–1,  ч–1

по решению уравнения 

Формирование множества принято из трех эле-
ментов по  D1 = 0.15 ч–1, D2 = 0.19 ч–1, D3 = 0.23 ч–1.
Значения   г/л; S'(D2) =

0
iS

:iD

( )= −
+0 0' .i i M

i
M

kS S D M
D k

≤ ≤1 2
1 1 ,iD D D 1

1D 2
1D
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+1 0' 0;M
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kS D M
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( )'S D
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1 1 ;D D ( ) ( )= 1'' i iS D S D

1
*Мн1 : ≤ ≤1

2 2,iD D D 1,D 2D

<1 2;D D 1
2D ( ) − =

+1 0' 0;M

M

kS D M
D k

( )1'S D ( ) ( )= 1'' i iS D S D

1
*Мн2 : ≤ ≤2

2 2,iD D D 1,D 2D

<1 2;D D 2
2D ( ) − =

+2 0' 0;M
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kS D M
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( )2'S D ( ) ( )= 2'' i iS D S D

1
**Мн1 : ≤ ≤1 2,iD D D 1,D 2D
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1
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1 3;iD D D 1,D 2D

<1 2;D D 1
3,D 2

3D 2
'( )S D =

+ 0 0;M

M

k M
D k

<1 2
3 3 ;D D ( ) ( )= 2'' i iS D S D

1
**Мн3 : ≤ ≤2

3 2;iD D D 1,D 2D

<1 2;D D 1
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3D 2
'( )S D =

+ 0 0;M

M

k M
D k

<2 1
3 3;D D ( ) ( )= 2'' i iS D S D

0
iS 1Мн1 1

*Мн1 .
iD

1Мн1 :

≤ ≤0349.16 773.1;M =1
1 0.13D =2

1 0.241D

( ) − =
+1 0' 0.M

M

kS D M
D k

:iD

( )' :iS D ( ) =1' 141.16S D

= 119.37 г/л;  г/л. Компоненты мно-

жества:  г/л,  г/л,  г/л.

 M0 = 321.2 г/л по неравенству (26): 295.28 ≤
≤ M0 ≤ 349.16;  ч–1, D2 = 0.3107 ч–1;  по

решению уравнения   по

(5). Формирование множества принято из трех
элементов по  D1 = 0.11 ч–1, D2 = 0.12 ч–1, D3 =
0.13 ч–1. Значения   г/л;

 г/л;  г/л. Компо-

ненты множества:  г/л,  г/л,
 г/л.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приведены обобщенные соотношения, по ко-
торым пользователь имеет возможность оценить
множества показателей для “особых” точек, обес-
печивающие реальные ограничения в создании
технологического процесса. Приведены также
обобщенные соотношения, позволяющие произ-
водить расчет технологических показателей пото-
ка, поступающего на синтез молочной кислоты
по заданному значению продуктивности, что дает
возможность оценить влияние начальных значе-
ний S0 и M0, обеспечивающих реальные условия
синтеза.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке РХТУ им. Д.И. Менделеева.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

D величина протока, ч–1

Ki константа ингибирования, г/л
Km константа насыщения субстрата, г/л
kM константа, определяющая количество воспро-

изведенного субстрата, ч–1

M концентрация сырья, дополнительно воспро-
изводящего субстрат, г/л

P концентрация продукта, г/л
QP продуктивность, г/(л ч)
S концентрация субстрата, г/л
YX/S стехиометрический коэффициент, г/г
μ удельная скорость роста микроорганизмов, ч–1

α, β константы
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0 3.75S

1
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( ) − =
+1 0' 0;M
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kS D M
D k 2D

:iD
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0 начальное значение
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opt оптимальное значение
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