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ВВЕДЕНИЕ

Как известно, уравнения гидродинамики в об-
щем виде не могут быть решены точно. В связи с
этим представляет большой интерес поиск и иссле-
дование важнейших из тех случаев, когда уравнения
движения жидкости имеют точные аналитические
решения. Некоторые из таких точных решений
уравнений гидродинамики получены и подробно
исследованы в [1–4].

Аналогично обстоит дело и с уравнениями
движения вязких жидкостей через пористые сре-
ды: эти уравнения в общем виде также не могут
быть решены точно.

Теория движения жидкостей через пористые
среды интенсивно развивается в последнее время
в связи с разнообразными приложениями в моде-
лировании технологических процессов, а также
при изучении природных явлений. Многие тех-
нологические процессы в химической промыш-
ленности и инженерной практике тесно связаны
с движением  жидкостей через пористые среды.
Движение жидкостей внутри и вне пористых тел
определяется уравнениями гидродинамики. Гид-
родинамические закономерности определяют ха-
рактер протекания процессов тепло- и массообме-
на с учетом химических реакций в масштабных

промышленных аппаратах. Многочисленные при-
ложения стимулируют исследование течений жид-
кости внутри и вне пористых тел, ограниченных
различными поверхностями, простейшими среди
которых являются плоскость, сферическая и ци-
линдрическая поверхности. Для них при специаль-
ных предположениях можно найти аналитические
решения соответствующих краевых задач.

В [5] приведен обзор практических приложе-
ний гидродинамики при малых числах Рейнольд-
са для изучения природных явлений и технологи-
ческих процессов.

В [6, 7] приведены решения задач о движении
сплошных (непроницаемых) твердых тел в вязкой
жидкости. В частности, в [6] рассмотрены внут-
ренние поперечные волны, возникающие при
движении сплошного твердого шара, погруженно-
го в жидкость и совершающего вращательные и
поступательные колебания. В [8] при использова-
нии модели фильтрации Бринкмана решена зада-
ча об обтекании вязкой жидкостью пористого ша-
ра, находящегося в другой пористой среде. В [9, 10]
с использованием уравнения фильтрации Дарси
решены задачи об обтекании пористой сфериче-
ской оболочки, ограниченной двумя концентри-
ческими сферическими поверхностями. В [11] при
использовании нестационарного уравнения Бринк-
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мана определено движение вязкой жидкости, вы-
званное вращательным колебательным движени-
ем погруженного в нее пористого шара.

В [12] решена задача о поступательно-колеба-
тельном движении пористого шара в вязкой жид-
кости в рамках модели фильтрации Бринкмана.

В [13] определены течения вязкой жидкости,
вызванные вращательными колебаниями погру-
женной в нее пористой сферической оболочки. В
приближении Стокса получены аналитические
решения нестационарного уравнения Бринкмана
в области внутри пористой оболочки и уравнения
Навье–Стокса – вне оболочки. Определен мо-
мент сил терния, действующих на контрольную
сферическую поверхность вокруг пористого тела.

В [14] решена задача о колебательных течениях
вязкой жидкости, контактирующей с плоским
слоем пористой среды.

В [15–19] приведен вывод уравнений движе-
ния жидкости в пористой среде и анализ границ
применимости этих уравнений. В [16, 20, 21] при-
веден вывод и анализ граничных условий на
плоской неподвижной поверхности раздела по-
ристой среды и свободной жидкости. В настоя-
щей работе эти граничные условия обобщаются
на случай подвижной сферической поверхности
раздела пористой среды и жидкости.

Целью работы является исследование влияния
поступательного колебательного движения пори-
стой сферической оболочки с твердым непрони-
цаемым ядром в вязкой жидкости на течение жид-
кости внутри и вне этой оболочки.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, УРАВНЕНИЯ
И ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

Рассматриваются течения вязкой жидкости
при колебательном поступательном движении
погруженной в нее пористой сферической обо-
лочки с внутренним и внешним радиусами рав-
ными а и b соответственно (a < b). Радиус твердо-
го непроницаемого ядра, неизменно связанного с
пористой оболочкой, равен а. Пористая среда
предполагается недеформируемой, однородной и
изотропной. Предполагается, что пористая среда
имеет достаточно большую пористость Γ, близ-
кую к единице, и высокую проницаемость K. При
таких условиях скорость жидкости в пористой
матрице может заметно отличаться от скорости
матрицы.

Скорость оболочки вместе с ядром запишем
как гармоническую функцию от времени t* вида
υ* = υ0 exp(–iωt*), где υ0 – действительный век-
тор, ω – частота колебаний. Знаком “*” будем
обозначать размерные переменные (но не пара-
метры), чтобы отличать их от безразмерных, обо-
значаемых теми же символами. Поскольку все рас-
сматриваемые в данной работе математические

операции – линейные, взятие действительных ча-
стей от соответствующих комплексных выраже-
ний можно проделать в окончательных результа-
тах. Величины, относящиеся к областям, заня-
тым пористой оболочкой и свободной жидкостью
вне оболочки, обозначаются индексами 1 и 2 со-
ответственно.

Движение жидкости, неподвижной на беско-
нечности, рассматривается в неподвижной систе-
ме координат Ох*у*z*, начало О которой в дан-
ный момент времени совпадает с геометрическим
центром сферической оболочки. Ось z* и вектор
υ0 = υ0е (υ0 > 0, |e| = 1) параллельны.

Уравнения нестационарного движения жид-
кости в областях 1 и 2 запишем в приближении
Стокса в виде [6, 15–18]

(1)

Здесь  – скорость фильтрации, Г – пористость,
 – давление в пористой среде, ρ – плотность

жидкости, η' – величина с размерностью вязко-
сти, η – вязкость свободной (вне пористого тела)
жидкости, K – коэффициент проницаемости пори-
стой среды, u* = Гυ*,  и  – скорость и давление
свободной жидкости. Предполагая, что пористость
близка к единице, примем далее η' = η [15, 18].

В связи с симметрией задачи ее решение удоб-
нее рассматривать в сферической системе коор-
динат r*, θ, ϕ, полярная ось которой совмещена с
осью z*, от которой отсчитывается угол θ. Вслед-
ствие предполагаемой осевой симметрии от угла
ϕ величины не зависят.

Граничные условия [16, 20, 21]:
на поверхности твердого ядра, при r* = а:

(2)

на внешней поверхности сферической оболоч-
ки, при r* = b:

(3)

Условия на бесконечности при r* → ∞: 
 К этим граничным условиям следует до-
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бавить условия конечности величин всюду в об-
ластях их определения.

Первое граничное условие (2) выражает условие
непротекания жидкости на подвижной твердой по-
верхности ядра. Второе – это условие скольжения
жидкости в пористой среде вдоль твердой поверх-
ности ядра [5]. Величина В носит название коэф-
фициента трения скольжения. При В = 0 скольже-
ние жидкости отсутствует. При В → ∞ имеем слу-
чай отсутствия касательных напряжений (пузырек
газа вместо твердого ядра).

Первые два условия (3) выражают условия не-
прерывности скорости на поверхности раздела
пористой среды и свободной жидкости. Третье
условие выражает непрерывность давления на
поверхности раздела. Постоянная Λ в четвертом
условии (3) определяется равенством 
где τ – безразмерный параметр, зависящий от
свойств пористой матрицы [16, 21]. При Λ = 0 (что
равносильно K = 0, т.е. пористая среда непрони-
цаема для жидкости) четвертое условие (3) при-

нимает вид  При Λ → ∞ (τ → 0)
четвертое условие принимает вид, формально ана-
логичный условию непрерывности касательных
напряжений на поверхности раздела двух вязких
жидкостей с одинаковой вязкостью.

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Введем безразмерные переменные:  t =

= ωt*,  =   pj =

=  (j = 1, 2).
Уравнения движения жидкости (1) в безраз-

мерном видe

(4)
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Здесь   К этим граничным усло-
виям следует добавить также условия конечности
всех величин всюду в областях их определения. В
связи с осевой симметрией принимаем u1ϕ ≡ 0,
u2ϕ ≡ 0.

Скорости жидкости будем искать в виде, про-
порциональном e–it, поэтому:  (j = 1, 2).

Из уравнений непрерывности следует, что ком-
поненты скоростей жидкости u1 и u2 можно выра-
зить через функции тока ψ1 и ψ2 для осесимметрич-
ного течения, к которому, в частности, относится
обтекание пористой сферической оболочки с твер-
дым непроницаемым ядром. Выражения компо-
нент скорости через функции тока в сферических
координатах имеют вид [6]

(6)

Безразмерные уравнения движения (4) в сфери-
ческой системе координат имеют следующий вид:

в области 1 (α < r < 1):

(7)

в области 2 (r > 1):

(8)

Здесь  + 

Исключая давления р1 и р2 из уравнений (7) и
(8) соответственно и используя (6), находим диф-
ференциальные уравнения для определения
функций тока ψ1 и ψ2:
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Здесь   δ1 =

=     +

+  

 – дифференциаль-

ный оператор [5].
Для удовлетворения граничных условий (5)

функции тока будем искать в виде: ψj(r, θ, t) =
= e–itfj(r)sin2θ (j = 1, 2).

Подставляя в уравнения (9) выражения для ψ1
и ψ2, получим обыкновенные дифференциальные
уравнения для определения функций f1(r) и f2(r).

Граничные условия к этим дифференциальным
уравнениям имеют следующий вид:

(10)

Сюда добавляется также условие конечности
решений в областях их определения.

Уравнение для f1(r) имеет вид
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вертого порядка (11) сводится к дифференциаль-
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Здесь  – функция Бесселя первого рода,  –
функция Бесселя второго рода [22]; A1, B1 – не-
определeнные коэффициенты.

Таким образом, получаем линейное неодно-
родное дифференциальное уравнение второго по-
рядка для определения функции f1(r):

(13)

Общее решение уравнения (13):

где С1 и D1 – неопределенные коэффициенты.
Согласно [22] функции Бесселя  и  могут

быть записаны в виде

(14)

С учетом равенств (14) общее решение уравне-
ния (13) примет следующий вид:

(15)

Уравнение для f2(r) имеет вид

(16)

Аналогично общее решение уравнения (16):

Здесь A2, B2, С2, D2 – неопределенные коэффици-
енты.

Решение уравнения (16), конечное при r → ∞
и с учетом равенств (14):

(17)

Подставляя выражения (15) и (17) в граничные
условия (10), получим систему шести алгебраиче-
ских уравнений для определения коэффициентов
A1, B1, С1, D1, A2, D2. Ввиду громоздкости этих ко-
эффициентов в настоящей статье мы их не приво-
дим.

Компоненты скорости фильтрации и скорости
свободной жидкости вне пористой среды имеют
следующий вид:
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В частном случае при α  0 из полученных ре-
зультатов получается решение задачи о течении
вязкой жидкости, вызванного поступательно-ко-
лебательным движением пористого шара [12]. Из
этого решения, в свою очередь, следует (при K → 0,
λ → 0) решение задачи о течении вязкой жидкости,
вызванном поступательно-колебательным движе-
нием твердого непроницаемого шара [6, §24].

Движение жидкости является нестационар-
ным. В связи с этим поля скоростей фильтрации
и скоростей свободной жидкости во внутренней и
внешней областях пористой сферической обо-
лочки с твёрдым непроницаемым ядром непре-
рывно изменяются со временем. На рис. 1 показа-

[
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( )
( ) )

−

−

−

θ= + − × π
× − −

θ− + = − ×


× − + × π

× − − −

− + − 

θ=

2 1
1 12 7 2

1

1 1 1 1

1 1 1 1 1θ

1
1 2 7 2 2

1
2 2

1 1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1 1

2

2 cos 1 2

(sin cos )

sin(cos sin ) ,

1 22

sin cos sin

cos sin cos ,

2 cos

it

r

it

it

r

Deu C r
rr m r

А m r m r m r

eB m r m r m r u
r

DC r
r m r

А m r m r m r m r m r

B m r m r m r m r m r

eu

( )

−

 + + π 

θ= − ×

 × − − + − π 

2

2

2
2 22 7/2

2

2θ

2 22
2 2 22 7/2 2

2

1 2 ( ) ,

sin

1 2 .

im r

it

im r

D A e i m r
rr m r

eu
r

D A e i m r im r
r m r

→

ны профили скоростей фильтрации и свободной
жидкости в областях 1 и 2 в момент времени t = 0.

На рис. 1 приведены графики зависимости
Re ujr и Re ujθ (j = 1, 2) от r для трех значений угла
θ (π/8, π/4, 3π/8) при α = 0.3, β = 0, λ = 1, Г = 0.95,
b/δ1 = 10, b/δ2 = 10.

Из рис. 1 видно, что Re ujr > 0 (j = 1, 2). Величи-
ны Re u1r и Re u2r в областях 1 и 2 монотонно убы-
вают. Величины Re u1θ < 0 и Re u2θ > 0 и немоно-
тонны в областях внутри и вне пористой сфериче-
ской оболочки. С увеличением значений угла θ
скорости Re ujr (j = 1, 2) и Re u1θ уменьшаются при
каждом заданном значении r; скорости Re u2θ при
этом возрастают.

На рис. 2, 3 приведены картины линий тока в
момент времени t = 0. Линии тока во внутренней и
внешней областях пористой сферической оболоч-
ки с твердым непроницаемым ядром представляют
собой семейство кривых: ψ1 = const и ψ2 = const.

Уравнения линий тока в областях 1 и 2 (при
t = 0):

На рис. 2 приведены линии тока, построенные
при α = 0.3, β = 0, λ = 1, Г = 0.95, b/δ1 = 10, b/δ2 = 10,
const = 0.001, 0.01, 0.03, 0.05, 0.07, 0.1, 0.13, 0.15 (1–8)

На рис. 3 линии тока построены при α = 0.5,
β = 0, λ = 1, Г = 0.95, b/δ1 = 50, b/δ2 = 20, const =
= 0.001, 0.01, 0.03, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35,
0.4 (1–11).

Наличие разрывов графиков на границе пори-
стой среды и свободной жидкости связано с тем,
что скорость фильтрации не является скоростью

ψ θ = θ =
= < θ < π

2Re ( , ) Re ( )sin const
( 1,2; 0 ).

j jr f r
j

Рис. 1. Зависимость Re ur (штриховые линии) и Re uθ (сплошные линии) от r: t = 0, α = 0.3, β = 0, λ = 1, Г = 0.95, b/δ1 = 10,
b/δ2 = 10, θ = π/8 (1), π/4 (2) и 3π/8 (3).
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частиц жидкости. При Г → 1 эти разрывы исче-
зают.

СИЛА, ДЕЙСТВУЮЩАЯ
НА КОНТРОЛЬНУЮ ПОВЕРХНОСТЬ

Безразмерная сила, действующая со стороны
свободной жидкости на контрольную сферическую
поверхность, охватывающую внешнюю поверх-
ность пористой оболочки с твердым непроницае-
мым ядром, совершающей поступательно-колеба-
тельное движение в вязкой жидкости, определяется
равенством:

Здесь dS = 2π sinθ dθ – элемент площади, инте-
грирование проводится по всей поверхности сфе-

ры r = 1 ( ),  и  – безразмерные тен-
зоры вязких напряжений во внешней области.
Величина Fz представляет собой силу, действую-
щую на пористую оболочку с содержащейся в ней
жидкостью.

( )= − θ + σ θ − σ θ

∂∂ ∂σ = σ = + −
∂ ∂θ ∂

 2 2 2 θ

2θ 2θ2 2
2 2 θ

' 'cos cos sin ,

1' '2 , .

z rr r

r r
rr r

F p dS

u uu u
r r r r

≤ θ ≤ π0 σ2' rr σ2 θ' r

Рис. 2. Линии тока: t = 0, α = 0.3, β = 0, λ = 1, Г = 0.95, b/δ1 = 10, b/δ2 = 10, const = 0.001 (1), 0.01 (2), 0.03 (3), 0.05 (4),
0.07 (5), 0.1 (6), 0.13 (7), 0.15 (8).
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Рис. 3. Линии тока: t = 0, α = 0.5, β = 0, λ = 1, Г = 0.95, b/δ1 = 50, b/δ2 = 20, const = 0.001 (1), 0.01 (2), 0.03 (3), 0.05 (4),
0.1 (5), 0.15 (6), 0.2 (7), 0.25 (8), 0.3 (9), 0.35 (10), 0.4 (11).
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Выражение для Fz принимает вид

или

(18)

где

Коэффициенты Q1, …, Q14 определены при β = 0.

Размерная сила равна 

Перейдя в выражении (18) для Fz к пределу λ → 0
(K → 0), α → 0, m1 → ∞ (m2 – любое), получим си-
лу, действующую на сплошной твердый шар (без

пор), совершающий поступательно-колебатель-
ное движение в вязкой жидкости:

В размерном виде это выражение совпадает с
приведенным в [6, §24].
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При m2 = 0 (ω = 0) формула (18) (без множи-
теля e–it) дает выражение для силы, действую-
щей на контрольную поверхность пористой

сферической оболочки с твердым непроницае-
мым ядром, движущейся равномерно и прямо-
линейно:

(19)

где

При α = 0 выражение (19) принимает вид без-
размерной силы, действующей на пористый шар,

движущийся равномерно и прямолинейно в вяз-
кой жидкости:

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследовано влияние поступательно-колеба-
тельного движения пористой сферической оболоч-
ки с твердым непроницаемым ядром, погруженной
в вязкую жидкость, на движение этой жидкости
внутри и вне пористого тела. В неподвижной
сферической системе координат найдены ана-
литические решения нестационарного уравне-
ния Бринкмана, описывающего движение жид-
кости в пористой среде, и уравнения Навье–
Стокса, описывающего движение жидкости вне
пористой среды. Приведен анализ решений по-
лученных уравнений. Определены поля скоро-
стей фильтрации и свободной жидкости внутри и
вне пористого тела. Построены графики профилей
скорости фильтрации и свободной жидкости, а
также линии тока при разных значениях парамет-
ров. Определена сила, действующая на контроль-
ную сферическую поверхность, охватывающую
внешнюю поверхность пористой оболочки с твер-
дым непроницаемым ядром, совершающую посту-
пательно-колебательное движение.
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a, b радиусы пористой оболочки, м
K проницаемость, м2

р* давление, Па

r*, θ, ϕ сферические координаты
t* время, с
u* скорость жидкости, м/с

   
компоненты скоростей

х*, y*, z* декартовы координаты, м
Г пористость

вязкость, кг/(м с)
η' величина с размерностью вязкости
Λ параметр с размерностью длины
ρ плотность жидкости, кг/м3

υ* скорость оболочки, м/с
υ0 амплитуда скорости оболочки, м/с

ω частота колебаний, с–1

* размерные величины
1 величины, относящиеся к пористой среде
2 величины, относящиеся к свободной жидкости
r, θ компоненты векторов и тензоров в сфериче-

ских координатах
j номер области (внутри и вне оболочки – 1 и 2 
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