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Представлена математическая модель процессов тепло- и массопереноса при конвективной сушке
коллоидного капиллярно-пористого материала с учетом явления усадки. Модель сформулирована
в области с подвижной границей. Уравнение массопроводности включает конвективный член для
описания дополнительного внутреннего массопереноса матрицей материала. Сформулированная
нелинейная задача тепломассопереноса решена численным методом с использованием полученных
в настоящей работе данных по коэффициенту массопроводности и известных литературных данных
по другим теплофизическим характеристикам. Верификация одномерной модели проведена на ос-
нове экспериментальных кривых сушки для яблочных дисков, вырезанных из цельного плода. По-
казано, что деформация образца при его обезвоживании существенно влияет на кинетику процесса
сушки коллоидного капиллярно-пористого материала.
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ВВЕДЕНИЕ

В [1] описан универсальный зональный метод
кинетического расчета массообменных аппара-
тов различного типа для систем с твердой фазой
(сушка, адсорбция, экстрагирование), примеры
реализации которого для сушилок приведены в
[2]. Указанный метод и расчет сушилок на его ос-
нове приведены в [2] для капиллярно-пористых и
непористых материалов, которые не имеют усад-
ки в процессе сушки. Однако в промышленности
высушивается большое количество капиллярно-
пористых коллоидных материалов, подвержен-
ных в процессе сушки значительной усадке (на-
пример, такие материалы растительного проис-
хождения, как фрукты и овощи [3]). Применение
теоретических методов кинетического расчета су-
шилок для материалов, дающих значительную
усадку в процессе сушки, требует учета этого эф-
фекта.

Кинетика сушки капиллярно-пористых кол-
лоидных материалов, подверженных усадке, рас-
смотрена в [4, 5]. Математические модели, пред-
ставленные в этих работах, носят частный харак-
тер, они не в достаточной степени соотнесены с
опытными данными. Так, математическая мо-
дель в [5] предполагает, что уменьшение объема
материала при сушке равно объему удаленной

при сушке воды, что справедливо только для не-
которых частных случаев. В [6] методом элек-
тронной микроскопии изучено изменение струк-
туры диска яблока, происходящее при его сушке,
которое проанализировано с позиций воздей-
ствия капиллярных сил на структуру материала.

Целью данной работы является количествен-
ное описание кинетики сушки пластины, под-
верженной усадке в процессе сушки, с учетом
как изменения ее толщины в ходе процесса, так
и дополнительного внутреннего массопереноса
матрицей материала. Проверка работоспособно-
сти представленной математической модели
проведена на примере яблочного диска, выре-
занного из цельного яблока.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Принято, что высушиваемое тело имеет форму

неограниченной пластины толщиной l = 2R, вы-
сушиваемой одинаково с обеих поверхностей.
Перенос влаги в пластине в данном случае проис-
ходит только вдоль координаты x, перпендику-
лярной плоскости пластины. Начало координат
поместим в ее центральную плоскость. При суш-
ке пластины усадка проявляется не только в том,
что сокращается толщина пластины, но и в том,
что появляется внутренний конвективный пере-
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нос влаги в результате движения матрицы мате-
риала.

Уравнение массопроводности (диффузии влаги)

(1)

формулируется применительно к неподвижному
сечению материала, в случае усадки – это сечение
перемещается вместе с матрицей материала вдоль
координаты x с некоторой скоростью υ, завися-
щей от координаты. Поэтому в неподвижной си-
стеме координат перенос влаги в пластине через
плоскость с координатой x следует выразить урав-
нением

(2)

Скорость υ перемещения сечения пластины с
координатой “x” переменна; постулируем, что
она линейно зависит от относительной коорди-
наты x/R и представим ее в виде

(3)

где R = l/2 – половина толщины пластины, м. Ве-

личина  в (3) выражает скорость усад-

ки половины толщины высушиваемой пластины
у ее поверхности, а сомножитель x/R – корректи-
рует эту скорость на сечение с координатой x. Со-
гласно (3) максимальную скорость перемещения
имеет поверхность пластины, а скорость перемеще-
ния центральной плоскости пластины, высушивае-
мой симметрично с обеих сторон, равна нулю.

Уравнению (2) соответствует нелинейное диф-
ференциальное уравнение конвективной диффу-
зии (конвективной массопроводности)

(4)

где υ – скорость перемещения сечения пластины
с координатой x.

Запишем к нему краевые условия:
– начальное условие

(5)

– граничное условие у поверхности тела при
постоянных параметрах внешней среды (полага-
ем, что задача массообмена является чисто внут-
ренней)

(6)

– условие симметрии в центральной плоско-
сти пластины

(7)
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Среднеобъемное влагосодержание пластины
равно

(8)

При исследовании процессов конвективной
сушки материала важным параметром является
температура материала.

Запишем нелинейное дифференциальное урав-
нение теплопроводности для пластины, полагая,
что испарение влаги происходит у поверхности
пластины:

(9)

Начальное условие теплообмена

(10)

Граничное условие конвективного теплообме-
на 3-го рода у поверхности пластины имеет следу-
ющий вид:

(11)

где  – интенсивность сушки в

момент времени τ, кг/(м2 с).
Условие симметрии в центральной плоскости

пластины записано следующим образом:

(12)

Для расчета процесса по представленной мо-
дели необходимы данные для следующих пара-
метров: k, υR, с, ρ, ρ0, λ, α.

Экспериментально было получено следующее
уравнение, описывающее линейную усадку яб-
лочного диска (яблоко сорта “Гала”) по его тол-
щине в процессе сушки:

(13)

где  – относительная линейная
усадка яблочного диска по толщине;  – среднее
по объему диска влагосодержание материала в до-
лях, кг/(кг сух. м-ла).

Максимальное (начальное) влагосодержание в
опытах было равно  кг/(кг сух. м-ла), поэто-
му в момент начала сушки согласно (13) имеем
ln = 5 мм, а при   т.е. мак-
симальная усадка диска составляет 55.2%.

Уравнение (13) можно представить также в
следующем виде:

(14)
где εl = 0.205 – линейный коэффициент усадки,
1/м; l0 = 2.24 мм – толщина абсолютно сухого
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диска, имевшего начальную толщину ln = 5 мм; u –
влагосодержание диска в долях, кг/(кг сух. м-ла).

Значения теплофизических характеристик яб-
лок согласно [7] равны λ = 0.48 Вт/(м К), ρ = 660–
860 кг/м3, с = 1340 + 28.6 × 102w Дж/(кг К), где w –
влажность, %. Среднее значение теплоты парооб-
разования на температурном интервале 20–60°С:
r* = 2.4 × 106 Дж/кг. Согласно нашим измерениям
плотность абсолютно сухих яблок исследованно-
го сорта ρ0 = 1120 кг/м3.

Среднеобъемная температура пластины

(15)

Сформулированная нелинейная сопряженная
математическая модель сушки пластины включа-
ет уравнение массопроводности (4), уравнение
теплопроводности (9), начальные условия (5),
(10), граничные условия (6)–(7), (11)–(12). Дина-
мика усадки материала определяется уравнением
(13), а изменение скорости υ по координате x –
уравнением (3). Аналитическое решение приве-
денной выше нелинейной взаимосвязанной зада-
чи массо- и теплопроводности отсутствует. В [8]
для целей качественного анализа рассматривае-
мого процесса получено приближенное аналити-
ческое решение задачи (4)–(8) при условии, что
k = const, R = const,  и  По по-
лученному в [8] аналитическому решению можно
судить о степени влияния конвективной состав-
ляющей на кинетику процесса. Для точных рас-
четов необходимо решение рассматриваемой не-
линейной задачи, которое приведено ниже.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ СУШКИ 
ПЛАСТИНЫ ИЗ ЯБЛОКА
С УЧЕТОМ ЕГО УСАДКИ

Решение математической модели с подвижной
границей может быть выполнено с использовани-

= τ
0

1 ( , ) .
R

t t x dx
R

= constRu =υ const.

ем численных методов. В данной работе решение
задачи получено с использованием программного
пакета COMSOL Multiphysics 5.3a. Создание рас-
четной модели осуществлено с помощью инстру-
ментария General form PDE, который предназна-
чен для решения уравнений в частных производ-
ных произвольного вида.

Верификация математической модели прове-
дена на основе опытных кривых сушки яблочных
дисков толщиной l = 5 мм и диаметром d = 65 мм.
При получении опытных кривых сушки образцы
в экспериментальной сушильной установке под-
вергались продольному обдуву рециркулирую-
щим по замкнутому контуру потоком воздуха со
скоростью υs = 10 м/с при значениях температуры
30, 40, 50 и 60°С. Опытным путем было установ-
лено, что дальнейшее увеличение скорости возду-
ха не приводит к увеличению скорости сушки.
Это свидетельствует о том, при скорости воздуха
10 м/с имеет место внутридиффузионный кине-
тический режим сушки, для которого справедли-
во граничное условие (6). Рециркулировавший в
рабочей камере воздух непрерывно осушался с
помощью силикагеля,

Для определения концентрационной зависи-
мости коэффициента массопроводности, как
правило, применяют зональный метод [2], осно-
ванный на использовании решения линейного
дифференциального уравнения массопроводно-
сти для тела, не подверженного усадке, при по-
стоянном граничном условии (6). Однако по-
скольку в данном случае имеет место значитель-
ная усадка яблочного диска при сушке, то данный
метод был применен только для заключительного
этапа сушки. В результате получены значения ко-
эффициента массопроводности k0 при  для
различных значений температуры сушильного
агента (табл. 1).

Равновесное влагосодержание ur может быть
найдено из опытов. В работе [9] для яблок, наре-
занных на дольки, получены изотермы десорбции

r
→u u

Таблица 1. Значения теплофизических параметров в расчетах

ts, °C 30 40 50 60

k0 × 1010, м2/с 0.7 1.2 1.7 2.1

νs × 106 м2/с [11] 16.58 17.57 18.58 19.60

λs × 102, Вт/(м К) [11] 2.65 2.72 2.79 2.86

аs × 106, м2/с [11] 23.4 24.8 26.3 27.6

Re 19602 18497 17492 16582
Gu 0.063 0.083 0.099 0.114
Nu 110.9 112.3 112.0 111.1

α, Вт/(м2 К) 90.4 94.0 96.1 97.8

Bi 4.71 4.90 5.00 5.09
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при значениях температуры ts = 25 и 35°C. Авто-
рами [9] установлено снижение значения ur с ро-
стом температуры сушильного агента ts, которое
особенно заметно в диапазоне изменения его от-
носительной влажности ϕs от 35 до 75%. В данной
работе значения равновесного влагосодержания
материала для исследуемого диапазона значений
температуры воздуха в камере получены путем
экстраполяции опытных зависимостей для ско-
рости сушки  от среднего влагосодержания

 на область предельно малых значений скорости
сушки.

Коэффициент массопроводности капилляр-
но-пористых коллоидных материалов раститель-
ного происхождения является функцией влагосо-
держания материала, имеющей вид [2]

(16)
где k0 – коэффициент массопроводности при

 a* – константа, определяющая зависи-
мость коэффициента массопроводности от влаго-
содержания материала. Практические наблюде-
ния показывают, что функция (16) является воз-
растающей, т.е. a* > 0 [2]. Значение величины a*
найдено методом параметрической идентифика-
ции. Установлено, что этот параметр не зависит от
температуры сушильного агента и равен a* = 0.45.

Необходимый для расчета теплообмена коэф-
фициент теплоотдачи α рассчитывали по уравне-
нию Нестеренко [10]

(17)
где Re = 3150–22000. При этом длину обтекания
принимали равной l' = 0.5d = 0.0325 м. При расче-
тах коэффициента теплоотдачи α по уравнению
(17) использованы значения теплофизических ха-
рактеристик воздуха [11].

τdu d
u

= 0 exp( * ),k k a u

r
→ ;u u

= 0.33 0.61 0.175Nu 0.51Pr Re Gu ,

Расчетные параметры представлены в табл. 1.
Значения критерия Bi, приведенные в табл. 1, по-
казывают, что задача теплообмена является сме-
шанной: на нагрев тела в процессе сушки оказы-
вают влияние как внутреннее, так и внешнее тер-
мические сопротивления.

Рис. 1–4 иллюстрируют процессы тепло- и
массопереноса при сушке образца яблока в фор-
ме пластины с учетом его усадки.

Из графиков на рис. 1 видно, что расчетные и
экспериментальные кривые сушки имеют удовле-
творительное совпадение при различных темпера-
турах сушильного агента. Зависимости, пред-
ставленные на рис. 1, качественно согласуются с
экспериментальными результатами работы [12],
полученными для образца другой формы и для
других режимов сушки яблок.

Рис. 1. Кривые сушки пластины из яблока (2R = 5 мм)
при ts = 30 (1), 40 (2), 50 (3) и 60 (4) °C. Точки – экспе-
римент, линии – расчет.
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Рис. 2. Профили влагосодержания поперек пластины
из яблока (2R = 5 мм; ts = 50°C) для различных момен-
тов процесса сушки τ = 50 (1), 75 (2), 100 (3), 125 (4),
150 (5), 175 (6) и 300 (7) мин.
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Рис. 3. Зависимости от времени средней по сечению
пластины из яблока температуры (2R = 5 мм) при ts =
= 30 (1), 40 (2) и 50 (3) °C.
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РУДОБАШТА и др.

Рисунок 2 иллюстрирует развитие во времени
профилей влагосодержания в пластине из яблока
с учетом уменьшения толщины образца вслед-
ствие усадки материала.

Расчетные значения температуры, усредненной
по изменяющейся толщине образца, представлены
на рис. 3. Следует отметить, что при невысоких зна-
чениях температуры сушильного агента (кривая 1)
имеет место понижение средней температуры ма-
териала ниже начальной при τ < 100 мин. Это про-
исходит по причине преобладания в этом режиме
сушки величины интенсивности поглощения
тепла за счет испарения над тепловым потоком,
обусловленным конвективным переносом, на
внешней границе пластины. Особенности изме-
нения средней температуры материала подобного
типа получены при расчетах с использованием и
других моделей, в частности в [12].

Как показывают расчеты, роль процесса усад-
ки, учитываемого в предложенной математиче-
ской модели конвективной сушки, весьма суще-
ственна (кривые 1, 3 на рис. 4). При этом для
процесса обезвоживания формальный вклад
конвективного члена уравнения влагопроводно-
сти (4) мал по сравнению с тем эффектом, кото-
рый дает усадка материала (кривые 2, 3 на рис. 4).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Сформулирована одномерная нелинейная ма-

тематическая модель тепло- и влагопроводности
материалов, которые подвержены существенным
объемным деформациям при обезвоживании.
Влияние деформаций усадки на кинетику про-
цесса сушки в модели определено двумя фактора-
ми: дополнительным потоком влаги, с одной сто-
роны, и подвижными границами высушиваемого

объекта, с другой стороны. Математическая мо-
дель может быть обобщена для двумерных и трех-
мерных задач сушки коллоидных капиллярно-
пористых материалов.

На примере яблочных пластин показано удо-
влетворительное совпадение экспериментальных
и расчетных кривых сушки. Выявлено суще-
ственное влияние деформаций усадки материала
(яблока) на кинетику сушильного процесса.

Предложенная математическая модель может
быть использована для проведения инженерных
расчетов кинетики сушки пластин из капилляр-
но-пористого коллоидного материала с учетом
деформаций усадки.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

a коэффициент температуропроводно-
сти, м2/с

с массовая теплоемкость материала 
пластины, Дж/(кг К)

d диаметр яблочного диска, м
i интенсивность сушки, кг/(м2 с)
k коэффициент массопроводности, м2/с
l = 2R толщина пластины, м
l' длина потока в критериальном урав-

нении теплоотдачи, м
R половина толщины пластины
r* теплота парообразования, Дж/кг
T температура, К
t температура, °С
u, локальное и среднее по объему пла-

стины влагосодержание материала, 
кг/(кг сух. м-ла)

υs скорость сушильного агента (воздуха), 
м/с

w влажность яблок, кг/(кг влажн. м-ла) 
или %

α коэффициент теплоотдачи, Вт/(м2 К)
εl линейный коэффициент усадки, 1/м
λ коэффициент теплопроводности пла-

стины, Вт/(м К)
νs кинематическая вязкость воздуха, 

м2/с
ρ плотность влажного материала, кг/м3

ρ0 плотность абсолютно сухого матери-
ала, кг/м3

υR скорость усадки (скорость перемеще-
ния сечения пластины с координатой 
R), м/с

u

Рис. 4. Кривые сушки пластины из яблока при ts =
= 50°C, рассчитанные без усадки и учета конвектив-
ного переноса влаги (1), с усадкой, но без учета кон-
вективного переноса влаги (2), с усадкой и учетом
конвективного члена (3).
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