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В работе проанализировано состояние проблемы теоретического прогнозирования коэффициента
задержания и удельного выходного потока для очистки или концентрирования промышленных
растворов во всем в цикле нанофильтрационного разделения промышленных растворов, содер-
жащих ионы металлов. Для прогнозирования нанофильтрационного процесса разработана мате-
матическая модель, основанная на решении уравнений конвективной диффузии, уравнения На-
вье–Стокса и уравнения неразрывности потока с применением полярной системы координат.
Теоретические результаты, полученные в результате решения системы уравнений позволяют оце-
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тода производилась путем сравнения рассчитанных по модели данных с экспериментальными, по-
лученными на нанофильтрационной установке при разделении растворов, содержащих катионы
Cr3+ и Zn2+, с применением полупроницаемых мембран ОПМН-П и АМН-П.
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ВВЕДЕНИЕ
В гальванических и химических производствах

образуется значительное количество промыш-
ленных растворов, которые необходимо очищать
и утилизировать. С промышленными раствора-
ми, например, гальванических производств, без-
возвратно уносится до 70% содержащихся в них
металлов, которые являются дорогостоящими.
В нашей стране общий уровень извлечения из от-
работанных промышленных растворов цветных
металлов, по последним данным, не превышает
15% от возможного [1–4].

Среди множества методов очистки широкое
распространение получили мембранные процессы,
в частности, нанофильтрация, где затраты энер-
гии расходуются только на разрыв межмолеку-
лярных связей [5–9]. Как и другие мембранные
методы очистки промышленных растворов, на-
нофильтрация имеет свои преимущества и недо-
статки. Существенное недостатком является не-
возможность теоретического прогнозирования
коэффициента задержания и удельного выходного
потока очистки или концентрирования промыш-
ленных растворов для всего цикла нанофильтра-

ционного разделения. На процесс нанофильтра-
ции через полупроницаемую мембрану с течением
времени оказывает влияние такие факторы как
гидродинамика течения раствора в межмембран-
ном канале и образование диффузионного погра-
ничного слоя. Определяющими кинетическими
характеристиками рассматриваемого процесса
являются коэффициент задержания и удельный
выходной поток нанофильтрационного разделе-
ния. Таким образом, кинетические характеристи-
ки, получаемые в результате нанофильтрацион-
ной очистки, зависят от концентрации, транс-
мембранного давления, диффузионных явлений
в пограничном слое и гидродинамической обста-
новки:

где R – коэффициент задержания, J – удельный
выходной поток м3/м2 с.

Теоретический расчет нанофильтрационных
процессов и аппаратов проводят, основываясь на
явлениях массопереноса растворенного вещества
через полупроницаемую мембрану. Авторы рабо-
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ты [5] проанализировали некоторые методы тео-
ретического описания эффектов асимметрии
транспортных характеристик при использовании
композиционных мембран и предложили новый
метод расчета массопереноса через асимметрич-
ные мембраны, который будет учитывать физи-
ко-химические свойства отдельных слоев компо-
зиционных мембран и осуществляться рамках
модели однородной “тонкопористой мембраны”.
В работе [10] рассмотрена возможность оценки
селективной проницаемости мембран на основе
данных по кажущемуся коэффициенту диффу-
зии. Методами спектроскопии определяли харак-
теристики коэффициента диффузии малых моле-
кул растворителей в полимерных мембранах. Ав-
торами работы [11] представлены результаты
исследования активного слоя композиционных
мембран, состоящего из неоднородной запутан-
ной полимерной сетки, пронизанной извилисты-
ми трансмембранными “туннелями” и нанопорами,
заполненными водой. Авторами [12] показано ис-
пользование керамической нанофильтрацион-
ной мембраны для контроля органических и не-
органических загрязнений. Показано примене-
ние комбинированного раствора NH4HCO3 и
Na2SO4, который обеспечивает удовлетворитель-
ную степень задерживания иона аммония на
уровне 88.7%, что объясняется присутствием в
данном растворе анионов более высокой валент-

ности ( ). Авторами в [13] выполнены экспе-
риментальные исследования по электрохимиче-
ским и транспортным параметрам на мембранах
ОПМН-П, ОФАМ-К при разделении растворов,
содержащих нитрат аммония и сульфат калия,
методом электронанофильтрации. Показано, что
на электрохимические характеристики оказыва-
ют влияние дросселирование раствора в электро-
химической ячейке и его разогрев. Исследования,
проведенные в работе [14], позволили оценить
степень влияния температуры, солесодержания и
скорости циркуляции раствора на поток пермеата
и его компонентный состав. Была выявлена зави-
симость производительности и времени ресурс-
ной эксплуатации мембраны от концентрацион-
ной поляризации и осадкообразования. Кроме
того, был исследован такой важный параметр,
как чувствительность полимера, из которого из-
готовлена мембрана, к температурному воздей-
ствию при обработке растворов с температурой
20–40°С. Авторами работы [15], предложен усо-
вершенствованный подход к определению кине-
тических характеристик электрохимического ба-
ромембранного разделения растворов, основан-
ный на фрикционной теории Шпиглера с учетом
суммарного воздействия химического и электрохи-

−2
4SO

мического потенциалов. На примере процесса
электрохимического баромембранного разделения
водных растворов CuSO4, Ni(NO3)2 и Fe(NO3)3 с кон-
центрациями 1 × 10–2, 2 × 10–3 и 1 × 10–5 моль/л со-
ответственно с помощью мембран МГА-95 и
МГА-100 получены численные величины фрик-
ционных коэффициентов взаимодействия систем
растворитель–мембрана fωm, растворенное веще-
ство (катионы)–мембрана f+m, растворенное ве-
щество (катионы)–растворитель f+ω, а также най-
дены эмпирические коэффициенты для опреде-
ления аппроксимирующих кривых.

Проведенный анализ работ [1–15] по приме-
нению нанофильтрационного разделения и
оценке селективных и проницаемых свойств по-
лупроницаемых мембран физическими метода-
ми, позволил оценить влияние гидродинамики
течения раствора и диффузии растворенных ве-
ществ на качество и производительность нано-
фильтрационного разделения растворов содер-
жащих ионы тяжелых металлов. Поэтому, целью
данной работы стало прогнозирование процесса
нанофильтрационной очистки и концентрирова-
ния промышленных растворов от ионов металлов
на полупроницаемых мембранах ОПМН-П и
АМН-П типа на основе теории гидродинамики и
конвективной диффузии.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Большинство математических моделей, на-

правленных на описание массопереноса в про-
цессах баромембранного разделения, основаны
на уравнениях гидродинамики движения раствора и
конвективной диффузии вещества в мембранном
канале [16–18]. При этом следует отметить, что
создание математической модели рассматривае-
мого объекта аналитическим методом проходит в
несколько стадий, включая выбор рассчитывае-
мых характеристик, ввод допущений модели и
ряд других этапов.

В качестве примера можно привести расчет
нанофильтрационных аппаратов и установок.
Перед их проектированием необходимо проана-
лизировать сведения по основным характеристи-
кам рассчитываемого модуля. Обычно особое
внимание уделяется длине и ширине канала раз-
деления в мембранном модуле, скорость потока
растворителя вдоль и поперек (проницание через
мембрану) данного канала, коэффициент задер-
жания, а также степень концентрирования или
концентрацию растворенного вещества в ретен-
тате на выходе из мембранного модуля.

Для более полного понимания массопереноса
в плоском канале, представим его структурную
схему на рис. 1. Канал с двух сторон ограничен
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мембранами и рассматривается вместе с ними как
одно звено.

Помимо структурной схемы необходимо вве-
сти ряд допущений, которые облегчат процесс ре-
шения системы уравнений:

• в момент начала работы нанофильтрацион-
ного аппарата концентрация на входе в межмем-
бранный канал равна концентрации на выходе из
него;

• поток жидкости стационарен, а режим тече-
ния – ламинарный;

• насос обеспечивает беспрерывную подачу
разделяемого раствора в межмембранный канал;

• силы трения между ионами и молекулами
растворителя малы, что ими можно пренебречь.

Рассмотрим систему выражений, основанную
на решении уравнений конвективной диффузии,
уравнения Навье–Стокса и уравнения неразрыв-
ности потока, которые имеют вид:
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Перейдем к полярной системе координат, тогда:

Математическая запись задачи примет вид:
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Рис. 1. Схема основных потоков в нанофильтрационном аппарате трубчатого типа.
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(8)

Так как поток не вихревой, закручивания по-

тока нет, то , ,  и уравнения

(5)–(8) примут вид:

(9)

(10)

(11)

(12)

Граничные условия для уравнений гидродина-
мики будут следующими:

(13)

Аналитическим решением получены формулы
для скорости фильтрации с учетом модифициро-
ванного выражения для уравнения конвективной
диффузии и граничных условий, и которые мож-
но рассчитать по следующим зависимостям:
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Рассмотрим решения уравнений гидродина-
мики:
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С учетом того, что по введенным ранее допу-
щениям рассматриваемый процесс является ста-
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(16)–(18) преобразуется к виду:
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(24)

Решать данное уравнение будем относительно
, т.к. давление изменяется только вдоль

канала.
Учитывая, что , получим следующие

выражения:

(25)
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(27)

где  и  – постоянные интегрирования.
Найдем  и  из условия (24):
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Интегрируя по  и подставляя значения гранич-
ных условий ,  получим ре-
шение данного дифференциального уравнения (27)
в виде:
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Рассматриваем дифференциальное уравнение
для водопроницаемости с учетом осмотического
потока, тогда:

(39)
Тогда дифференциальное уравнение для изме-

нения расхода межмембранном канале с учетом
осмотического потока:

(40)
Отсюда получаем:

(41)

Приравняем уравнения для расходов (38) и
(41) получим:
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Граничные условия:

(43)

(44)

Далее, обозначив  и ,
получим дифференциальное уравнение для пере-
пада давления в виде:
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Рассмотрим дифференциальное уравнение
для гидростатического давления, приведенное в ра-

боте [19] , принимающее вид:

(45)

Решение данного дифференциального уравне-
ния в общем виде будет:

(46)

Найдем постоянные интегрирования C1 и C2 в

начальный момент  и конечный мо-

мент :
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Подставим найденные C1 и C2 в (47) и получим
выражение для расчета давления по длине канала:

(54)

Аналогично дифференциальное уравнение для

электроосмотического давления ,

приведенное в работе [19] и принимающее вид:
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Решение данного дифференциального уравне-
ния в общем виде будет:
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 условия в (56) и получим выраже-

ние для расчета электроосмотического давления
по длине канала:
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жмембранном канале подставляем их в формулы
для проницаемости мембран и определяем значе-
ние продольной составляющей скорости потока.
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тока (39) и продольной скоростей (35), обозначив
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канале:
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(58)

Так как поток не вихревой, то  и уравне-

ние (58) примет вид:

(59)

Учитывая начальные условия, имеющие вид

, концентрацию в межмем-

бранном канале можно вычислить по формуле:

(60)

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ
Один из этапов данного исследования был на-

правлен на получение экспериментальных дан-
ных по очистке технологических растворов от ка-
тионов Cr3+ и Zn2+ на нанофильтрационной уста-

новке с применением мембран ОПМН-П и
АМН-П. Исходная концентрация Cr3+ и Zn2+ в
исследуемых технологических растворах состав-
ляла 0.278 и 0.4 мг/л соответственно. Рабочее дав-
ление нанофильтрационной установки варьиро-
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Рис. 2. Технологическая схема очистки сточных вод методом нанофильтрации: 1 – исходная емкость со сточными во-
дами; 2 – насос; 3 – фильтр грубой очистки; 4 – тонкослойный отстойник; 5 – шламосборник; 6 – установка коррек-
тировки рН; 7 – накопитель осветленных вод; 8 – нанофильтрационный аппарат; 9 – емкость сбора фильтрата; 10 –
емкость с чистящими реагентами; 11 – емкость сбора отработанных чистящих реагентов.
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валось от 1 до 1.6 МПа. Время проведения каждо-
го эксперимента – 5 ч. Габаритные размеры
камеры разделения – 0.13 × 0.06 × 0.06 м.

На рис. 2 приведена технологическая схема
очистки сточных вод гальванического производ-
ства с последующим сбросом очищенной воды в
систему канализации, либо повторной подачей
на установку нанофильтрационного вида при созда-
нии оборотного водоснабжения предприятия [20].
Данная система промышленной очистки воды
рекомендуется для использования при проекти-
ровании новых очистных сооружений, либо ре-
конструкции действующих систем очистки сточ-
ных вод для повышения их экологической без-
опасности и экономической эффективности.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Полученные экспериментальные данные по

удельному потоку растворителя, коэффициенту
задержания мембраны и другим кинетическим

характеристикам процесса разделения при нано-
фильтрационной очистке технологических рас-
творов, содержащих катионы Cr3+ и Zn2+, были
использованы для теоретического расчета кон-
центрации каждого вида катионов в ретентате в
зависимости от длины канала камеры разделения
и величины трансмембранного давления ΔР при
разделении мембранами ОПМН-П и АМН-П.

На рис. 3а представлены результаты расчета
концентрации катионов Cr3+ и Zn2+ в ретентате в
зависимости от длины канала в процессе нано-
фильтрации при использовании мембраны
ОПМН-П. По полученным данным можно сде-
лать вывод, что увеличение концентрации рас-
творенного вещества в ретентате по мере движе-
ния по межмембранному каналу разделения про-
исходит линейно для всех исследуемых значений
трансмембранного давления ΔР (от 1 до 1.6 МПа)
и свойственно обоим видам катионов. Рассчитан-
ное значение концентрации катионов Cr3+ и Zn2+

Рис. 3. Изменение концентрации ионов Cr3+ и Zn2+ в
ретентате в зависимости от длины канала камеры раз-
деления (а), величины трансмембранного давления Р
(б) при разделении мембраной ОПМН-П (на рис. 3б
сплошная линия – эксперимент, пунктирная линия –
расчет).

(б)

(a)

2

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2
1.61.41.21.0

Cрет, мг/л

P, МПа

1

2
0.50

0.45

0.40

0.25
0.140.120

Cрет, мг/л

L, м

1
0.35

0.30

0.100.080.060.040.02

Рис. 4. Изменение концентрации ионов Cr3+ и Zn2+ в
ретентате в зависимости от длины канала камеры раз-
деления (а), величины трансмембранного давления Р
(б) при разделении мембраной АМН-П (на рис. 4б
сплошная линия – эксперимент, пунктирная линия –
расчет).
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на выходе из канала разделения хорошо коррели-
руется с экспериментально полученными данны-
ми по концентрации катионов Cr3+ в ретентате
после пятичасового процесса нанофильтрацион-
ного разделения [21]. Расхождение теоретически
рассчитанных и экспериментальных данных не
превышает 5%, что подтверждается предстален-
ным на рис. 3б графиком.

Данные по нанофильтрационной очистке тех-
нологического раствора от катионов Cr3+ и Zn2+ с
применением мембраны АПМ-П (рис. 4а) анало-
гичны тем, что были получены с мембраной
ОПМН-П. В данном случае так же зафиксирова-
но увеличение концентрации растворенных ве-
ществ в ретентате. Однако значения концентра-
ции катионов Cr3+ и Zn2+ в ретентате на выходе из
канала разделения ниже, чем при использовании
мембраны ОПМН-П. Это согласуется с экспери-
ментальными данными [21]. Сравнение экспери-
ментальных и расчетных данных, представлен-
ных на рис. 4б, позволяет сделать вывод, что они
хорошо коррелируют между собой – расхождение
так же не превышает 5%.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. В работе математически описан процесс
прогнозирования нанофильтрационного разде-
ления растворов, содержащих катионы Cr3+ и
Zn2+, с применением мембран ОПМН-П и АПМ-П
на основе решения уравнений конвективной
диффузии, уравнения Навье–Стокса и уравнения
неразрывности потока с применением полярной
системы координат.

2. Выполнены экспериментальные исследова-
ния по нанофильтрационному разделению рас-
творов, содержащих катионы Cr3+ и Zn2+. По мо-
дели произведен расчет изменения концентрации
в ретентате. Выполнена проверка адекватности
предлагаемого метода путем сравнения экспери-
ментальных и расчетных данных. Максимальное
расхождение между расчетными и эксперимен-
тальными значениями не превышает 5%.
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к конечное значение
исх в исходном растворе
пер в пермеате
рет в ретентате
м в мембране
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