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Рассмотрено течение двухфазной среды в жидкостных тарельчатых сепараторах с криволинейными
вставками. Предложен алгоритм численного расчета величины зазора между соосными криволи-
нейными вставками. Уравнения движения двухфазной среды, записанные в ортогональной системе
координат, связанной с областью течения, решаются методом поверхностей равных расходов. Чис-
ленные расчеты проведены для сепараторов с параболическими вставками. Расчеты показываю, что
на входном участке происходит развитие течения от начального плоского профиля до параболиче-
ского вида. При этом скорости потока вблизи стенок канала замедляются, а в центре области тече-
ния, наоборот, разгоняются. Поэтому, на начальном участке линии тока имеют искривления. На
форму эпюры скоростей и кривизну линий тока существенно влияет скорость вращения вставок.
При значительных скоростях вращения наблюдается асимметричность профиля скорости.
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ВВЕДЕНИЕ
В химической, нефтехимической, пищевой и

других областях промышленности широко ис-
пользуются процессы разделения гетерогенных
жидкостных сред в тарельчатых сепараторах.
В жидкостных сепараторах в качестве сепарирую-
щих элементов применяются соосные совместно
вращающиеся вставки. Пакет вставок разделяет
жидкостную систему на тонкие слои, что обеспе-
чивает уменьшения пути осаждения дисперсных
частиц. Эффективность процесса разделения за-
висит от гидродинамической обстановки в про-
странстве между двумя соседними вставками. По-
этому исследование работы жидкостных сепарато-
ров и разработка расчетных методик связаны с
построением гидродинамической модели течения
рабочей среды в пространстве между вставками.

В настоящее время в промышленности в ос-
новном используются сепараторы с коническими
вставками. Вместе с тем, существуют аппараты,
где в качестве сепарирующего элемента применя-
ются вставки другой формы [1, 2]. У вставок дво-
якой кривизны, направление действия центро-
бежной силы относительно касательной к образу-
ющей и расстояние между вставками по длине
образующей являются переменными величина-
ми, что влияет на скорость движущегося потока.

Эти особенности применения сепараторов с кри-
волинейными вставками могут быть использова-
ны для интенсификации процесса разделения
многофазных сред.

Известны большое количество статей и моно-
графий, которые посвящены к изучению гидро-
динамики тарельчатых сепараторов с коническими
вставками. Достаточно подробный анализ лите-
ратуры имеется, например, в работах [1–8]. Однако,
гидродинамическая обстановка при течении жид-
костных сред между криволинейными вставками
остается малоизученным [1–3]. Представляет инте-
рес изучение течений рабочей среды между кри-
волинейными вставками на входном участке, где
происходит преобразование эпюры скорости к
параболическому виду.

Целью данной работы является построение
математической модели осесимметрического те-
чение гетерогенной среды в пространстве между
криволинейными вставками с учетом начального
участка, соответствующих алгоритмов расчета и
проведение вычислительного эксперимента.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
Гетерогенная жидкостная среда подается с пе-

риферии криволинейных вставок и под действием
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перепада давления движется к центру аппарата.
Для описания гидродинамики гетерогенных сред
можно использовать методы механики многофаз-
ных сред [9]. Для тонкослойных осесимметрич-
ных течений двухфазных сред упрощенные урав-
нения сохранения массы и импульса в ортого-
нальной системе координат , связанной с
областью течения, после оценки значимости сла-
гаемых, могут быть записаны в виде [10–11]

Под действием центробежной силы частицы
дисперсной фазы осаждаются к нижней поверх-
ности верхней тарелки. При значительных кон-
центрациях может образоваться тонкий слой
осадка [12], который движется в обратном на-
правлении к периферии вставки. Из-за осажде-
ния дисперсных частиц изменится их средняя
концентрация в потоке. Для учета изменения
средней концентрации дисперсных частиц, при
описании тонкослойных потоков, может быть ис-
пользована квазигомогенная модель с перемен-
ными по продольной координате концентрацией

 и характеристиками , . То-
гда уравнения сохранения массы и импульсов ме-
ханики многофазных сред (1') в квазигомогенном
приближении можно привести к виду
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где  
Данная система уравнений должна решаться

при следующих граничных и входных условиях

(4.1)

(4.2)

(4.3)

Граничное условие (4.1) записана с учетом нали-
чия слоя осадка толщиной , который скользить
под действием центробежной силы к периферии
тарелок со скоростью .

Для решения задачи (1)–(4) применим метод
поверхностей равных расходов, предложенный
Л.П. Холпановым, В.Я. Шкадовым [13] и разви-
тым в работах [10–12, 14] для моделирования те-
чений гетерогенных сред. В работе [13] была по-
казана, что данный подход позволяет моделиро-
вать напорные течения в трубах и каналах
различной геометрической формы. В соответ-
ствии с этим методом вводится в поле течения ра-
бочей среды линии тока, которые в условиях ста-
ционарности потока совпадают с поверхностями
равных расходов. Поскольку течение осесиммет-
ричное, поверхности равных расходов вводятся как
функции продольной координаты [10, 13]:

 . Тогда компоненты ско-
рости среды на введенных поверхностях тоже
являются функциями координаты :

 Здесь по-
верхность  совпадает с верхней вставкой или с
поверхностью осажденной массы, а  – с по-
верхностью нижней вставки. Задачу о развитии
течения рабочей среды между криволинейными
вставками теперь можно свести к численному
определению линии тока и полей скоростей на
них. Зная скорости сплошной фазы на линиях
тока можно вычислять траектории дисперсных
частиц.
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(5)

Вычисление интеграла (5) можно провести по
одной из формул численного интегрирования,
например, по формуле трапеции и затем после
дифференцирования полученную разностную
формулу по координате  получим:

(6)

где 
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Запишем аналогичную формулу для давления

В этих формулах  и  означают значения

производных  и  на линиях .

На линиях тока имеют место зависимости [10, 13]

Тогда уравнение (2), записанное на введен-
ных линиях тока, представляется в виде следую-
щей системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений

С учетом уравнения движения (3) окончательно
получим систему уравнений
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Система уравнений (6)–(7) позволяет опреде-
лить положения линий поверхностей равных рас-
ходов и поле скоростей на них, которая может
быть решена одним из известных численных ме-
тодов, например, методом Рунге–Кутты. Реали-
зация численных расчетов для криволинейных
областей сильно усложняется из-за вычислитель-
ных трудностей по сравнению с коническими об-
ластями.

В качестве примера для проведения числен-
ных расчетов по системе (6)–(7) рассмотрим кри-
волинейный зазор, образованный двумя поверх-
ностями вращения, которые заданы уравнениями

(8)

(9)
где параметр b = OO1 является заданным постоян-
ным числом, r – величина определяющая рассто-
яние любой точки зазора от оси вращения (радиус
вращения). Необходимо определить зазор между
криволинейными вставками.

Обозначим через  оси ортогональной си-
стемы координат, связанных с поверхностью вра-
щения. Пусть продольная координата  совпадает
с образующей верхней поверхности вращения
(рис. 1). Тогда, как видно из рисунка, она показы-
вает длину дуги ОА.

Длина дуги  при заданном радиусе вращения r
вычисляется по формуле

(10)

Нелинейная зависимость (10) является базовым
уравнением для вычисления радиуса вращения 
по заданной координате . В общем случае ана-
литически найти величину  не представляется
возможным. Эта величина входит во все уравне-
ния (1)–(3). Поэтому необходимо построить ал-
горитм численного определения радиуса враще-
ния .

При заданной координате  с помощью чис-
ленного решения уравнения (10) можно опреде-
лить радиус вращения данной точки . Пусть
кратчайшим расстоянием от точки  до нижней
тарелки является отрезок  (рис. 1). Вели-
чина данного отрезка, как расстояние между точ-
ками  и , определяется с помощью
формулы

(11)
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функции , которое записывается в виде ра-
венства нулю первой производной. После диффе-
ренцирования зависимости (11) и выполнения
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диуса  по известному значению  получим
следующее нелинейное уравнение

(12)

Таким образом, алгоритм численного расчета
величины зазора между соосными криволиней-
ными вставками, заданными уравнениями (8)–(9),
будет следующим:

1. В верхней поверхности вращения выбирает-
ся произвольная точка 

2. По уравнению (10) вычисляется радиус вра-
щения .

3. Из уравнения (12) определяется радиус вра-
щения , который соответствует минимальному
зазору между вставками в сечении .

4. По найденным радиусам с помощью форму-
лы (11) вычисляется искомое расстояние между
криволинейными вставками.

В качестве реализации предложенного общего
подхода определения величины зазора, рассмот-
рим вставки параболического вида, которые зада-
ны уравнениями
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Тогда радиус вращения  для произвольной точки
верхней вставки, заданной координатой , вы-
числяется с помощью нелинейного уравнения

(15)

Не трудно заметить, что данный интеграл в
квадратурах вычисляется только для значений
параметра n, равных 1 и 2. Поэтому, в случае про-
извольного значения n, уравнение (15) решается
численно.

Уравнение (12), позволяющее вычислить ра-
диус вращения искомой точки  по заданной
координате , для параболической вставки при-
нимает вид
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 вычисляется по формуле
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После определения величин зазора  можно
приступить к решению задачи (1)–(3) или систе-
мы уравнений (6)–(7). Уравнения движения
(1)–(3), в ортогональной системе координат
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где  – характерная скорость течения,  – харак-
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Рис. 1. К расчету толщины зазора криволинейного
канала.
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(22)

(23)

Здесь и далее  – безразмерный
радиус. Виды граничных условий остаются без
изменений.

Преобразуем систему уравнений (6). При диф-
ференцировании соотношения  необходимо
учитывать, что линии тока , соответственно
радиусы , являются функциями продольной
координаты . После
проведения операции дифференцирования и не-
обходимых преобразований, данная система
уравнений была приведена к виду

(24)

где

Система уравнений движения (22) на линиях
тока примет вид

Для удобства численного решения данная си-
стема уравнений была приведена к виду

(25)

где  
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В уравнениях (25) присутствуют частные про-
изводные по координате y. Для их вычисления се-
точные решения представляются в виде разложе-
ния в ряд по полной системе базисных функций,
удовлетворяющих граничным условиям

Построенная система (24), (25) состоит из
( ) обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Они достаточны для нахождения N значе-
ний линии тока и скоростей на каждом шаге чис-
ленного решения. Одно уравнение освобождает-
ся для определения градиента давления.

Уравнения (24), (25) не разрешены относи-
тельно производных искомых величин. Для чис-
ленного решения проведем необходимые преоб-
разования. Из уравнений (25) выразим производ-
ные  и подставим в уравнения (24). Тогда
получится уравнение

(26)

Полученные уравнения подставим в уравне-
ния (25). Тогда получится

(27)

Искомые функции  и  предста-
вим в виде прогоночных соотношений

и подставим в уравнения (26), (27). После не-
сложных преобразований, считая, что 
известны, получим явные выражения прогоноч-
ных коэффициентов в виде следующих рекур-
рентных соотношений

=
= Ψ

1
( ) ( ).

N

j j k
j

U A x y

+2 1N

kdU dx

(
)

− −= − +

+ − − −

= +

1 1

(1 ),

1, 1.

k k k
k k

k k k k k k k

dy dy dUS J
dx dx dx

dPI K I T B I L
dx

k N

− −= − −
− −

  +− + + + − − 
=

1 1

1 1
( ) ,

1 1
1, .

k k k k k k k

k k k k

k k k k k k k
k k

k k k k

dU L J dU L S dy
dx I L dx I L dx
L I K L I T BdPK T

I L dx I L
k N

kdy dx kdU dx

= + = +ˆ ˆ, ,k k
k k k k

dy dUdP dPY Y W W
dx dx dx dx

ˆ ˆ, , ,k k k kY Y W W

+= − =
− −

1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1

ˆ, ,
1 1
I T B I KY Y

I L I L

+= + = − −
− −

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ˆ, ,
1 1

L I T B L I KW T W K
I L I L

− −
+= − −

− − −1 1 ,
1 1 1

k k k k k
k k k

k k k k k k

S J I T BY Y W
I L I L I L

− −= − +
− − −1 1

ˆ ˆ ˆ ,
1 1 1

k k k k
k k k

k k k k k k

S J I KY Y W
I L I L I L



424

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ  том 57  № 4  2023

ИБЯТОВ, АХМАДИЕВ

Уравнение (26) с учетом граничных условий
при  имеет вид

Отсюда для градиента давления получим формулу

(28)

Итак, алгоритм вычислений правых частей си-
стемы обыкновенных дифференциальных урав-
нений первого порядка (26), (27) следующий. Для
текущей координаты x определяются прогоноч-
ные коэффициенты и далее по формуле (28) нахо-
дится градиент давления. После этого обратной
прогонкой вычисляются значения правых частей
дифференциальных уравнений (26), (27).

При проведении численных расчетов необхо-
димо задать обоснованные входные (начальные)
условия на линиях тока и значения продольной
скорости на них. На основании принятого спосо-
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ба обезразмерования, продольным скоростям 
были заданы преимущественно единичные на-
чальные условия. Местоположения и количество
поверхностей равных расходов менялись в широ-
ком диапазоне.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ 
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Вычислительный эксперимент был проведен
для вставок параболической и конической форм.
На рисунках 2–5 показаны некоторые результаты
численных расчетов для вставки параболической
формы. Линии тока  были пронумерованы
согласно направлению оси координат y (рис. 1),
начиная от верхней вставки. Интересные резуль-
таты получены на входном участке. На начальном
участке происходит развитие течения от началь-
ного плоского профиля до параболического вида
(рис. 2). Поскольку криволинейная координат-
ная линия x направлена от оси вращения (рис. 1),
скорость течения имеет отрицательный знак.
Скорости потока вблизи стенок канала замедля-
ются (рис. 3, кривые 1 и 7), а в центре области те-
чения, наоборот, разгоняются (рис.3, кривые 3, 4, 5).
Из-за этого на начальном участке линии тока
имеют искривления. Характерный вид поверхно-
стей равных расходов показан на рис. 4. После
формирования параболического профиля скоро-
сти наблюдается симметрическая картина тече-
ния (рис. 3 и 4). Крайние линии (рис. 3, кривые 1
и 7), а также линии 2 и 6, линии 3 и 5 попарно вы-
ходят к своим общим асимптотам. Максимальная

kU

( )ky x

Рис. 2. Эпюры скоростей при Re = 100, Fr = 4, L = 0.2
на сечениях по продольной координате: x = 0.15 –
штрихпунктирная линия, x = 0.17 – разрывная линия,
x = 0.19 – сплошная линия.
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скорость наблюдается в центре канала (рис. 3,
кривая 4). Интенсивности изменения этих харак-
теристик течения зависят от вязкости среды. При
уменьшении вязкости и, следовательно, при уве-
личении число Re кривизна указанных линий
уменьшается.

На форму эпюры скоростей и кривизну линий
тока существенно влияет скорость вращения па-
кета вставок. На рис. 5 представлены линии тока
для различных значений числа Fr при  = 100.
Центробежная сила действует против направле-
ния течения и тормозит движение рабочей среды.
Поэтому, при значительных скоростях вращения

Re

вставок, скорость потока у верхней стенки канала
замедляется. В результате замедления части пото-
ка наблюдается искривления линий равных рас-
ходов (рис. 5, сплошные линии). При этом растет
асимметричность профиля скорости. Результаты
расчетов качественно согласуются с данными ра-
боты [2]. Построенная математическая модель по
расчету гидродинамической обстановки для не-
сущей фазы является основой для определения
траектории движения дисперсной фазы и, следо-
вательно, расчета процесса разделения двухфаз-
ной среды в сепараторах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построенная математическая модель позволя-
ет проводить расчеты течения двухфазных сред в
жидкостных тарельчатых сепараторах с криволи-
нейными вставками. Расстояние между соседними
вставками, которое является переменной величи-
ной вдоль образующего тела вращения, вычисля-
ется численно. Геометрическая форма вставок в
уравнениях движения конкретизируется метри-
ческими коэффициентами Ляме. Расчеты пока-
зали, что на начальном участке происходит раз-
витие течения от начального плоского профиля
до параболического вида. При увеличении скоро-
сти вращения растет асимметричность параболи-
ческого профиля скорости. Использование криво-
линейных вставок позволяет увеличить эффектив-
ность разделения за счет увеличения воздействия
центробежной силы на поток двухфазной среды и
сокращения пути осаждения дисперсной фазы
вследствие уменьшения расстояния между встав-
ками.

ОБОЗНАЧЕНИЯ
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Рис. 4. Изменения формы линии тока по длине кана-
ла при значениях  = 10,  = 25, L = 0.2; цифры со-
ответствуют номерам линий тока yk.
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