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Методом численного анализа уравнения баланса сил и реологического уравнения модели конечно
растяжимых цепей исследована динамика заряженной струи при электроспиннинге полимерного
раствора, а также ориентация макромолекул в струе. В относительно слабых электрических полях
струя всегда остается прямолинейной, тогда как в сильных полях прямолинейный участок струи
имеет конечную длину, после чего движение струи становится неустойчивым. Такое поведение обу-
словлено конкуренцией между инерционными и вязкоупругими силами, причем вязкоупругость
доминирует в сильных полях. Установлено, что полимерные цепи в струе сильно вытягиваются
вдоль потока.
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ВВЕДЕНИЕ

Известно, что в сильных электрических полях
мениски растворов полимеров испускают тонкие
струйки, из которых после испарения раствори-
теля формируется волокно [1–3]. Это явление
широко используют для получения разнообраз-
ных волокнистых материалов, которые нашли
применение в медицине, катализе, при создании
фильтров и в других областях [3, 4]. Эксперимен-
ты показывают, что течение струи под действием
электрического поля характеризуется большой
скоростью растяжения, которая превышает об-
ратное время релаксации макромолекул, и может
сопровождаться фазовым переходом с образова-
нием в ней нитевидных структур [5–7]. Также
происходит ориентация макромолекул вдоль оси
струи. Ориентация наблюдается и в образующих-
ся на коллекторе нановолокнах [8–10]. Это согла-
суется с общей картиной поведения растворов
полимеров при механическом растяжении, вклю-
чающем фазовое расслоение и образование во-
локна [11–15]. Одним из механизмов расслоения
растворов при растяжении является изменение
баланса между притяжением и отталкиванием
макромолекул в результате их ориентации пото-
ком [16–18]. Такой же механизм должен работать
и при электроспиннинге.

При типичных условиях проведения процесса
электроспиннинга раствор медленно вытекает из
сопла электрода и принимает форму конусооб-
разного мениска, вершина которого испускает
тонкую струю (рис. 1). Согласно теории Тейлора,
стабилизация конусообразного мениска обеспе-
чивается действием нормальной электростатиче-
ской силы и капиллярной силы [19]. Однако ста-
тический конус с углом при вершине 98.6°, кото-
рый был найден Тейлором, не может испустить
струю. Эксперименты показывают, что существу-
ет достаточно широкий разброс значений угла
[20], и вопрос о предсказании формы мениска по-
ка остается открытым.

Важную роль в поведении струи играет пере-
ходная область между конусом и струей. В данной
области происходит изменение механизма тече-
ния зарядов вдоль струи, а также меняется баланс
действующих сил [1, 21–23]. Кроме того, эта об-
ласть характеризуется максимальной скоростью
деформации раствора [24–26].

Полный электрический ток в системе конус–
струя включает в себя ток ионов в объеме Ib, кото-
рый приводит к заряжению свободной поверхно-
сти жидкости, ток поверхностных ионов Is, вызы-
ваемый действием поля, и поверхностный кон-
вективный ток Ic, обусловленный потоком
жидкости: . Внутри мениска преоб-= + +b s cI I I I
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ладает объемный ток, тогда как в струе он в ос-
новном определяется поверхностным током про-
водимости или конвективным током. В области
перехода  или .

Следуя аргументам Тейлора, плотность сво-
бодного электрического заряда σf на поверхности
струи в зоне перехода находится из баланса ка-
пиллярной и нормальной электростатической
сил: , где  – поверхностное натя-
жение, b – радиус переходной области (  – про-
ницаемость вакуума) [1, 2]. Такой заряд создает
локальное поле напряженности . Наря-
ду с этим полем на жидкость действует поле ,
создаваемое электродами. Если электрическое
поле внутри переходной зоны в основном опреде-
ляется поверхностными зарядами, а ток в струе
обусловлен конвекцией, то радиус переходной
зоны равен . При этом электри-

ческий ток изменяется как  [21].
Здесь Q – объемный расход жидкости, K – коэф-
фициент электропроводности. Когда электриче-
ское поле в переходной зоне становится порядка
внешнего поля, , возникает другой режим,
в котором радиус переходной зоны и электриче-
ский ток задаются выражениями b = b2 ~

~  и  соот-

ветственно [27]. При заданном поле  и большом
расходе радиус переходной зоны равен b2, а при
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малых расходах – b1. Дальнейшее уменьшение
расхода жидкости приводит к уменьшению кон-
вективного тока, так что при очень маленьком
расходе жидкости радиус переходной зоны опре-
деляется условием  и равен b = b3 ~

~  [28, 29]. Здесь  – подвижность
поверхностных зарядов. Ток изменяется как I ~
~ , где e – единичный заряд [28].

В большинстве режимов электроспиннинга
электрический ток в основном состоит из объем-
ного тока Ib и конвективного тока Ic, тогда как по-
верхностный ток проводимости Is относительно
невелик. Динамика струи в данном случае опре-
деляется балансом тангенциальной электриче-
ской силы, с одной стороны, и капиллярной, вяз-
коупругой и инерционной силами, с другой.
Вклад нормальной электрической силы стано-
вится несущественным. Это следует из того об-
стоятельства, что поверхностная плотность заря-
да струи понижается с уменьшением радиуса
струи a как  [19]. Таким образом, нор-
мальная электрическая сила, действующая на
единицу площади свободной поверхности, Fn ~

~ , также уменьшается. В то же время
давление Лапласа γ/a внутри струи увеличивается
и больше не может компенсироваться нормаль-
ным электрическим давлением: оно компенсиру-
ется за счет действия касательной электрической
силы. Чтобы обеспечить плавное изменение ба-
ланса сил в переходной зоне, нормальная и тан-
генциальная составляющие электрической силы,
отнесенные к единице площади поверхности, и
давление Лапласа должны быть величинами од-
ного порядка. Для устойчивого истечения струи
вязкоупругие и инерционные силы не должны
превышать капиллярные силы в переходной зоне.

Форма струи была исследована как теоретиче-
ски [27, 29–34], так и с помощью различных экс-
периментальных методов [26, 35, 36]. Анализ
уравнения баланса сил показал, что при домини-
ровании тангенциальной электрической силы и
капиллярной силы радиус струи уменьшается с
расстоянием z как . Аналогичное поведе-
ние получается из баланса тангенциальной элек-
трической и вязкой сил [27]. При переходе от
вязких сил к вязкоупругим, предсказано другое по-
ведение,  [35]. Наконец, баланс элек-
трических и инерционных сил дает  [30].

Важной проблемой является определение
условий устойчивости струи при электроспин-
нинге. Данному вопросу посвящено большое
число работ [37–44]. Основные теоретические ре-
зультаты получены с использованием метода ли-
нейного анализа устойчивости. При этом струя
моделируется длинным заряженным цилиндром.
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Рис. 1. Схема, иллюстрирующая процесс истечения
струи из конусообразного мениска (область I) при
электроспиннинге. Радиус переходной области II ра-
вен b. В области III происходит струйное течение.
Цветные рисунки можно посмотреть в электронной
версии.
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СУББОТИН

Были рассмотрены случаи как аксиально-сим-
метричных [41, 42], так и изгибных возмущений
цилиндрической струи [43, 44].

В настоящей работе на основе численного ана-
лиза уравнения баланса электрической, капил-
лярной, вязкоупругой и инерционной сил и опре-
деляющего уравнения модели FENE-P (конечно
растяжимой нелинейной упругости) [45], описы-
вающей реологическое поведение раствора поли-
мерных цепей, исследована динамика заряжен-
ной струи и ориентация макромолекул в струе.
Используемый подход позволяет изучить роль
конечной растяжимости в динамике струи при
сильном растяжении цепей.

УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ СТРУИ

Рассмотрим аксиально-симметричную струю
полимерного раствора, испускаемую коническим
мениском в направлении оси  (рис. 1). Предпо-
лагается, что электроды создают электрическое
поле напряженности  в направлении z. По-
скольку радиус струи a(z) медленно меняется с

расстоянием, , ее поведение можно опи-

сать в приближении тонкого тела [31–34]. В ста-
ционарном режиме скорость потока в струе и
скорость растяжения струи представляются сле-
дующим образом:

(1)

Здесь Q – объемный расход жидкости. Далее бу-
дем использовать следующие физические пара-
метры: раствор полимера характеризуется плот-
ностью ρ и поверхностным натяжением . Элек-
тропроводность ионов в растворе равна K.

Модель FENE-P широко применяется при ис-
следовании динамики растяжения полуразбав-
ленных растворов полимеров [46, 47]. Она также
позволяет учитывать конечную растяжимость по-
лимерных клубков. Будем полагать, что полимер-
ные цепи имеют полную длину  и длину сегмен-
та as, так что полное число сегментов в цепи равно

. Зависимость силы растяжения це-
пи f от расстояния между ее концами  описыва-

ется нелинейным законом ,

где  – постоянная Больцмана,  – температура
и . Раствор характеризуется мо-
дулем упругости  и временем релаксации τ, а
вязкость находится из скейлинговой формулы

. В случае полуразбавленных растворов без
зацеплений  (время Рауза) и , где

 – концентрация цепей.
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Реологическое уравнение FENE-P модели
формулируется в терминах тензора , где
угловые скобки обозначают усреднение по кон-
формациям всех цепей. Тензор напряжений
определяется формулой

(2)

где тензор конформаций  удовлетворяет урав-
нению

(3)

в котором , а v – поле скоростей, при-

чем градиенты скорости равны

Продольное электрическое поле , действую-
щее на струю, включает в себя внешнее поле E0 и
поле зарядов конусообразного мениска ,  =
= E0 + Ec. Вклад от мениска на масштабах больше
радиуса переходной зоны  (как правило b <
< 100 мкм) можно представить в виде [19–21]

(4)

Здесь численный коэффициент  зависит от угла
при вершине конуса, а z = 0 соответствует точке
перехода между конусом и струей: Ec(0) = E* =

= . Очевидно, что формула (4) перестает

быть справедливой на масштабах, превышающих
размер мениска. В этой области поле в основном
определяется электродами. Формула для суммар-
ного поля Ez дает правильное поведение вблизи
переходной зоны и на бесконечности и будет ис-
пользована для оценки поля вдоль всей струи.

Электрический ток, проходящий через струю,
определяется выражением

(5)

где  – поверхностная плотность заряда, а токи
 и  зависят от z. В точке перехо-

да конуса в струю . Радиус струи
находится из уравнения баланса сил [28]

(6)

(  – общая кривизна поверхности (  = b)).
Как уже отмечалось во Введении, вклад нормаль-
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ной компоненты электрической силы Fn в общий
баланс сил в струе относительно мал, поэтому в
дальнейшем мы его опускаем. Касательная ком-
понента поля, действующая на единицу площади
поверхности струи, определяется стандартным
образом:

(7)
Будем предполагать, что величина тока извест-

на, следовательно, поверхностную плотность за-
ряда σf можно выразить через ток используя фор-
мулу (5). Исключая напряжения из уравнения (6)

по формуле (2) и учитывая, что ,

имеем

(8)

Здесь компоненты конформационного тензора
удовлетворяют уравнению (3). Выражения (8) и
(3) запишем в безразмерном виде с помощью под-
становки
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штабы длины. После некоторых преобразований,
получаем
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Численное решение системы уравнений (10)–
(12) будет проведено для цепей с числом сегмен-
тов  и  и с отношением  = 2.
Для цепей с  сегментами используем та-
кие значения параметров: χ = 2, ,

, . Для цепей с числом сег-
ментов  – χ = 3, ω = 0.003, ,

. Указанные величины получены из ре-
альных значений параметров электроспиннинга
[1]. При выборе значений параметров мы также
исходили из того, что решения уравнений (10)–
(12) описывают бесконечно длинную прямоли-
нейную струю.

Далее напряженность внешнего поля увеличи-
вается в  раз, . При расчетах полагали

. После увеличения поля радиус переходной
зоны  и поле в переходной зоне  изменяются
так: , . Коэффициент  нахо-
дится из равенства объемного и конвективного тока

в точке перехода: , где

. Используя последнее равенство
для  и произвольного , можно получить
уравнение на :

(14)

Таким образом, значения параметров в форму-
лах (10)–(12), которые зависят от внешнего поля,
изменяются следующим образом: ,
E*/E0 → , ,  →
→ . В точке z = 0 конформация полимерных
цепей предполагается гауссовой,  = 1,
а радиус струи равен . Для приведен-
ных значений параметров сила инерции и вязко-
упругая сила в переходной зоне сопоставимы с
капиллярной силой. Дифференциальные уравне-
ния (10)–(12) с начальными условиями решались
с использованием метода Рунге–Кутты.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Соотношения (10)–(12) позволяют также най-

ти ориентацию цепей в зависимости от координа-
ты , характеризуемой параметром порядка s =

= , который меняется в
пределах . Для сильно вытянутых цепей

, где Rz – размер цепи вдоль оси струи
[16–18].

Расчеты показывают возможность существо-
вания двух режимов поведения струи, переход
между которыми происходит при изменении ве-

= 600N = 2000N 0*/E E
= 600N

ω = 0.0095
=/ * 1/ 20b b =�/ 0.2b

= 2000N =/ * 1/ 40b b
=�/ 0.1b

ν → ν0 0E E
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b *E
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σ
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β
2 2

0
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β
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личины внешнего электрического поля в ν раз
(ν = 2). В слабых полях струя остается прямоли-
нейной и бесконечно длинной (режим I). Графи-
ки функций , ,  для  и

 показаны на рис. 2а и рис. 3а соответ-
ственно. Радиус струи монотонно уменьшается, а
параметр порядка  сначала возрастает вдоль
оси струи и после достижения максимального
значения начинает убывать. Компонента 
тензора конформаций также ведет себя немоно-
тонно: сначала уменьшается, а затем растет к рав-
новесному значению, соответствующему состоя-
нию клубка. Такое поведение свидетельствует о
протекании процессов релаксации цепей после
их растяжения и продольного сжатия. Интересно

( )a z ( )s z ( )rrA z = 600N
= 2000N

( )s z

( )rrA z

отметить, что релаксация поперечного размера
макромолекул начинается раньше, чем продоль-
ного.

После увеличения напряженности поля в 2 ра-
за поведение струи качественно изменяется:
струя остается прямолинейной только на конеч-
ном отрезке (режим II). На конце отрезка ее пове-

дение становится сингулярным, . Пове-

дение функций , ,  в данном случае
показано на рис. 2б и рис. 3б. Параметр порядка
монотонно увеличивается вдоль оси струи и до-
стигает максимального значения на конце пря-
молинейного участка. Радиус струи уменьшается.
Функция  сначала убывает, а затем растет.

→ −∞da
dz

( )a z ( )s z ( )rrA z

( )rrA z

Рис. 2. Зависимость радиуса струи  (1), параметра порядка s (2) и компоненты  (3) тензора конформаций от коор-
динаты  вдоль оси струи для N = 600. ω = 0.0095. а – режим I, б – режим II.
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Рис. 3. Зависимость радиуса струи  (1), параметра порядка s (2) и компоненты  (3) тензора конформаций от коор-
динаты  вдоль оси струи для . ω = 0.003. а – режим I, б – режим II.
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Появление сингулярности связано с конечной
растяжимостью цепей и математически это про-
исходит за счет обращения в ноль суммы в скоб-
ках в левой части уравнения (12). Движение струи
после прохождения точки сингулярности должно
быть неустойчивым: наиболее вероятный сцена-
рий – изгибание струи. Очевидно, что приближе-
ние тонкого тела перестает здесь работать.

Для более детального анализа динамики струи
была рассмотрена зависимость числа Вейссен-

берга  от координаты  (рис. 4),

величины  от  (рис. 5), и скорости потока

 от  (рис. 6). Расчеты показыва-

ют, что число Вайссенберга в переходной зоне ве-
лико, , что согласуется с экспериментом
[3–5]. Затем оно начинает уменьшаться по мере
удаления от переходной зоны (рис. 4а, б). Паде-
ние значений Wi всегда происходит в режиме I,
когда электрическое поле слабое (рис. 4, кривые 1).
Однако после увеличения напряженности внеш-
него поля в 2 раза (режим II) картина качественно
другая и уменьшение числа Вайссенберга сменя-
ется его быстрым ростом (рис. 4, кривые 2). Это
связано с приближением к точке сингулярности.
При этом число Вайссенберга всегда больше еди-
ницы, Wi > 1.

При больших числах Вайссенберга (Wi > 1)
раствор должен деформироваться упруго. Для
проверки этого факта рассмотрели зависимость
величины  от , которая при упругом де-
формировании (область высокоэластичности)
должна быть линейной. Действительно, если
внутри переходной зоны взять маленький участок

= ετ =�

3
2Wi da

dza
z

1/4
zzA 1/a

τ= =v

v

�
2

1( ) z
z z

a
1/2z

@Wi 1

1/4
zzA 1/a

струи длины  и объема , то в силу сохра-
нения объема его длина после перемещения на

некоторое расстояние составляет , где

 – текущий радиус. Таким образом, продольный
размер полимерных цепей увеличивается в

 раз [24]. Поскольку  пропорциональна
квадрату продольного размера цепи, должна быть
справедлива оценка . На рис. 5 видно,
что функция  зависит от  практически ли-
нейно, как в режиме I до момента достижения це-
пями максимальной длины (кривые 1), так и в ре-
жиме II (кривые 2). Таким образом, параметр по-
рядка изменяется по закону .

При упругой деформации раствора, когда це-
пи еще не слишком сильно растянуты, вязко-
упругие силы меняются практически так же, как
и силы инерции, но с противоположным знаком.
Это следует из левой части уравнения (12), где
второе и третье слагаемые в скобках показывают
одинаковую зависимость от радиуса струи .
Очевидно, что четвертое слагаемое, которое так-
же обусловлено вязкоупругостью, должно быть
относительно малым. Такое поведение влияет и
на скорость потока в струе. Зависимость безраз-
мерной скорости от расстояния показана на рис. 6.
Видно, что в режиме II (кривые 2) скорость прак-
тически линейно зависит от координаты, а в ре-
жиме I (кривые 1) можно выделить две области, в
которых скорость меняется практически линейно
с координатой, однако наклон линий разный.
Это связано с тем обстоятельством, что в близкой
к переходной зоне области инерция частично
компенсируется вязкоупругостью, тогда как в

Δ 0z π Δ2
0 0a z

Δ = Δ
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Рис. 4. Зависимость числа Вейссенберга Wi от координаты . а: N = 600, ω = 0.0095; б: N = 2000, ω = 0.003. Кривая 1
соответствует бесконечно длинной прямолинейной струе, кривая 2 – струе с ограниченным прямолинейным
участком.
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дальней зоне вклад вязкоупругих сил относи-
тельно мал. Таким образом, скорость и радиус
струи изменяются примерно так:  и

, что согласуется с зависимостями
скорости от осевой координаты, полученными
экспериментально [35].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследование изменений конформаций поли-
мерных цепей в струе методом численного анали-
за уравнения баланса сил и реологического урав-
нения модели конечно растяжимых цепей

∝v
1/2( )z z z

−∝ 1/4( )a z z

(FENE-P) позволило установить связь между
ориентацией цепей и динамикой струи, а также
проанализировать роль нелинейной вязкоупру-
гости, связанной с конечной длиной макромоле-
кул, и ее корреляцию с капиллярными силами и
силами инерции. Показано, что полимерные це-
пи в струе могут сильно вытягиваться вдоль оси
растяжения. Обнаружен новый тип неустойчиво-
сти струи, который отличается от неустойчивости
Рэлея, а также от осесимметричной и неосесим-
метричной неустойчивостей, возникающих из-за
отталкивания между зарядами на поверхности
струи [1, 2, 41–44]. При фиксированном объем-
ном расходе жидкости такая неустойчивость по-

Рис. 5. Зависимость величины  от . а: N = 600, ω = 0.0095; б: , ω = 0.003. Кривая 1 соответствует бес-
конечно длинной прямолинейной струе, кривая 2 – струе с ограниченным прямолинейным участком.
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Рис. 6. Скорость струи в зависимости от . а: N = 600, ω = 0.0095; б: , ω = 0.003. Кривая 1 соответствует бес-
конечно длинной прямолинейной струе, кривая 2 – струе с ограниченным прямолинейным участком.
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является при увеличении напряженности внеш-
него поля, когда число Вайссенберга Wi > 1 и рас-
твор находится в области высокоэластичности. В
данном режиме полимерные цепи монотонно
растягиваются до некоторого максимального
значения, после чего их дальнейшее растяжение
становится невозможным, а струя больше не мо-
жет оставаться прямолинейной. При этом число
Вайссенберга изменяется немонотонно: сначала
уменьшается, а затем начинает расти. Такое по-
ведение согласуется с экспериментально полу-
ченной в работе [36] зависимостью скорости
растяжения от аксиальной координаты. Ориен-
тационный параметр порядка, определяемый как
отношение продольного размера цепочки к ее
контурной длине, монотонно увеличивается
вдоль оси струи как  и до-
стигает максимального значения на конце пря-
молинейного участка струи. Дальнейшее движе-
ние струи становится неустойчивым, и она начи-
нает изгибаться: при этом происходит релаксация
полимерных цепей.

В относительно слабых электрических полях
роль инерции является определяющей, и струя
всегда остается прямолинейной. В таком режиме
ориентационный параметр порядка меняется
вдоль струи немонотонно: сначала он повышает-
ся до некоторого максимального значения (число
Вейсенберга уменьшается до Wi ~ 1), а затем по-
нижается. Уменьшение параметра порядка обу-
словлено релаксацией полимерных цепей и ха-
рактеризуется временем Рауза. Таким образом,
динамика роста и релаксации параметра порядка
замедляется с увеличением ММ полимера.

Переход от прямолинейной струи к струе, в
которой возникает изгибная неустойчивость
(whipping) с увеличением напряженности внеш-
него электрического поля, экспериментально ис-
следовали, например, при электроспиннинге
2%-ных водных растворов ПЭО [48, 49] и кон-
центрированных растворов полистирола в диме-
тилформамиде [50]. На основе полученных ре-
зультатов можно предположить, что причина из-
гибной неустойчивости прямолинейной струи в
сильных полях может быть связана не только с от-
талкиванием между зарядами на ее поверхности
[1, 43], но и с ее высокоэластичностью и ориента-
цией макромолекул вдоль оси струи.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда (проект 20-19-
00194).
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