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В уравнения информационной энтропии Реньи и Цаллиса, описывающие самоорганизованные
структуры высокомолекулярных соединений в растворе, введен обобщенный фактор неидеально-
сти систем g. Эта относительная термодинамическая характеристика связывает идеальную и реаль-
ную модели систем, в которых можно выделить два противоположных по знаку и действию процес-
са: порядок (–) ↔ хаос (+); притяжение (–) ↔ отталкивание (+); сжатие (–) ↔ расширение (+) и
т.д. Значение g =1 – βord + αnord, где βord и αnord – статистически усредненные характеристики проти-
воположно протекающих процессов, изменяется в интервале 0 ≤  ≤ 2 и зависит от того, какой из
конкурентных процессов превалирует. При αnord = 0 фактор  → 0, при βord = 0 фактор  → 2, при

= 1 поведение элементов системы идеально. Получены новые выражения для энтропии с пара-

метром  для квазиравновесных структур в формализме Реньи  и для

неравновесных открытых систем в формализме Цаллиса . Установлена

связь обобщенного фактора неидеальности со скейлинговыми индексами . Рассчитаны тер-
модинамические функции растворов разветвленных природных и синтетических высокомолеку-
лярных соединений (диоксанлигнины, полистиролы, полиглицерины, пиридинсодержащие поли-
фениленовые дендримеры) по экспериментальным данным, полученным гидродинамическими
методами. Результаты обсуждаются с позиций как классической квазиравновесной, так и совре-
менной неравновесной термодинамики.

DOI: 10.31857/S2308112022020031

ВВЕДЕНИЕ
В данной обзорно-аналитической работе за-

трагиваются вопросы термодинамики полимер-
ных растворов на основе представлений о фрак-
тальных структурах, образующихся в квазиравно-
весных и существенно неравновесных условиях в
процессе самоорганизации линейных и разветв-
ленных синтетических и природных полимеров.

Для изучения реальных процессов, протекаю-
щих в квазиравновесных (локально равновесных) и
существенно неравновесных условиях разработан
статистический термодинамический формализм
на основе энтропии и свободной энергии Больц-
мана–Гиббса (B–G) для стохастической динами-
ки, основанной на уравнениях [1, 2] и уравнениях

Фоккера–Планка (F–P) [3, 4]. Этот формализм
вводит несколько ключевых величин: производ-
ство энтропии ds/dt, скорость рассеивания сво-
бодной энергии dF/dt, избыток и потребление
тепла и т.д. [10, 30]. Статистическая термодина-
мика малых систем (например, полимер–раство-
ритель) построена на классическом определении
термодинамических функций энтропии и сво-
бодной энергии и рассматривается как неэкстен-
сивная [5]. Развитие классического определения
энтропии Больцмана–Гиббса обеспечивает ос-
нову для изучения систем с дальнодействующими
взаимодействиями, мультифрактальными струк-
турами, долговременной памятью или системы, в
которых нельзя пренебречь взаимодействием их
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макроскопических частей [6]. В настоящее время
активно развивается термодинамический форма-
лизм параллельно для неэкстенсивной энтропии
и свободной энергии, например, введены энтро-
пия Цаллиса [7, 10], энтропия Реньи [9] с их мо-
дифицированными формами [8, 53] и другие [98–
101].

Традиционное изучение термодинамики раз-
бавленных, полуразбавленных, концентрирован-
ных растворов и расплавов индивидуальных по-
лимеров их смесей многогранно [11–13, 17, 18, 46,
56, 73, 76, 86]. Tермодинамике растворов полиме-
ров посвящено огромное число теоретических
работ: в рамках решеточных моделей (Флори–
Хаггинса, Флори–Кригбаума) [11, 12] и n-сим-
плексных решеточных моделей SAW (self-avoiding
walk) [14], Санчеса–Лакомба (SL EoS) и коэффи-
циента активности объема [UNIFAC-FV] при
прогнозировании фазового поведения растворов
полимеров [14] и внерешеточных − модели сило-
вого поля, модели с параметрами растворимости
Гильдебранда, перколяционной модели, теории
графов, теории ветвящихся процессов, теории
скейлинга, теории фракталов и других [11, 15–20].

Например, для распространенной в физике
полимеров модели SAW с непересекающимися
полимерными цепями в аналитическом обзоре
[14], d посвященном расчетам критических пока-
зателей Флори  и γ коллапсирующих глобул в
атермических растворах c латеральными взаимо-
действиями цепей линейных и разветвленных по-
лимеров на n-симплексных решетках, доказыва-
ется, что в двумерном случае при блуждании эле-
мента цепи по решетке путь пробега самый
короткий. При масштабировании в случае боль-
шей размерности d > 2 он неограниченно растет,
и выясняется, что по модели SAW для размерно-
сти d > 4, где критические показатели принимают
среднеполевые значения, точное аналитическое
решение невозможно. Разумной альтернативой
оказалось построение графов, таких как фракта-
лы с размерностью df, для которых найдено точ-
ное решение [14, 72]. Для случая линейных и раз-
ветвленных полимеров с взаимным притяжением
цепей на фракталах может наблюдаться коллапс
перехода спираль–глобула [17]. При высоких
температурах, когда полимер находится в набух-
шей фазе в полукомпактном состоянии,  > 1/df
(обнаружено на 5- и 7-симплексных решетках
[72]), а при низких температурах, когда полимер
находится в сколлапсированной фазе,  = 1/df
(на 4- и 6-симплексных решетках [72]), т.е. кол-
лапсирующая глобула может существовать на не-
которых n-симплексных решетках с нечетным n,
но структура такой глобулы не совсем такая, как в
случае четного n. Следовательно, для линейных и
разветвленных структур полимеров на детерми-
нированных конечных разветвленных фракталах

vc

vc
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можно точно определить критические свойства в
реальном пространстве [14, 17, 72]. Получены
аналитические выражения не только при раство-
рении полимера, но и при его адсорбции на род-
ственной по природе поверхности подложки [19],
и при наличии в полимерной структуре малых
(затравочных) концентраций фрактальных нано-
структур [16].

Таким образом, подчеркивается теоретиче-
ская и практическая значимость роли фракталов
и их размерности df, например, при создании но-
вых структурированных нанокомпозиционных
материалов [15, 16, 74].

Важным направлением в термодинамическом
анализе систем с участием полимеров остается
реальная оценка энтропийных вкладов в свобод-
ную энергию исследуемых систем [12, 74, 76].
Простейшей в теоретическом отношении высту-
пает теория скейлинга, уходящая в 1970-е годы
(P.G. de Gennes) [12] и успешно используемая для
интерпретации критических явлений. Последние
часто связаны с резким изменением физических
величин в процессе самоорганизации системы в
точке перехода порядок–беспорядок. В связи с
этим в данной работе акцент сделан на реальной
оценке энтропийных вкладов в свободную энер-
гию, опирающейся на теорию скейлинга. Как уже
отмечено, по численным значениям df возможно
вычисление энтропии и других термодинамиче-
ских функций с помощью любых подходов. Тео-
рия скейлинга хорошо зарекомендовала себя для
разбавленных и полуразбавленных растворов, в
которых макромолекулы находятся в конформа-
ции непротекаемого или протекаемого клубка
либо глобулы. При этом особенности топологи-
ческой структуры полимеров оцениваются как по
стандартным характеристикам (среднеквадрати-
ческое расстояние между концами цепи макро-
молекулы R2, персистентная длина/сегмент Ку-
на b, радиус инерции Rg, коэффициент набухания
макромолекулы α), так и по скейлинговым ин-
дексам типа Марка–Куна–Хаувинка–Сакурады

.
Как будет показано ниже, знание величин

фрактальной размерности полимерных структур
можно использовать и для расчетов энтропийных
вкладов в свободную энергию исследуемых си-
стем. В обзорной статье [74], посвященной изуче-
нию энтропийных эффектов в полимерных нано-
композитах, отмечается практическая важность
учета такой информации “…при объединении
экспериментальных результатов и идей, возника-
ющих на основе теорий и моделирования, насту-
пает понимание, как энтропийные эффекты пре-
вращаются в эффективные межчастичные взаи-
модействия, которые можно использовать для
создания наноструктур полимерных нанокомпо-
зитов”. В исследованиях последних лет по термо-
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динамике растворов полимеров акцентируется
внимание на связи энтропии с фрактальными ха-
рактеристиками высокомолекулярных соедине-
ний [74–77]. Поэтому обратимся к энтропийно-
мультифрактальному подходу как одному из на-
правлений в изучении сложных самоорганизо-
ванных структур, включая высокомолекулярные
синтетические соединения и биополимеры [26,
28, 31, 37, 38, 77].

В настоящей работе предпринята попытка
ввести обобщенный фактор неидеальности си-
стем  ≡ GNF (The generalized non-ideality factor of
systems) [40, 41] в уравнения информационной
энтропии [36, 37], описывающие самоорганизо-
ванные структуры квази- и существенно нерав-
новесных систем, т.е. фрактальные структуры, в
приложении к термодинамическим и топологи-
ческим свойствам высокомолекулярных соеди-
нений [50–53, 59–62]. Использование GNF в эн-
тропийно-фрактальном анализе сложных систем
позволит расширить практические и теоретиче-
ские возможности этого математического аппа-
рата [21–37] при изучении термодинамики реаль-
ных растворов полимеров.

Цель настоящего исследования – адаптация
модифицированных уравнений информацион-
ной и термодинамической энтропий Реньи (для
квазиравновесных) и Цаллиса (для существенно
неравновесных) систем с фактором неидеально-
сти [8, 53] для термодинамического анализа ре-
альных растворов полимеров, включая анализ
процессов самоорганизации при синтезе высоко-
молекулярных соединений, биосинтезе природ-
ных полимеров и компьютерном моделировании
макромолекулярных систем.

ЭНТРОПИЙНО-МУЛЬТИФРАКТАЛЬНЫЙ 
ПОДХОД К СТРУКТУРНОМУ 

И ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОМУ АНАЛИЗУ 
САМООРГАНИЗОВАННЫХ СИСТЕМ

Энтропийно-фрактальный подход − универ-
сальный инструмент анализа сложных открытых
систем разной природы [21, 24, 25, 27, 38]. В от-
крытых термодинамических системах, обменива-
ющихся энергией и негэнтропией с внешней сре-
дой, протекают процессы спонтанного формиро-
вания сложных, как правило, фрактальных,
структур [29, 31].

Связь между энтропией и информацией была
установлена в основополагающей работе L. Szi-
lard [22]. В дальнейшем в работах [23, 30, 37, 77]
сформулирован негэнтропийный принцип ин-
формации, обобщающий второе начало термоди-
намики, согласно которому как энтропия, так и
информация должны рассматриваться и тракто-
ваться совместно [23, 27, 31].

 g

Применение информационного подхода к ста-
тистической механике [23, 26, 28, 31] позволило
по-новому обосновать равновесное распределе-
ние Гиббса [37] и построить неравновесную тер-
модинамику систем [27, 28] на принципе услов-
ного максимума информационной энтропии
Гиббса–Шеннона [28, 37].

В случае различных вероятностей pi состояний
системы вводится ансамбль микроканонических
i-х подсистем, для которых все Wi состояний
имеют равные вероятности pi с энтропией Больц-
мана:

(1)
Усреднение энтропий по состояниям системы

приводит к информационной энтропии Гиббса–
Шеннона

(2)

которая интерпретируется в теории информации
как мера неупорядоченности системы (стати-
стичекого хаоса) и, вместе с тем, как мера струк-
турной организованности системы (мера недо-
статка информации о действительной структуре
системы).

Каноническое распределение Гиббса пред-
ставляют через плотность распределения как pi =

=  где β = 1/kT, kB − константа Больцмана,

T − термодинамическая температура, H = {Hi} −

гамильтониан,  – статистическая сум-
ма [15, 19, 21, 27].

Большинство систем, находящихся в термоди-
намическом равновесии, подчиняются статисти-
ке Больцмана–Гиббса c ее тремя ключевыми по-
ложениями:

− определение функционала энтропии S =
= −Σikpiln pi (при условии Σipi = 1 и ΣpiHi = U для
канонического ансамбля), U − внутренняя
энергия;

− форма равновесного распределения pi = ;

– связь статистической суммы Z с термодина-
мическими потенциалами G или F, например,
F = − (1/β)lnZ и U = −(∂/∂β)lnZ [25, 37, 46].

Однако многие неравновесные системы и си-
стемы с “медленной динамикой” обнаруживают
асимптотически степенные статистические рас-
пределения [23, 29, 32, 33, 36, 76]. В неравновес-
ной термодинамике при описании существенно
неравновесных систем, например космических,
биологических и т.д., связанных с процессами са-
моорганизации структур, предложены альтерна-
тивные формы информационной энтропии [33,

= −(В) ln .i iS p
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36, 77]. При изучении сложных систем и процес-
сов (фрактальных и самоорганизующихся струк-
тур, явления турбулентности и т.д.) [81] в отличие
от экспоненциального распределения Гиббса эф-
фективнее “работают” степенные распределения.
Например, энтропия Хаврды–Чарвата–Цаллиса
[36, 76]:

(3)

в которой К. Цаллис [26] энтропию в уравнении

Гиббса–Шеннона заменил на энтропию lnpi

со степенным показателем q' = 1/q, т.е. преобра-

зовал параметр , взятый из уравнения ин-

формационной энтропии Реньи Rn(p) [35]

(4)

в параметр q'/(q' − 1).
Особенностью статистической термодинами-

ки А. Реньи является то, что в соответствии со
вторым началом термодинамики соблюдается
условие максимума энтропии. Важно также, что
при переходе от статистической термодинамики
Гиббса наблюдается фазовый переход упорядоче-
ния в системе при максимально возможном
значении порядка η = −q, т.е. когда эволюция си-
стемы идет в направлении спонтанной самоорга-
низации, сопровождающейся ростом термодина-
мической энтропии. При этом распределение Ре-
ньи [37] в случае степенного гамильтониана
становится степенным, а энтропия Rn(p), как и в
термодинамике Гиббса, обладает свойством ад-
дитивности, т.е. экстенсивна: S(W1W2) = S(W1) +
+ S(W2), тогда как энтропия Ts(p) − неэкстенсив-
на: S(W1W2) ≠ S(W1) + S(W2). Последнее интер-
претировано [22, 33, 34, 38, 47, 77] как необходи-
мое условие при изучении различных неэкстен-
сивных систем, (например, космических) и
построении новой термодинамики и новой ста-
тистической теории для описания системы с дол-
говременной памятью и системы, каждый эле-
мент которой взаимодействует не только с бли-
жайшими соседями, но и со всей системой в
целом или ее частями [33]. Такие взаимодействия
наблюдаются в синтетических и природных по-
лимерах, например, компонентах древесины [49,
50], а также в отдельно выделенных компонентах
экспериментально и технологически созданных
самоорганизованных структур.

Отметим, что энтропия Реньи Rn(p) ≥ 0, воз-
растая при q = 1, переходит в энтропию SG-Sh(p) в
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результате предельного перехода  и в

энтропию SB при любых q для равновероятных
распределений p. Параметр порядка Реньи η =
= 1− q превращается в нуль, и распределение
Реньи [16, 27]

переходит в распределение Гиббса. Кроме того,
Rn переходит в энтропию Ts при условии |1 − q| =
= 1 [8, 27].

Для наглядности на рис. 1 показаны теорети-
ческие зависимости термодинамических энтро-
пий Rn и Ts в Дж/моль K от p и q ≡ q' (для q и q' чис-
ловые значения заданы одинаково), отражающие
характерные особенности сравниваемых моде-
лей. На рисунках наглядно видны принципиаль-
ные закономерности:

– при изменении q в интервале от 0 до 1 (q ≠ 1)
в модели Реньи для всех значений q энтропия по
абсолютной величине возрастает медленно, до-
стигая максимального значения вблизи q = 1, в то
время как абсолютные величины энтропии в мо-
дели Цаллиса растут значительно быстрее, т.е. по
степенному закону;

– при изменении q в интервале от 1 до 2 (q ≠ 1)
в обеих моделях для текущих значений q энтро-
пия по абсолютной величине, напротив, умень-
шается;

− при q = 1 (особый случай) функционалы эн-
тропий в обеих моделях терпят разрыв (причина

тому – форма выражения параметров ),

обусловленный переходом от упорядочения эле-
ментов системы к разупорядочению;

− при различных значениях n (далее в модифи-
цированных уравнениях ) расчетные ве-
личины энтропий существенно различаются (на
что следует особо обращать внимание − см. ниже).

Для перехода от информационной энтропии к
термодинамической, т.е. для придания ей физи-
ческого смысла, в уравнения (2), (3) и (4) необхо-
димо ввести множитель в виде константы Больц-
мана kB (для одной молекулы) или универсальной
газовой постоянной R (для одного моля).

Связи фрактальных размерностей с энтропия-
ми (Л. Больцмана, Дж. Гиббса, К. Шеннона,
А. Реньи, К. Цаллиса и других) устанавливаются
при рассмотрении предела

где в качестве энтропии S(  может выступать S(R)

(Renyi), S(Ts) (Tsallis) и т.д. Например, при скей-

→
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1
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q
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линговом показателе τ(q), характеризующим мас-
штабное подобие мультифрактала с обобщенной
фрактальной размерностью Реньи  [25, 80]

выражение (4) преобразуется в предел

(4a)

из которого в дискретном случае (N(ε) − полное
число элементов покрытия, заданного ε) следует
рассмотренная выше модель (4) − энтропия Ре-
ньи S(R) ≡ Rn. Между энтропией и фрактальной
размерностью действует связь . В
общем случае

(4б)

Добавим к сказанному, что величина q при q = 0,
q = 1 и q = 2 в уравнениях (3) и (4) совпадает соот-
ветственно с размерностью Хаусдорфа dH = d0,
информационной d1 и корреляционной d2 раз-
мерностями мультифрактального множества,
причем dH характеризует плотность объекта, а
также то, как он заполняет пространство вложе-
ния.

( )fd q
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ФАКТОР НЕИДЕАЛЬНОСТИ СИСТЕМ 
КАК ТЕРМОДИНАМИЧЕСКАЯ 

ХАРАКТЕРИСТИКА 
В МОДИФИЦИРОВАННЫХ УРАВНЕНИЯХ 

РЕНЬИ И ЦАЛЛИСА
В энтропийно-фрактальный математический

аппарат логично вписывается предложенный ав-
тором [40, 41] важный критерий реальных систем −
обобщенный фактор неидеальности систем (GNF ≡
≡ ( )) как относительная термодинамическая ха-
рактеристика, связывающий идеальную и реаль-
ную модели систем, в которых можно выделить
два конкурентных (противоположных по знаку и
действию) процесса: порядок (−) ↔ хаос (+);
притяжение (−) ↔ отталкивание (+); сжатие (−) ↔
↔ расширение (+); кластеризация (−) ↔ распад
(+) и т.д. Численное значение  изменяется в ин-
тервале 0 ≤  2, и его значение зависит от того,
какой из конкурентных процессов превалирует;
при g = 1 поведение элементов реальной системы
будет таким же, как и для соответствующей ей
идеальной системы.

GNF вводится в классические уравнения, при-
годные для изучения идеальных систем, процес-
сов и т.д., например в уравнения закона Генри
Росм., эксп = Росм; Рауля ΔP = N2, ΔТзам = Km,
ΔТкип = Em; Вант-Гоффа Pосм = cRT); Гиббса

g

 g
≤g

g 0
1gP g

g g

Рис. 1. Зависимости Rn (1) и Ts (2) от p. q = 0.01 (а, в) и 2 (б, г) при n = 100 (а, б) и 10 (в, г). Цветные рисунки можно
посмотреть в электронной версии.
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Γs = −(с/ RT)(∂σ/∂lnс)T, p (σ − поверхностное на-
тяжение раствора) и другие уравнения (математи-
ческие модели) с целью использования их для
описания реальных систем [8, 41, 40]. При этом
фактор  может выступать в форме константы, ли-
бо уравнения любой сложности, но с обязатель-
ным условием, чтобы кроме единицы оно вклю-
чало разные по знаку, математически и физиче-
ски обоснованные усредненные характеристики
противоположно протекающих процессов − βord ≡

≡  − долю упорядоченных элементов и

αnord ≡  − долю разупорядоченных эле-
ментов системы. В общем случае g может быть
определен через βord и αnord

(5)
или через статистические вероятности независи-
мых случайных величин А и В  =
=  противоположных по знаку и
действию событий

(5а)

где  – математическое
ожидание событий B и A. Cтатистическая (физиче-

ская) вероятность  и  −

это доля m и k фактически наблюдаемых по отно-
шению к общему числу n событий B и A. Она
является экспериментальной характеристикой
и называется частотностью ω ≡ β или α [8, 32]
в отличие от “математической” вероятности

 − доли случаев, благоприятствующих
событиям B или A, рассматриваемой в классиче-
ском определении.

В отсутствие диссоциации элементов системы,
т.е. при αnord = 0  → 0, а в отсутствие ассоциации
элементов системы, т.е. при βord = 0 g → 2. При
сравнении экспериментальной и теоретической
(полученной по классическому уравнению) зави-
симостей по заданным значениям переменных
GNF четко фиксирует любые отклонения в ис-
следуемой системе от идеальности.

Физический смысл g как количественной от-
носительной характеристики Ф* − реальной и
Ф − идеальной систем (  Ф*/Ф) виден, напри-
мер, из рассмотрения уравнений состояния иде-
ального газа

и реального газа

где Φ и Φ* − функции состояния, P и P* − давле-
ние, n и n* – количество молей идеального и ре-

g
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ального газа; V, R, T – объем, универсальная газо-
вая постоянная, абсолютная температура. Обоб-
щенный фактор неидеальности изобарно-
изотермического процесса  = P*V/PV = n*/n
представляет собой отношение работ реального и
идеального газа или количества молей в реальной
и идеальной системах. Таким образом, он являет-
ся относительной энергетической или мольной
мерой рассматриваемой системы. Количество
молей в системе может изменяться в результате
протекания реальных процессов межчастичного
взаимодействия (ассоциация, кластеризация),
когда мерой является суммарное количество упо-
рядоченных и свободных элементов системы, и
межчастичного отталкивания (диссоциация, рас-
пад), когда мерой является суммарное количество
распавшихся и не подвергнувшихся распаду эле-
ментов системы [40, 41].

При вириальном разложении фактора неиде-
альности по степеням молярной концентрации cm
(числа частиц) в ряд Камерлинг–Оннеса, вытека-
ющем из уравнения состояния [30, 31], вновь
приходим к выражению (5)

(5б)
Знак (−) указывает на межчастичное притяже-
ние, а (+) − на отталкивание. Чередование знаков
в четных и нечетных членах вириального разло-
жения доказано многочисленными эксперимен-
тами и компьютерными расчетами, начиная со
второго коэффициента [23, 44]. В зависимости от
условий (температура, концентрация, природа
растворителя), в которой находится система, воз-
можна полная компенсация (точки Кюри, Бойля,
θ-условия) или превалирование состояния, свя-
занного с четными или нечетными членами, на-
пример, сжатие и набухание отдельных макромо-
лекул или кластеров [48, 49].

Строго математически фактор g может быть
определен в виде отношения логарифмов количе-
ства состояний объекта в реальном (М*) и идеаль-
ном (М0) случае [8, 53]:

(6)

где М − мера, R − размер, f − размерность. В ка-
честве М* и М0 может быть выбрано число Nd эле-
ментов в структуре фрактального реального (на-
пример, кластера) или математического (напри-
мер, салфетка Серпинского) объекта и число ND
элементов в структуре объекта в идеальном состо-
янии, обладающих свойством многомасштабно-
сти и самоподобия. С изменением R* выполняет-
ся степенная зависимость

а для этого же объекта в идеальном состоянии

g

( )= + − + + …2
2 31   )th m mg B c B c

= =0ln */ln / ,fg М М d D
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dN R r
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где r0 − размер элемента покрытия объекта, ε −
масштаб. Следовательно,

(6а)

Здесь df и D − фрактальная и евклидова (в про-
странстве Минковского − топологическая) раз-
мерности. Фрактальная хаусдорфова размерность
определяется как

Формулы (6) и (6а) устанавливают связь между
размерностями df, D и фактором 

Из представленных выражений следует, что
реальный фрактальный объект можно характери-
зовать мерой множества -элементов, покры-
вающих (заполняющих) этот объект, а идеальный
объект − мерой множества ND-элементов.

Вычисляя  например, через выражение (6),
можно получить три результата:

Для энтропийно-мультифрактального анализа
можно ввести энергетический (термодинамиче-
ский, химический) фактор неидеальности  че-
рез свободную энергию, например, как отноше-
ние изобарно-изотермических потенциалов Δ /ΔGi

реального и идеального состояний. Здесь Δ  =
= (p, T) –μi(p, Т, Ni) − изменение изобарного
потенциала перехода i-го компонента из стан-
дартного (начального) состояния в реальный рас-
твор RTlnаi, = −Δ , а RTlnNi, = −ΔGi – изменение
изобарного потенциала при переходе i-го компо-
нента из стандартного состояния в идеальный
раствор [40, 41], т.е.

(7)

где (p, T) и μi(p, Т, Ni) − химические потенциа-
лы, а = γiNi − активность, γi − коэффициент ак-
тивности i-го компонента системы.

Соотношения (7) устанавливают функцио-
нальную связь между GNF, активностью и коэф-
фициентом активности, при этом коэффициент
активности может принимать значения как мень-
ше единицы (упорядочение, ассоциация, класте-
ризация), так и больше единицы (диссоциация).
Сравнив (7) с основным выражением для GNF (5),
сделаем допущение, что выражения математиче-

ε = =( ) ln( )/ ln( ) /d D fg d N d N d D
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ских ожиданий  и   как от-

носительные величины должны быть связаны с
отношением функционалов для энтропии реаль-
ной и идеальной систем Sreal/Sid:

где знак (+) соответствует росту реальной энтро-
пии, а знак (−) − ее убыли. Согласно уравне-
нию (5а), термодинамический фактор равен

Следовательно,

(7a)
Из рассмотренных энтропий идеальному со-

стоянию через {ln } соответствует термодинами-

ческая энтропия Больцмана Sid ≡ S(B) = ,

а через плотность вероятности { } − Sid ≡

≡ S(B-G)  либо информационная эн-

тропия S(G-Sh). Все другие модельные представле-
ния энтропий (S(R), S(Ts) и т.д.) будем считать от-
носящимися к реальному состоянию системы.

Исходя из уравнений (7) и (7a) и модельных
представлений энтропии Реньи Rn (4) и Цаллиса
Ts (3), путем замены в (4) параметра η = 1 − q и
в (3) η' = q − 1 на новый параметр  = 1 +  и

= 1 +  получим новые выражения для энтро-
пии. По сравнению с выражениями Реньи и Цал-
лиса, формально выбираемый от −∞ до +∞
дробный или целочисленный параметр q заменен
в них на изменяющийся от 0 до 1 энтропийный
фактор неидеальности систем  и лежащий в ин-
тервале от 0 до 2 термодинамический фактор  с
физическим смыслом, вытекающим из определе-
ний GNF. При этом из выражений (4а) и (5), (7)
следует

где qτ ≡ q − текущий дробный или целочисленный
параметр преобразования (увеличения) меры, из-
меняющийся от 0 до qN(ε), а qN(ε) − минимальное
число квадратов или кубов с масштабом ε для по-
крытия всех элементов структуры. Для эвклидо-
вой структуры с размерностью D (отсутствие
ограничений на qτ и qN(ε)) при ε → 0 получаем в
пределе . При таких условиях формализм
Реньи и Цаллиса полностью сохраняется и может
быть использован с факторами неидеальности
для изучения любых реальных систем, включая
полимерные структуры, подчиняющимся экспо-
ненциальным (в трактовке Реньи − квазиравно-
весные условия) и степенным (в трактовке Цалли-
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са − существенно неравновесные условия) законо-
мерностям. Заметим, что для обсуждаемых в
работе систем полимер–растворитель в реальных
условиях идеальное термодинамическое равнове-
сие (полностью изолированная система) в класси-
ческом понимании практически недостижимо,
но достижимо локальное термодинамическое рав-
новесие [30].

В формализме Реньи

(8)

(8а)

при  и  (8) и (8а) переходят в энтро-
пию Гиббса–Шеннона (SG-Sh). По определению
[14, 15] она является корреляционной энтропией
(энтропия столкновений с p2) в модели (8) при
qτ = qN(ε) = 2 и в модели (8a) при qτ = 
qN(ε) = 2.

В формализме Цаллиса

(9)

(9а)

Как отмечено ранее [8, 37, 53], энтропия Цал-
лиса (3), следовательно, и  переходит в эн-
тропию Реньи (4) при |1 – q|  1 и в энтропию

 при |1 – gs|  1.
В выражениях рассматриваемых энтропий

 − полное число элементов заданного ε-раз-
биения (покрытия), т.е. df-мерных кубиков со

стороной Δ и объемом ε = , необходимое для
покрытия гиперкуба (фрактальной макромолеку-
лы) с номером i = 1, 2, …, N(ε)); факторы  и gth −
моменты меры ε-покрытия; =  − веро-
ятность, что точка структуры будет принадлежать
i-му элементу покрытия объема ε,  – число эле-
ментов системы, приходящихся на i-элемент ε-
разбиения. Вероятность рi(ε) ≡ wi(ε), характеризу-
ющая относительную заселенность ячейки i, есть

доля рi(ε) ≡ wi(ε) = ni(ε)/ , где ni(ε) − число эле-

ментов размера Δ в части пространства, занятой
фрактальным объектом. При этом рi(ε) ≡ {p1, …,
pN(ε)} распределение вероятностей, удовлетворя-
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ющее условию вероятностной нормировки

= 1, является обязательным базисом уравне-

ний (3), (4) и (8), (9) [77–79]. Поскольку величи-
ны энтропии S(R), S(Ts), S(M-R), S(M-Ts) пропорцио-
нальны  и задают информацию о положении
элемента фрактального объекта в некоторой
ячейке, обобщенную размерность  [25, 27,
28, 37, 77–79] называют информационной размер-
ностью. Это означает, что при стремлении разме-
ра ячейки к нулю информация возрастает. В урав-
нениях (8), (8а) и (9), (9а) g может принимать лю-
бые значения от 0 до 1 или от 1 до 2 при условии
g ≠ 1, однако смысл S(M-Rn) и S(M-Ts) при этом меня-
ется. Значения  < 1 дают энтропию S(M-Rn) или
S(M-Ts), которая в большей степени и более равно-
мерно взвешивает все возможные события неза-
висимо от их вероятностей. Значения  > 1 дают
энтропию, которая преимущественно определена
через более высокие вероятности событий. Про-
веденные нами расчеты энтропии для различных
систем полимер–растворитель показали, что эта
особенность больше касается энтропии, рассчи-
тываемой по модели S(M-Ts). К аналогичному вы-
воду приходят многие исследователи, выбравшие
уравнение энтропии Цаллиса [10, 78, 98, 99] для
расчета энтропии с параметром q. Выбор величин
n ≡ N при расчете энтропии для однородных веро-
ятностей по предлагаемым уравнениям, как будет
показано ниже, связан с размерами масштабиро-
вания фрактального объекта (макромолекуляр-
ного кластера).

ОСОБЕННОСТИ МОДИФИЦИРОВАННЫХ 
УРАВНЕНИЙ РЕНЬИ И ЦАЛЛИСА

Новые модели энтропии (8а), (9а) с термоди-
намическим  и энтропийным  факторами не-
идеальности систем (рис. 2) в отличие от моделей
3–4 логически непротиворечиво предсказывают
изменение энтропии как функции вероятности 
состояния системы, а именно: с упорядочением
(0 < gth < 1) энтропия уменьшается, а с ростом бес-
порядка (1 < gth ≤ 2) увеличивается. Это выполни-
мо при условии (7а): , которое легко
проверяется соотношениями (6), (6а): f .
При df < D происходит упорядочение (например,
для лигнина − сжатие макромолекулярного клуб-
ка в растворе), при df > D − его разупорядочение
(набухание).

На рис. 2 показаны теоретические зависимо-
сти термодинамических энтропий Rn,Ts и их мо-
дификаций RM, TM в Дж/моль K от p (для q в
Rn,Ts и g в RM, TM числовые значения заданы
одинаково, ), отражающие характер-
ные особенности сравниваемых моделей.
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Заметим, что при 0 < gth < 1 энтропийный фак-
тор  может быть со знаком (−), а при 1 < gth ≤ 2 –
со знаком (+). Термодинамический фактор 0 <
< gth ≤ 2 всегда положителен.

Предлагаемые полуэмпирические модели эн-
тропии SM−Rn и SM−Ts (8), (8а) и (9), (9a) с новым
параметром GNF  или  сохраняют принци-
пиальные особенности оригиналов SRn, STs (3) и
(4) с их достоинствами и недостатками. Новые
модели могут быть полезными при расчетах в эн-
тропийно-фрактальном анализе сложных систем
с учетом того, что в термодинамике экстенсивных
систем “работает” SМ-Rn, а неэкстенсивных − SМ-Ts.
При обработке экспериментальных данных необ-
ходимо обращать внимание на то, что абсолют-
ные величины расчетных значений энтропии за-
висят от выбора модельных значений N(ε). Для
придания физического смысла энтропии требу-
ется вводить в выражения SМ-Rn и SM-Ts размерную
константу Больцмана kB либо универсальную
газовую постоянную R, как принято в статистиче-
ской термодинамике [37, 46, 78]. Для макромоле-
кул в растворе или расплаве фрактальность макро-
молекулярного кластера определяется комбина-
торикой мономерных звеньев в пространстве,
следовательно, энтропией. Определенная выше
вероятность рi − это статистическая (физическая)

Sg

thg Sg

вероятность, которая в уравнениях (8а) и (9а) со-
ответствует мольной доле wi полимера в системе,
изменяющейся в диапазоне от 0 до 1. В макромо-
лекуле под N(ε) ≡ N следует понимать число ха-
рактерных точек (узлов) или сегментов (напри-
мер, сегментов Куна). Рассматривая огрубленную
конформацию полимерных цепей [12, 79] с N эф-
фективными сегментами Куна длиной b в сфере с

радиусом инерции , например, в ви-

де частиц или бусинок, придем к заключению,
что средняя концентрация сегментов в этом объ-
еме c ≈ 3.5b−3N−1/2 с ростом степени полимериза-
ции стремится к нулю. О таких объектах говорят
как о фракталах [25–28, 78]. Представляя слабо- и
гиперразветвленные макромолекулы в виде слу-
чайных графов (см. ниже), придем к такому же
выводу, но через фрактальную размерность.

Таким образом, при исследовании растворов
полимеров с использованием для расчета энтро-
пии SM-Rn (8), (8а) и SM-Ts (9), (9а), по величинам
фрактальных размерностей df, факторов  или

, N, а также по изменению мольной доли фрак-
тального полимерного объекта ω в исследуемой
системе можно оценить изменение энтропийного
вклада TΔS в свободную энергию системы. Фак-

( )≈ 1/2    
6g
NR b

thg
sg

Рис. 2. Зависимость энтропии SM-Rn ≡ M-Rn (а, в) и SM-Ts ≡ M-Ts (б, г) от вероятности p при  = 2.0 и эн-
тропии SRn ≡ Rn (а, в) и STs ≡ Ts (б, г) при q = 0.5, q = 2.0 и n ≡ N(ε) = 100.
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тически для расчетов по уравнениям (8а), (9а) до-
статочно двух параметров  и N.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Большой интерес в области полимерного ма-
териаловедения, медицины, биологии, электро-
ники и т.д. вызывают работы, связанные с иссле-
дованиями разветвленных полимеров [84–97].
Обладая такими уникальными свойствами, как
высокая растворимость и термодинамическая
совместимость, высокая сорбционная способность
в совокупности со способностью транспортиров-
ки веществ в средах, в которых сорбат нерас-
творим, гиперразветвленные полимеры исполь-
зуются в качестве наноконтейнеров с гостевыми
молекулами (хромофорами, катализаторами, фо-
тотропами, фармпрепаратами, наночастицами
и т.д.). Все эти свойства оказались востребован-
ными для широкого практического применения
и поиска новых систем с участием различных
классов синтетических и природных разветвлен-
ных полимеров с последующим интенсивным
изучением их молекулярных, гидродинамиче-
ских, фрактальных и других свойств современны-
ми физико-химическими методами [59–63, 93–97].

В связи с этим для оценки термодинамических
характеристик некоторых полимеров в реальных
растворах обратимся к результатам исследований
гидродинамических свойств растворов и тополо-
гической структуры типичных синтетических ги-
перразветвленных полимеров [59–63], природ-
ных полимеров (лигнинов с хаотически разветв-
ленной структурой) [50–54], ограничившись
работами [50, 51] и [60–62], в которых проведены
расчеты фрактальных размерностей макромоле-
кул. На основе экспериментальных данных рас-
считаем энтропии по моделям SM-Rn и SM-Ts и сво-
бодные энергии Гиббса: ΔG = ΔH−TΔS для срав-
ниваемых систем полимер−растворитель. При
этом учтем условие выполнения принципа гидро-
динамической эквивалентности в явлениях по-
ступательного и вращательного трения макромо-
лекул (имитационная модель случайных блужданий
без самопересечений), описываемых скейлинговы-
ми соотношениями Марка–Куна–Хаувинка–
Сакурады [58] для характеристических величин
вязкости , диффузии  и седиментации :

(10)

Вместо [η] и  можно использовать гидродина-
мические радиусы как характеристики враща-
тельного и поступательного трения макромоле-
кул:

(10а)

thg
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В случае захвата макромолекулой растворителя
радиус эквивалентной твердой сферы  =

= (3[η] /10NAπ)1/3, где NA – число Авога-

дро,  – масса растворителя. При самодиффузии

 [48, 62, 63].

Из (10) и (10а) вытекает важное проверочное
соотношение, выраженное через скейлинговые
индексы a, c, b и позволяющее сделать достовер-
ные выводы о преимущественной конформации
макромолекул в растворе:

(10б)
Здесь критический показатель Флори νF зависит
от размерности пространства D: при D < 4 νF =
= 3/(d + 2); при D = 2 νF = 0.749; D = 3 νF = 0.592;
D > 4 νF = 1/2, топологическая размерность dt = 1
[21, 35, 36].

Оценку самоподобной фрактальной размер-
ности df можно получить вязкостным, седимен-
тационным и диффузионным методами [38, 39,
52–54]. В трехмерном пространстве вязкостный
aη, диффузионный  и седиментационный cS по-
казатели скейлинга связаны с термодинамиче-
ским фактором неидеальности  выражениями

Или

(10в)
При вычислении фрактальных размерностей

полимеров по микрофотографиям кластеров или
их фрагментов (планиметрический метод), обра-
зованных в растворе и помещенных для анализа
на решетку [57, 65, 66], фактор неидеальности
определяется непосредственно по уравнению (6а):

 при D = 2.
В наших исследованиях выбор объектов иссле-

дования [51–54, 60–62] обусловлен тем, что для
них изучено гидродинамическое поведение мак-
ромолекул в растворе.

Выполнение принципа масштабной инвари-
антности, а также скейлингового вида зависимо-
сти плотности частиц в кластере ρf от его харак-
терных размеров (гидродинамического радиуса ,
радиуса инерции ) и величины df на рассматри-
ваемом топологическом уровне структурной ор-
ганизации [50–52] в сочетании с теорией фракта-
лов и данными компьютерного моделирования
[51, 52] позволили на современном уровне клас-
сифицировать лигнины разного ботанического
вида не только по фрактальной размерности, но и
по известным конформациям (линейные, гибко-
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и жесткоцепные, хаотически разветвленные,
сшитые) [50–52]. Некоторые экспериментальные
данные проверены математическими моделями
роста фрактальных кластеров в двух принципи-
ально различных режимах − кинетическом и
диффузионном (гидродинамическом). Как для
природных, так и для синтетических полимеров в
кинетическом режиме движение кластера рас-
сматривается как результат прилипания к нему
мономеров, а в диффузионном − как диффузия в
буферной среде [57]. Иными словами, в зависи-
мости от числовой плотности мономеров, не вхо-
дящих в состав кластеров, в единице объема сре-
ды возможны два механизма роста кластеров с
фрактальной структурой. В первом случае кла-
стер растет в результате присоединения к нему
мономеров, двигающихся прямолинейно (кине-
тический режим), во втором кластер и мономеры
объединяются в ходе диффузионного движения
(гидродинамический режим). Механизмы роста
молекулярных цепей в процессах синтеза поли-
меров в кинетическом и диффузионном режимах
теоретически обоснованы в классических трудах,
например [45, 46] и подтверждены компьютер-
ным моделированием, например, “синтезом”
кластеризованных систем в этих режимах [31, 51,
52, 57, 60].

Для хаотически разветвленных лигнинов с по-
зиций критических фрактальных параметров
близкой моделью полимеризации монолигнолов
в массе с единичной математической вероятно-
стью считается двух- и трехмерная кинетическая
модель необратимого роста фрактальных класте-
ров Виттера–Сандера DLA P–CL (диффузионно-
лимитированная агрегация частица−кластер) при
броунском движения частиц [51]. Однако описа-
ние реальных кластеров оказалось возможным в
рамках модели диффузионно-контролируемой агре-
гации кластер–кластер (DLA CL–СL), для кото-
рой статистической обработкой по числу моно-
меров в кластере N0 установлена скейлинговая

зависимость N0 ∼ , где  − радиус инерции
кластера [51, 52, 60].

Как для природных, так и для синтетических
полимеров при формировании изотропных фрак-
тальных агрегатов в гомогенной среде по меха-
низму кластер-кластерной агрегации число одно-
родных мономеров N0 с массой m0 в составе фрак-
тала с массой Mf традиционно определяют по
асимптотическим зависимостям [24, 25, 28], а для
фрактального кластера со случайным расположе-
нием частиц свойство самоподобия рассматрива-
ется статистически [57]:

(11)

fd
gR gR

= = =
=

0 0 0 0 0 0

0 0

( / ) ; ( / ) ;
ln / ln( / )

f fd d
g f g

f g

N R r M m N m R r
d N R r

при  ≫ 1 и 1 <  < D. Здесь   − харак-
терный размер изотропного кластера, определяе-
мый как среднеквадратичный радиус инерции аг-
регата, измеряемый от его центра тяжести. Плот-

ность ρf =  [57] такого фрактала в процессе

кластеризации убывает с увеличением  по за-
кону

(12)

ρ0 = 3 /4π  плотность мономеров с массой 
и радиусом . Величину гидродинамического ра-
диуса Rg можно оценить из соотношения для так
называемого формфактора φ =   ≡  (в
нашей терминологии будем называть  кон-
формационным фактором неидеальности). Для
стандартных структур φ ≅ 1.5 (сверхразветвленная
молекула), 1.5 (гауссов клубок), 1.8 (клубок в хо-
рошем растворителе), 1.3 (звездообразная макро-
молекула с числом лучей  f = 4), 1.29 (дендример),
>2.0 (стержнеобразная цепь), 0.79 (глобула) [38,

48, 49]. Обратная φ характеристика ρ =  это

средняя плотность мономерных звеньев в глобу-
ле, образованной полимером [49, 60]. Например,
ρ = 1.27–1.29 для плотной сферы, 0.73–0.78 − для
линейной и 1.043–0.971− для 50-лучевых звезд,
содержащих ветви с молекулярной массой 1 × 104

и 2.6 × 105 соответственно. Уменьшение средней
плотности с увеличением длины ответвления свя-
зано с изменением соотношения объема ядра к
объему оболочки [53, 59, 60].

Фрактальные гиперразветвленные структуры,
образованные мономерами с двумя и более функ-
циональными группами, очевидно, следует рас-
сматривать как анизотропные. Количественное
описание анизотропных фракталов должно про-
водиться по всем компонентам тензора инерции

. Главные радиусы вращения можно
найти по диагональным элементам тензора, от-
ношение которых и определит степень анизотро-
пии фрактала [71]. Отметим, что оценки анизо-
тропии кластеров практически в любых средах
дают близкие погрешности в пределах ≅2% [47],
которыми можно пренебречь.

Сравним молекулярные, гидродинамические
и фрактальные характеристики природных и син-
тетических разветвленных полимеров, изученных
[50, 51, 60–62] сочетанием методов фотонной
корреляционной спектроскопии, поступатель-
ной диффузии, скоростной седиментации в ана-
литической ультрацентрифуге и капиллярной
вискозиметрии в различных растворителях. В
табл. 1–3 выборочно приведены растворные ха-
рактеристики разветвленных полимеров с разной

0( / )gR r   fd g  R

 g

h

R
R

gR

3−ρ = ρ0 0( / ) .fd
f gr R

0m −3
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Таблица 1. Гидродинамические характеристики FDLpin, SDLpiс, в диоксане *

*Образцы фракционированных FDLpin выделены в малоизмененной форме классическим методом Перрера [51], а растворен-
ных SDLpic − шестиступенчатой экстракцией диоксаном еловых опилок [50].

Лигнин Mw × 10–3 [η], см3/г χ D × 107, 
см2/с

A0 × 103, 
Дж моль–1/3 K–1

Rh, нм Rg, нм Rθ, нм

FDLpin 25 7.03 1.30 5.6 2.75 2.94 2.31 2.24
SDLpic 22 6.87 0.48 5.2 2.05 3.50 2.76 2.70

Таблица 2. Величины факторов df, ,  для FDLpin, SDLpic лигнинов, диапазоны изменения энтропий ΔS при
N ≡ N(ε) = 100 в моделях M-Rn и M-Ts в диапазоне статистической вероятности p ≡ w (мольной доли полимера
в системе полимер–растворитель ) от 0 до 1 и расчетные значения энтальпии ΔH и свободной энергии ΔGm с ве-
роятностью pi ≈ 0.05 и ΔG с pi ≈ 1 при 298 К (курсив)

Лигнин df
ΔS, Дж/моль K ΔH, кДж/моль ΔG, кДж/моль

M-Rn M-Ts  [68]  [55] M-Rn M-Ts

FDLpin 2.50 0.83 –0.17 54.1–46.3 10.0…−90.0 0.055 0.036 −16.18
−14.35

−3.02
27.35

SDLpic 2.44 0.79 –0.21 58.7– 48.6 10.5… −88.5 – 0.014 −17.57
–15.03

−3.14
26.36

thg  sg

thg  sg

топологией, степенью ветвления и функциональ-
ности, измеренные в узком температурном диа-
пазоне от 25 до 30°С:

1) фракционированный диоксанлигнин вто-
ричной ксилемы сосны Pinus silvestris “FDLpin−
диоксан”, T = 298 K [51];

2) ступенчато растворенный диоксанлигнин
ели обыкновенной DLpic (Picea abies) “SDLpic−ди-
оксан”, T = 298 K [50];

3) звездообразные разветвленные полистиро-
лы (линейный, 8- и 20-лучевые) “ArmPS−тетра-
гидрофуран”, T = 303 K [61];

4) гиперразветвленные полиглицерины “HBPGs−
вода” , T = 298 K [61];

5) гиперразветвленные полистиролы “HBPGs−
вода”, T = 298 K [62];

6) пиридинсодержащие полифениленовые денд-
римеры четвертой G4 генерации, состоящие ис-
ключительно из фенильных и пиридиновых цик-
лов без гибких фрагментов “PPhD−хлороформ”,
T = 298 K (Rh = 4.04 нм, [η] ≅ 9.0 cм3/г) [63].

Из перечисленных полимеров диоксанлигни-
ны FDLpin [51] классифицирутся как случайно-
разветвленные структуры со скейлинговым ин-
дексом а = 0.26 ± 0.04, что практически совпадает
с теоретическим значением для типичных хаоти-
чески разветвленных полимеров [51], а диоксан-
лигнины SDLpic [50, 64] со скейлинговым индек-
сом а = 0.22 ± 0.03 – как случайно-разветвлен-
ные, но жесткоцепные полимеры. Значения
фрактальной размерности для FDLpin df = 2.50 ±
± 0.08 и SDLpic df = 2.44 ± 0.18 позволяют отнести

эти лигнины к классу диффузионно-контролиру-
емой агрегации Виттера–Сандера типа части-
ца−кластер [51].

Модельные звездообразные гиперразветвлен-
ные полистиролы (HBPS) [62] с плотностью вет-
вей f = 15–55 и молярной массой Mbr = (5–50) ×
× 103 г/моль при сравнении с линейными поли-
стиролами и симметричными 3-, 8-лучевыми
звездообразными полистиролами при близких
молярных массах этих полимеров демонстрируют
заметно меньшие радиус вращения Rh, показате-
ли Марка–Куна–Хаувинка–Сакурады и характе-
ристическую вязкость. По данным авторов [62],
HBPS с очень компактной формой и высокой сег-
ментарной плотностью при  f  ≈ 50 характеризу-
ются Rh, HBPS ~ 5–15 нм, что примерно вдвое мень-
ше соответствующих значений Rh, 10K-LPS для ли-
нейных полимеров с той же молярной массой,
тогда как для симметричных звезд это соотноше-
ние равно 0.8.

Гиперразветвленные полиглицерины HBPGs
в водном растворе [61] принимают очень ком-
пактную шаровидную конформацию с высоким
уровнем гидратации – в среднем 1.7 г воды на 1 г
макромолекул.

Дендример PPhD в системе PPhD−хлороформ
[63], сохраняющий свою конформацию при из-
менении температуры, отнесен к классу жестких
непротекаемых сфер с крайне низкой плотно-
стью полимера ρ = 0.25 г/см3, для которых выпол-
няется соотношение Эйнштейна [η] = 2.5/ρ.
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МАКАРЕВИЧ

СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА 
ДЛЯ СИНТЕТИЧЕСКИХ И ПРИРОДНЫХ 

РАЗВЕТВЛЕННЫХ ПОЛИМЕРОВ

Проведем расчет фрактальной размерности df,
факторов  и , энтропий SM-Rn и SM-Ts для срав-
ниваемых систем по общему алгоритму, исходя из
молекулярных и гидродинамических характери-
стик рассматриваемых полимеров по скейлинго-
вым индексам (10), (10а). Например, df и gth = 
рассчитываются по вязкости раствора. По выра-
жениям (8а) и (9а) в редакторе Mahtcad вычислим
изменение SM-Rn и SM-Ts во всем диапазоне стати-
стических вероятностей wi ≡ pi (состава поли-
мер−растворитель) от 0 до 1 при N(ε) ≡ N ≅ 100 уз-
лов для лигнинов [50, 51]) и при N ≅ 600 узлов для
PPhD, ArmPS, HBPGs, HBPS [61–63].

Если представить мономеры рассматриваемых
макромолекул в виде направленных случайных

thg sg

/fd D

графов [60], то из теории Винера вытекает [83],
что при вычислении матриц, построенных по
кратчайшим расстояниям между всеми парами
характерных точек макромолекул (вершин), то-
пологическую структуру гиперразветвленных по-
лимеров можно описывать суммой этих расстоя-
ний с помощью гипериндексов Винера W(s) [82].
Индекс Винера прямо пропорционален радиусу
инерции цепи W(N) = (N)/ , где N – число
вершин гиперразветвленного полимера. Модели-
руя методом Монте-Карло в кинетическом режи-
ме синтез ряда разветвленных полимеров мето-
дом ступенчатой полимеризации, авторы [60]
приводят аналитические количественные оценки
времени гелеобразования (топологического фа-
зового перехода) и связанной с ним молярной
массы, а также рассматривают распределение мо-
лекул по размерам, обнаруживая в нем две асимп-
тотические моды со специфическим колебатель-

2
gR 2N

Таблица 3. Сравнительная характеристика расчетных значений df,  SM-Rn (Дж/моль K), SM-Ts (Дж/моль K) при
N = 100 для разветвленных полимеров в моделях M-Rn и M-Ts в диапазоне статистической вероятности p ≡ w*
от 0 до 1 и расчетных значений энтальпии ΔH, энтальпийного фактора T  и TΔS и свободной энергии ΔGm с
вероятностью pi ≈ 0.05 и ΔG с pi ≈ 1 при 298 К

* [51] скейлинговые соотношения [S] = 2.16 × 10−3M0.67, [D] = 251 × 10–3M−0.33, [10−7 см2 /с] для проверки расчетных величин df,
 по [η], см3/ г, χ = 1–1.5 × 10−5; ' расчеты проведены по Флори−Хаггинсу [39] и [55] (курсив); '' расчетные текущие значения

(курсив), выделенные полужирным шрифтом по M–Ts (при  > 1 энтропия SM-Ts положительна).

10Kd-8arm 19Kd-LPs 20Kd-HBPs HBPGs* PPhD

[η] = 1.42 × 10–4

χ = 0.5
[η] = 9.9 × 10–5

χ = 0.54
[η]=6.45 × 10–4Mw

0.39

χ = 0.24
[η] = 5.9

χ = 1–1.5 × 10−5
[η] ≅ 9.0 

χ = 0.049

df df df df df

1.786 0.595 1.734 0.578 2.158 0.719 2.97 0.999 2.97 0.999

SM-Rn SM-Ts SM-Rn SM-Ts SM-Rn SM-Ts SM-Rn SM-Ts SM-Rn SM-Ts

90.5– 64.5 14.4– 
−84.6

94.3–66.4 14.0–
−85.0

68.3– 53.4 11.6– 
−87.4

38.45– 
38.41

8.32–
−90.7

38.45–
38.41

8.32–
−90.7

T , кДж/моль, pi ≈ 0.05 // T , кДж/моль, pi ≈ 1

28.79 15.0 27.57 14.50 20.91 12.0 11.82 2.53 12.12 2.53

19.79 –25.21 19.22 −25.38 15.91 –26.05 11.44 –27.04 11.44 –27.04

, кДж/моль

–0.054 (–
0.065)′

–0.050 (–
0.060)′

–0.024 (–0.029)′ –1.25 × 10–6 –0.0049 (–0.0064)′

, кДж/моль, pi ≈ 1

–28.84 –28.77 –27.62 –4.44 –20.93 –3.66 –11.84 –1.49 –11.92 –1.50

–20.33 25.26 –19.17 25.43 –15.93 26.03 –11.44 27.04 –11.49 27.09

,thg

Δ mS

0.68
wM 0.73

wM ≅0
wM 0.01

wM

thg thg thg thg thg

Δ mS Δ ''S

Δ mH

Δ ≈ ΔкДж, ,   0.05 / /   ''
мольm iG p G

thg

thg
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ным поведением молекул. Оказывается, что ра-
диус вращения макромолекул со ступенчатым
механизмом роста не зависит от времени, а толь-
ко от размеров молекулы. Рассматривая методи-
ческие тонкости теории графов и других популяр-
ных моделей, используемых для изучения поли-
мерных систем, авторы [60] особо обращают
внимание на нефизический экспоненциальный
рост окрестности узла при масштабировании. По
их мнению, граф с таким масштабированием не
является фракталом с размерностью df и не дол-
жен вписываться в евклидово пространство. Вме-
сте с тем, они приходят к неоспоримому выводу,
что мультиплексный подход в теории графов дает
возможность рассмотреть широкий спектр реаль-
ных проблем полимеризации и использовать ре-
зультаты для оптимизации и проектирования
новых материалов. Это тот же самый мульти-
фрактальный подход с его степенными зависимо-
стями, который в настоящее время развивается и
применяется в теории и на практике (нанотехно-
логии).

Нами использованы обобщенные в работе [60]
теоретические и смоделированные по методу
Монте-Карло зависимости  (Прило-
жение 1), пригодные, по утверждению авторов,
для любых слабо- и гиперразветвленых полиме-
ров, которые можно применить для оценки N ≡
≡ N(ε) при расчетах SM-Rn и SM-Ts по уравнениям
(8а) и (9а). За начальное значение масштаба вы-
брано ε =  для поверхностного D2 или ε =  −
для объемного D3-масштабирования.

Далее по величине условной начальной энтро-
пии смешения ΔSm (для 5 мол. % полимерного
раствора) при выбранной T (K) найдем энтро-
пийный фактор TΔSm.

Затем рассчитаем изменения энтальпии сме-
шения ΔHmix и свободной энергии смешения
ΔGmix = ΔHmix − TΔSmix в исследуемых системах с
использованием классических уравнений термо-
динамики растворов полимеров [67]. Вычисление
ΔHmix можно провести по уточненному уравне-
нию Флори−Хаггинса [55, 56]

(13)

где  = ϕ1ϕ2 − средняя доля контактов типа рас-
творитель−полимер для идеальной системы, а
для регулярного раствора с ненулевым взаимо-

действием  z – координа-

ционное число системы в решеточной модели
(z = 6 − простая кубическая, z = 8 − объемноцен-
трированная кубическая, z = 12 − гранецентриро-
ванная кубическая решетка),  – энергия пар-

( )=2
gR f N

2
gR 3
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0
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Δ 12ω

ного взаимодействия, ϕ2 − мольная доля полиме-
ра в двухкомпонентном растворе (за начальное
значение ϕ2 для разбавленного раствора полиме-
ра условно принимаем 0.05), χ − параметр Фло-
ри–Хаггинса. За ΔSmix для указанного состава си-
стемы принимаем начальное значение 0.05 эн-
тропии SM-Rn или SM-Ts в зависимости от условий
проведения эксперимента (в изобарно-изотерми-
ческих условиях берем SM-Rn , в ином случае − SM-Ts).

В табл. 1 и 2 представлены экcпериментальные
и расчетные фрактальные характеристики диок-
санлигнинов хвойных пород древесины: FDLpin
(сосна) и SDLpic (ель) в системах полимер−рас-
творитель при 298 К. В табл. 3 для этих лигнинов
приведены расчетные величины - и -факто-
ров, диапазоны энтропий, вычисленных по выра-
жениям (8), (8а) и (9), (9а) в формализме Реньи и
Цаллиса. Заметим, что расчеты SM-Rn и SM-Ts по
уравнениям (8), (9) и (8а), (9а) приводят к одина-
ковому результату.

Термодинамические характеристики лигни-
нов FDLpin и SDLpic в моделях M-Rn и M-Ts имеют
принципиальные особенности: свободная энер-
гия смешения в обоих случаях ΔGm < 0, что указы-
вает на совместимость полимеров в данных рас-
творителях при pi ≈ 0.05. Вместе с тем, в модели
M-Rn ΔGm гораздо больше по абсолютной вели-
чине, чем в модели M-Ts, но с ростом доли поли-
мера в открытой системе лигнин–растворитель в
модели M-Ts ΔG изменяет знак на (+), достигая
высоких значений ≈27 кДж/моль, так что соглас-
но классическому соотношению dG = dH−TdS
любые прямые процессы в системе становятся
невозможны. Эту особенность обсудим ниже.

В табл. 3 сравниваются расчетные фракталь-
ные и термодинамические характеристики раз-
ветвленных полистиролов различной топологи-
ческой структуры: линейный разветвленный
19K-LPs, звездообразный 8-лучевой, гиперраз-
ветвленный 20K-HBPs [61]; гиперразветвленный
полиглицерин четвертой генерации G4 [62]; пи-
ридинсодержащие полифениленовые дендриме-
ры четвертой генерации G4 PPhD [63]. Данные
получены из экспериментальных зависимостей
характеристической вязкости от молярной массы
полимеров с их константами Хаггинса. ΔHm рас-
считаны из (13) при z = 12 и по уравнению Флори–
Хаггинса  [39].

Как и для лигнинов (табл. 2), данные табл. 3
содержат принципиальные особенности, связан-
ные с вычислениями термодинамических функ-
ций для равновесных (изолированных) и нерав-
новесных (открытых) систем, в которых могут
находиться системы полимер–растворитель. На-
помним, что оценки TΔSm, ΔHm, ΔGm, ΔG (pi ≈ 1),
справедливы только для равновесных условий,
т.е. для замкнутых систем.

thg sg

Δ = − χϕ ϕ1 2mH RT
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Как отмечено ранее, в случае степенного га-
мильтониана распределение Реньи [27] становит-
ся степенным, а энтропия Rn(p), как и в термоди-
намике Гиббса, обладает свойством аддитивно-
сти, т.е. экстенсивна: S(W1W2) = S(W1) + S(W2),
тогда как энтропия Ts(p) − неэкстенсивна:
S(W1W2) ≠ S(W1) + S(W2). Следовательно, оба
уравнения M-Rn и M-Ts, так же, как Rn(p) и Ts(p),
могут быть использованы при оценке энтропий-
ной составляющей объектов с фрактальными ха-
рактеристиками: первое для квазиравновесных
систем, второе − для существенно неравновес-
ных.

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ РАЗВЕТВЛЕННЫХ 

ПОЛИМЕРОВ В РЕАЛЬНЫХ РАСТВОРАХ – 
ВОЗМОЖНАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ

В современной термодинамике для открытых
систем с участием “диссипативных структур”
школой нобелевского лауреата И.Р. Пригожина
разработан особый подход, позволяющий интер-
претировать результаты термодинамических рас-
четов для равновесных и неравновесных состоя-
ний, исходя из представлений о локальном термо-
динамическом равновесии [30]. Согласно этой
теории, в большинстве случаев выполняется
предположение, что известные равновесные тер-
модинамические соотношения справедливы для
всех интенсивных термодинамических перемен-
ных (температура, давление, химический потен-
циал) Т(х, t), p(х, t), μ(х, t) как функций координа-
ты x и времени t, определяемых в элементарном
объеме dV, а также плотностей экстенсивных пере-
менных с этими же координатами: s(х, t) − энтро-
пия, g(х, t) − энергия, nk − число молей компонен-
та k в dV. Достаточно рассмотреть соотношение
Гиббса dG = TdS − pdV +  и переписать

его для dV через локальные плотности: Tds = dg +
+ , чтобы убедиться, что второй закон

термодинамики должен быть локальным.
Мысленно разделим реальную систему на r ча-

стей. Тогда diS = diS1 + diS2 +…+ diSr ≥ 0, где diSk ≥
≥ 0 − производство энтропии для каждой k-й ча-
сти системы. Неравенство diSk ≥ 0 справедливо
для всех систем. Следовательно, локальное произ-
водство плотности энтропии dis/dt ≥ 0. Выраже-
ние локальной плотности энтропии в виде ds =
= dis + des, где для изолированной системы dis ≥ 0,
показывает, что энтропия изолированной систе-
мы − dis с внутренними самопроизвольными про-
цессами, контролируемыми внешними процес-
сами с энтропией − des, увеличивается в точном
соответствии со вторым законом классической
термодинамики. Скорость общего изменения эн-

μ k k
k

dN

μ k k
k

dn

тропии системы dS/dt равна сумме скорости про-
изводства энтропии внутри самой системы diS/dt
и скорости обмена энтропией между системой и
внешней средой deS/dt. Положительное значение
величины deS/dt отвечает увеличению энтропии
системы в результате обмена веществом и/или
энергией с внешней средой. Отрицательное зна-
чение величины deS/dt соответствует ситуации,
когда отток положительной энтропии из системы
во внешнюю среду за счет оттока из системы теп-
лоты или части вещества превышает приток по-
ложительной энтропии извне. Это необходимое
условие для реализации внутри системы процес-
сов самоорганизации с образованием фракталь-
ных “диссипативных” структур. Разбиение вели-
чины изменения энтропии открытой системы на
две составляющие diS и deS указывает на принципи-
альные различия в термодинамических свойствах
изолированных (равновесных) и открытых (нерав-
новесных) систем.

Значение величины deS/dt за счет процессов
обмена с внешней средой может быть как поло-
жительным, так и отрицательным, поэтому, не-
смотря на выполнения неравенства diS/dt > 0, об-
щая энтропия открытой системы может как воз-
растать, так и убывать. Уменьшение энтропии
является неустойчивым по Ляпунову процессом
[30], т.е. оно не выполняется на бесконечном ин-
тервале времени. Данный случай соответствует
образованию диссипативных самоорганизован-
ных структур с дальними когерентными связями
и реализуется при условии, что изменение энтро-
пии системы станет равным нулю dS/dt = 0, если
deS/dt < 0 и |deS/dt| = diS/dt. Это отвечает стацио-
нарному состоянию, в котором производство эн-
тропии в системе diS/dt компенсируется оттоком
энтропии во внешнюю среду (диссипация энер-
гии), следовательно, общее изменение энтропии
системы равно нулю: dS = diS + deS = 0 и dS/dt =
= diS/dt + deS/dt = 0.

Попробуем интерпретировать расчетные дан-
ные для энтропий SM-Rn и SM-Ts существенно нерав-
новесных систем в соответствии с изложенным
выше.

В условиях диссипации энергии системы по-
лимер–растворитель во внешнюю среду (dS/dt =
= 0), полученное расчетом по модели М-Ts отри-
цательное значение энтропии можно не прини-
мать во внимание. В результате, если рассматри-
вать систему полимер−растворитель как откры-
тую, то знак dG будет определяться знаком
энтальпии dH. Вместе с тем, положительные зна-
чения энтропии SM-Ts, получаемые при pi ≈ 0, могут
быть использованы и интерпретированы как услов-
но равновесные (из-за малых концентраций полиме-
ра в растворе и отсутствия в системе дальнодей-
ствующих когерентных связей) по классическому
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соотношению dG = dH−TdS. Как отмечено ранее,
при > 1 энтропия SM-Ts > 0, т.е. в большей степе-
ни определена через более высокие вероятности
событий, а следовательно, расчетные значения
SM-Ts принимаются во внимание и интерпретиру-
ются с позиций поведения открытых систем.

Расчеты энтропии SM-R с любым знаком и
оценки TΔSm, ΔGm, проводимые в классическом
варианте, следует считать обоснованными. На-
блюдаемая для всех рассматриваемых условно от-
крытых систем полимер−растворитель диссипа-
ция энергии свидетельствует о возможной самоор-
ганизации с образованием фрактальных, т.е.
“диссипативных” структур. По меткому выраже-
нию И.Р. Пригожина, “…сильно неравновесные
необратимые процессы могут быть источником
когерентности, т.е. самим условием образования
огромного множества типов структурированного
коллективного поведения”.

Из расчета ΔHm и ΔGm (табл. 2 и 3) следует, что
конформационное поведение разветвленных по-
лимеров в бинарных системах полимер−раство-
ритель практически определяет термодинамиче-
ский фактор TΔSm, поскольку вклад ΔHm в сво-
бодную энергию (ΔGm < 0) для выбранных систем
несущественен (например, для HBPGs он близок
к нулю). Это подтверждают и калориметрически
измеренные значения ΔHm [67–70].

Таким образом, в равновесных (замкнутых)
системах, которые переходят в состояние с мини-
мальной свободной энергией, диссипативные
процессы размывают неоднородности и приводят
систему к однородному равновесному состоя-
нию. Напротив, неравновесные системы могут
развиваться непредсказуемо и переходить в раз-
личные конформационные состояния, достигая
“упорядоченного состояния” с пространственно-
временной организацией [30], в нашем случае, с
фрактальной структурой.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлены теоретически обоснованные

выражения фактора неидеальности систем ,
включая простейшее выражение для самооргани-
зованных структур высокомолекулярных соедине-
ний в растворе через фрактальную и евкли-
дову D размерности: g = /D, из которого следует,
что ключевой характеристикой самоорганизован-
ных структур может выступать их фрактальная
размерность, которую можно определить из экс-
периментальных данных разными способами.

Установлена связь GNF с индексами aη =

= ; , известными

из широко применяемой для полуразбавленных
растворов полимеров теории скейлинга.

 g

g

 fd
fd

−(1 )/th thg g = = −1 ; 1 1/3
3D S th

th

b c g
g

По модифицированным автором выражениям
энтропии в формализме Реньи для квазиравновес-
ных и в формализме Цаллиса для существенно не-
равновесных структур с обобщенным фактором
неидеальности систем GNF проведены расчеты
термодинамической энтропии на основе экспе-
риментальных данных, полученных спектроско-
пическим, лазернокорреляционным, седимента-
ционным, вискозиметрическим и другими рас-
творными методами. Алгоритм расчета можно
представить следующим образом: скейлинговые
индексы  → фрактальная размерность
df → фактор неидеальности систем g → термоди-
намическая энтропия SM-Rn или SM-Ts → вклады
TΔS, ΔH → ΔG.

Результаты расчета для разных по природе раз-
ветвленных полимеров с различной топологией,
степенью ветвления и функциональностью (ди-
оксанлигнины, полистиролы, полиглицерины,
пиридинсодержащие полифениленовые дендри-
меры) в бинарных системах полимер−раствори-
тель показывают, что основной вклад в свобод-
ную энергию ΔG таких систем вносит термодина-
мический фактор TΔS.

Дана интерпретация результатов расчетов тер-
модинамических функций по модифицирован-
ным уравнениям Реньи и Цаллиса соответствен-
но для квазиравновесных и неравновесных от-
крытых систем полимер−растворитель с позиций
классической и современной термодинамики
диссипативных структур.

В настоящей работе автор основное внимание
уделил методологии расчета термодинамических
функций по экспериментальным скейлинговым
соотношениям, получаемым гидродинамически-
ми методами, и интерпретации полученных ре-
зультатов. Однако предлагаемый подход с ис-
пользованием GNF можно распространить на
изучение любых коллоидных систем с участием
полиэлектролитов, поверхностно-активных ве-
ществ и т.д. Резюмируя сказанное выше, добавим
что из общего определения GNF следует, что
можно не ограничиваться определением  = f/D
для фрактальных объектов, но включать данный
фактор в любые уравнения, описывающие пове-
дение только идеальных систем [40, 41]. Это поз-
волит использовать фундаментальную модель,
предназначенную для идеальной системы, для
построения на ее основе теоретической модели,
пригодной с поправками и ограничениями для
описания реальной системы [40, 41]. Как указано
выше, GNF в форме постоянного множителя ли-
бо уравнения любой сложности может отражать
произвольные отклонения системы от идеально-
сти в процессе изменения внутренних и внешних
параметров. Другими словами, сам GNF может
служить объектом моделирования при описании
реальных систем и процессов.

η,  ,   D Sa b с

g  d
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Приложение 1. Аппроксимация зависимостей
 и  для линейных, слабо- и

гиперразветвленных полимеров по данным [60]

для оценки N при расчете энтропий SM-Rn и SM-Ts с
коэффициентом достоверности аппроксимации
R2 = 0.95

Все зависимости оказываются степенными,
что является необходимым условием фракталь-
ности. Авторы работ [51] и [60] указывают, что
при определении зависимости  =  f(s) для раз-
ветвленных природных и синтетических полиме-
ров достаточно провести вычисления для N ≅ 100
и N ≅ 400−600 узлов, соответственно. Этот факт
можно учитывать при выборе величин текущих
значений N ∝ N(ε) для расчета энтропии. Отме-
тим, что фактор разветвленности gbr =  с
ростом N уменьшается.

Автор выражает искреннюю благодарность ре-
цензентам работы, редакции и редколлегии жур-
нала за внимание, критические замечания и кон-
структивные предложения по улучшению пре-
зентации.
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