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В конвективном поверхностном слое атмосферы выделен верхний ярус вынужденной конвекции с
фиксированной нижней границей. Показано, что для описания вторых турбулентных моментов в
этом ярусе эффективны “линейные” аппроксимации. Эти аппроксимации соответствуют усе-
ченным разложениям в ряд Тейлора по обратной безразмерной высоте, сохраняющим только два
слагаемых. Первые слагаемые разложений не учитывают ветер и соответствуют предельным соот-
ношениям теории подобия Монина–Обухова в режиме свободной конвекции. Вторые слагаемые
разложений учитывают ветер и его влияние на конвекцию. Существование яруса вынужденной
конвекции с фиксированной границей приводит к построению однопараметрического семейства
аналитических аппроксимаций турбулентных моментов, зависящих от высоты нижней границы
этого яруса. Предложенные аппроксимации дисперсий вертикальной скорости, флуктуаций темпе-
ратуры, флуктуаций влажности и флуктуаций углекислого газа сопоставлены с известными экспе-
риментальными данными как над водной поверхностью, так и над поверхностью суши.
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ВВЕДЕНИЕ
Поверхностным слоем атмосферы называют

тонкий слой воздуха порядка , прилегаю-
щий к подстилающей поверхности суши или вод-
ной поверхности. В ситуации, когда воздух нагре-
вается потоком тепла, поступающим в атмосферу
с нижней границы, поверхностный слой называ-
ют конвективным поверхностным слоем.

Классическая теория подобия поверхностного
слоя атмосферы впервые представлена в [4, 5] для
аппроксимации первых турбулентных моментов
скорости и температуры. В рамках теории Мони-
на–Обухова высота поверхностного слоя  счита-

ется бесконечной, так как  не входит в число
определяющих параметров подобия.

Пусть  – высота уровня над подстилающей
поверхностью;  – параметр длины Мони-
на–Обухова [6]. Введем безразмерную высоту

. Тогда вертикальная протяженность
конвективного поверхностного слоя определяет-
ся неравенствами .

Заметим, что  в случае отсутствия ветра
и положительного потока тепла  на подсти-
лающей поверхности [6]. Поэтому область 
соответствует режиму свободной конвекции.
Известно, что в области  теория подобия
Монина–Обухова позволяет найти также тур-

1 Работа выполнена в рамках исследовательского проекта
0147-2019-0001 (государственная регистрация АААА-А18-
118022090056-0).
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булентные моменты более высокого порядка.
В частности, аппроксимации турбулентных мо-
ментов второго порядка приведены в работах [13,
21]. Аппроксимации турбулентных моментов
поверхностного слоя, соответствующие случаю

, называют свободно-конвективны-
ми пределами.

В настоящей работе в конвективном поверх-
ностном слое атмосферы выделена верхняя часть
области  с фиксированной ниж-

ней границей . Следуя подходу [3],
для аппроксимации турбулентных моментов в об-
ласти  использованы универсальные
“линейные“ формы, состоящие из двух слагае-
мых. Первые слагаемые “линейных“ аппрокси-
маций соответствуют свободно-конвективным
пределам в области . Вторые слагаемые “ли-
нейных“ аппроксимаций получены разложением
универсальных функций в ряд Тейлора по пара-
метру  и включают ветер. Поэтому выделенная
область  соответствует ярусу вынужден-
ной конвекции.

Рассмотрим семейство турбулентных момен-
тов, в котором индекс  характеризует выбранный
турбулентный момент. Предложенные линейные
аппроксимации позволяют определить для вер-
тикального профиля -го турбулентного момента
точку экстремума . Существование яруса вы-
нужденной конвекции с фиксированной нижней
границей означает, что экстремальные точки всех
турбулентных профилей совпадают, т. е. .
Заметим, что в области  “линейные“ ап-
проксимации моментов не соответствуют экспе-
риментальным данным и теряют физический
смысл. Поэтому экстремальную точку  следует
рассматривать как нижнюю границу яруса вы-
нужденной конвекции.

Существование параметра , общего для всех
турбулентных профилей, значительно уменьшает
количество неопределенных коэффициентов в
“линейных” аппроксимациях. Можно показать,
что априорное задание экстремальной точки 
позволяет вычислить все неопределенные коэф-
фициенты “линейных“ аппроксимаций. Иными
словами, понятие яруса вынужденной конвекции
с фиксированной границей приводит к построе-
нию однопараметрического семейства аппрокси-
маций, зависящего от неопределенного парамет-
ра . Априорное значение  следует задавать
так, чтобы реализовать условие приемлемого со-
ответствия экспериментальным данным. Вели-
чина  реализует это условие.

Аналитическое построение универсального
однопараметрического семейства “линейных”
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аппроксимаций, соответствующих натурным из-
мерениям вторых турбулентных моментов яруса
вынужденной конвекции, является основным ре-
зультатом представленной работы.

ЛОКАЛЬНЫЕ ПАРАМЕТРЫ 
ДИНАМИЧЕСКОЙ СКОРОСТИ, 

ПОТОКА ПЛАВУЧЕСТИ
Пусть  – время; , ,  – декартова системы

координат, расположенная на подстилающей по-
верхности , при этом ось  направлена про-
тивоположено ускорению силы тяжести .

Допустим, что ,  и
 – компоненты вектора скорости

вдоль осей x, y и z соответственно. Предположим,
что  – средняя величина горизонтальной
скорости вдоль оси x;  и  – средние
значения горизонтальной и вертикальной скоро-
сти вдоль осей y и z соответственно. Равенство

 следует из уравнения неразрывности систе-
мы теории конвекции [1, 19] и условий периодич-
ности на вертикальных границах области. Тогда

,  и
 – представляют возмущения ско-

рости вдоль осей x, y и z соответственно.
Будем считать, что  – темпера-

тура воздуха;  – давление; p0 =

 – стандартное давление воздуха на под-
стилающей поверхности;  и  – соответствен-
но газовая постоянная и удельная теплоемкость
сухого воздуха. Пусть  – потен-
циальная температура воздуха;  – по-
стоянное значение средней потенциальной
температуры на верхней границе поверхност-
ного слоя [19]. Пульсацию потенциальной тем-
пературы  и безраз-
мерную пульсацию потенциальной температу-

ры  =  определим в
соответствии с [19]. Эти величины близки к флук-
туациям и безразмерным флуктуациям темпера-
туры . Величину  будем называть ло-
кальной “адиабатической” плавучестью [22].

В классической теории Монина–Обухова ско-
рость трения  задана соотношением

(1)

где  имеет размерность . Определе-
ние (1) согласовано с уравнением турбулентной
кинетической энергии в одномерном потоке
(например, [11]).
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Введем параметр “адиабатического“ потока
плавучести на подстилающей поверхности 
и параметр турбулентной плавучести , по-
лагая, что

(2)

 и  имеют размерности  и

.

Пусть  – средний поток тепла, поступающий
в атмосферу с подстилающей поверхности;  –
средняя плотность воздуха на подстилающей
поверхности;  – температурный параметр
теории Монина–Обухова. Тогда с учетом (2) по-
лучим

(3)

Равенства (3) указывают на пропорциональ-
ность определяющих параметров  и  тра-
диционным параметрам теории подобия Мони-
на–Обухова  и .

В работе [3] показано, что использование па-
раметров  и  вместо параметров  и  бо-
лее эффективно теоретически и не влияет на об-
работку и использование экспериментальных
данных. Поэтому далее для описания поверх-
ностного слоя сухого воздуха теория подобия
использует три базовых параметра: ,  и .
Параметр высоты  – переменный, параметры
потока плавучести  и динамической скорости

 – постоянные.
Рассмотрим поверхностный слой влажной ат-

мосферы. Пусть  – влажность воз-
духа;  – средняя величина влажности.
Следуя [5] и [18], введем также флуктуацию влаж-
ности: .

Опираясь на аналогию с соотношениями (1),
(2), введем параметр модифицированного потока
влажности на подстилающей поверхности  и
модифицированный параметр влажности . То-
гда получим:

(4)
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Из определения (4) следует, что безразмерный
параметр  идентичен параметру влажности
классической теории подобия Монина–Обухова,
определенному, например, согласно [18].

Параметры ,  и  позволя-
ют ввести постоянный параметр длины для влаж-
ной атмосферы . Тогда, следуя, например,
[10] и [18], получим

(5)

 – постоянная Кармана.
Далее будет использовано приближение мало-

го модифицированного потока влажности
. Это приближение справед-

ливо:
а) над достаточно сухими участками суши с

интенсивным конвективным потоком тепла и ма-
лым испарением;

б) над водными поверхностями в условиях, ко-
гда поток плавучести определяется в основном
испарением.

В самом деле, пусть  кДж/кг –
удельная теплота испарения воды, 
× 103 Дж/(кг К) – удельная теплоемкость сухого
воздуха,  – среднее значение потен-
циальной температуры, тогда .
Поэтому можно считать, что 

. Полученное не-
равенство доказывает справедливость сделанного
предположения.

В приближении  модифици-
рованный поток влажности  не входит в опре-

деление параметра длины (5), так что , где

(6)

Соотношение (6) определяет классический пара-
метр длины Монина–Обухова  для сухой атмо-
сферы.

Тем не менее приближение (6) для описания
турбулентности влажной атмосферы использова-
но, например, в работе [9].

Приложение теории подобия для описания
конвективного поверхностного слоя влажного
воздуха предполагает использование четырех ба-
зовых параметров: , ,  и . Параметр вы-
соты  – переменный, параметры потоков плаву-
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чести и влажности , , а также параметр ди-
намической скорости  – постоянные.

Существенно, что в приближении 
 поток влажности  как базовый пара-

метр подобия не влияет на вычисление турбу-
лентных моментов, существующих в сухой атмо-
сфере при , и должен быть учтен только
при вычислении турбулентных моментов влаж-
ности .

ТЕОРИЯ ПОДОБИЯ МОНИНА–ОБУХОВА 
И СВОБОДНО-КОНВЕКТИВНЫЕ ПРЕДЕЛЫ 

ПОВЕРХНОСТНОГО СЛОЯ
Рассмотрим конвективный поверхностный

слой сухой атмосферы в условиях свободной кон-
векции , . В этом случае существуют
только два определяющих параметра –  и .

В соответствии с [21] выражения для вторых
моментов вертикальной скорости и плавучести
имеют следующий вид:

(7)

где  и  – постоянные коэффициенты.
Над поверхностью суши со слабой раститель-

ностью и водной поверхностью будем использо-
вать коэффициенты  и . Эти зна-
чения получены по данным измерений как над
прериями Миннесоты [14], так и над Восточно-
Китайским морем [16].

Построение соотношений (7) с использованием
статистической модели ансамбля спонтанных
конвективных струй приведено в работах [2, 23, 24].

Рассмотрим конвективный поверхностный
слой сухой атмосферы в условиях слабого ветра:

. В этом случае существуют базовые па-
раметры ,  и .

Для построения свободно конвективных пре-
делов теории Монина–Обухова будем считать,
что моменты вертикальной скорости и плавуче-
сти в условиях слабого ветра –  – такие
же, как и при его отсутствии – .

Пусть ,  – дисперсии вертикальной скоро-
сти и флуктуации потенциальной температуры.
Тогда преобразование (7) с учетом (2), (6) приво-
дит к равенствам

(8)
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Здесь ,  – положитель-
ные постоянные [25].

Над поверхностью суши со слабой раститель-
ностью и водной поверхностью ,

 и , поэтому значения постоян-
ных составляют  и , незави-
симо от типа подстилающей поверхности.

Рассмотрим конвективный поверхностный
слой влажной атмосферы. В этом случае суще-
ствуют базовые параметры , , и . Оче-
видно, что в приближении 
соотношения для моментов (7), (8) справедливы
и в условиях влажного воздуха.

Известно, что перенос влажности и перенос
потенциальной температуры подчиняются одно-
му и тому же динамическому уравнению. Это об-
стоятельство приводит к предположению подо-
бия профилей моментов потенциальной темпе-
ратуры и влажности [8]. Тогда для второго
турбулентного момента флуктуации влажности
справедливо соотношение, аналогичное аппрок-
симации момента плавучести (8):

(9)

Здесь  – дисперсия флуктуации влажности;
 – положительная постоянная.

Зависимости (8), (9) представляют свободно-
конвективные пределы вертикальной скорости,
плавучести и влажности. Будем считать далее, что
над водной поверхностью и поверхностью суши
со слабой растительностью значения постоянных
параметров в асимптотических соотношениях (8),
(9) составляют ,  и .

ЛИНЕЙНЫЕ АППРОКСИМАЦИИ ВТОРЫХ 
ТУРБУЛЕНТНЫХ МОМЕНТОВ СКОРОСТИ, 

ФЛУКТУАЦИИ ТЕМПЕРАТУРЫ 
И ФЛУКТУАЦИИ ВЛАЖНОСТИ В ЯРУСЕ 

ВЫНУЖДЕННОЙ КОНВЕКЦИИ

Рассмотрим универсальные функции турбу-
лентных моментов в подслое вынужденной кон-
векции: , 

Без ограничения общности можно считать,
что уравнения для вторых моментов вертикаль-
ной скорости, ”адиабатической” плавучести и
влажности в слое вынужденной конвекции

,  могут быть записаны в
форме

2 32
ww wwk−α = λ

v

2 32 kθθ θθα = λ
v

1.8wwλ =
1.8θθλ = 0.4k =

v

1.82wwα = 0.99θθα =

z gSθ g  qS *U
0 g 1.64 gqS Sθ≤ ×!
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2 2 2

2 32
2 2 2

(g ') ( ')
.*(g )* * *

q
qq

q q
z L

q q q

−σ
= = = α

qσ
 qq θθα ≈ α

1.8wwα = 1.0θθα = 1.2qqα =

0 *z Lζ ≤ < ∞ 2
0 6 10 .−ξ ≈ ×

0 *z Lζ ≤ < ∞ 2
0 6 10−ξ ≈ ×
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(10)

Здесь , ,  – гладкие

функции; , ,  – постоянные коэффици-
енты.

Следуя [3], будем раскладывать функции
,  и  в ряд Тейлора по

параметру . Ограничимся линейным раз-

ложением Тейлора функций ,

,  по параметру . Тогда

дисперсии ,  и  примут форму

(11)

Безразмерные параметры ,  и  обозна-
чают границы яруса вынужденной конвекции для
профилей вертикальной скорости, флуктуаций
потенциальной температуры и флуктуаций влаж-
ности. Безразмерные параметры , 
и  соответствуют предельным значениям
при свободной конвекции и считаются известны-
ми. Безразмерные параметры ,  и

 характеризуют линейные разложения и
являются неопределенными.

Существование яруса вынужденной конвек-
ции с фиксированной границей , соответствую-
щей точке экстремума профилей, приводит к со-
отношениям

(12)

При априорно заданном параметре  уравне-
ния системы (12) позволяют вычислить коэффи-
циенты , ,  и , , . Поэтому аппрок-
симации (11), (12) образуют однопараметрическое
семейство аналитических аппроксимаций, зави-
сящее от .

Далее над поверхностью суши со слабой рас-
тительностью и над водной поверхностью будем
использовать следующие коэффициенты:

, ; ,  и
, .

СОПОСТАВЛЕНИЕ “ЛИНЕЙНЫХ” 
АППРОКСИМАЦИЙ ДИСПЕРСИЙ 

ВЕРТИКАЛЬНОЙ СКОРОСТИ, 
ПЛАВУЧЕСТИ И ВЛАЖНОСТИ 

С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ
Сопоставление “линейной“ аппроксимации

дисперсии вертикальной скорости (11) с парамет-
рами ,  и данных измерений
над океаном [12, 15] в области ,

 представлено на рис. 1a. Сопоставле-
ние “линейной” аппроксимации дисперсии вер-
тикальной скорости (11) с параметрами ,

 и данных измерений над сушей [7]
в области ,  представле-
но на рис. 1б.

Сопоставление линейной аппроксимации без-
размерной дисперсии пульсации потенциальной
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температуры  в форме (11) при ,

 с натурными данными [17] представ-
лено на рис. 2.

Сопоставление “линейной” аппроксимации
дисперсии флуктуации влажности (11) с парамет-
рами ,  и данных измерений

над океаном [12, 15] в области 
представлено на рис. 3a. Сопоставление “ли-
нейной” аппроксимации дисперсии флуктуа-
ции влажности (11) с параметрами ,

 и данных измерений над сушей [17, 20]

*Tθσ 2 0.95θθα =
0.016θθβ =

1.2qqα = 0.016qqβ =

0 *z Lζ ≤ < ∞

1.2qqα =
0.016qqβ =

в области ,  показано
на рис. 3б.

Результаты сравнения, представленные на
рис. 1–3, указывают на существование мощного
яруса вынужденной конвекции в области

, .

“ЛИНЕЙНАЯ“ АППРОКСИМАЦИЯ 
ВТОРОГО ТУРБУЛЕНТНОГО МОМЕНТА 

ФЛУКТУАЦИИ КОНЦЕНТРАЦИИ 
НЕЙТРАЛЬНОГО ГАЗА В ЯРУСЕ 
ВЫНУЖДЕННОЙ КОНВЕКЦИИ

Допустим, что с подстилающей поверхности в
поверхностный слой атмосферы равномерно по-
ступает некоторый нейтральный газ, не вступаю-
щий в химические реакции с воздухом, например
углекислый газ.

Опираясь на аналогию с соотношениями (4),
введем параметр модифицированного потока
концентрации на подстилающей поверхности 
и модифицированный параметр концентрации

. Тогда получим

(13)

Здесь  и  имеют размерности  и

.

Пусть  – дисперсия флуктуации концентра-
ции нейтрального газа, тогда по аналогии с (11)
получим

0 *z Lζ < < ∞ 2
0 6 10  −ζ = ×

0 *z Lζ ≤ < ∞ 2
0 6 10−ζ = ×

g cS

g *c

0 0

gg lim g lim g ' 0, g 0.*
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c
c z z

SS cw csw c
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= = > = − <

g cS g *c [ ] 2 3g м сcS =
2g м с*c  = 

cσ

Рис. 1. Сравнение “линейной” аппроксимации теории подобия (11) с коэффициентами ,  и дан-
ных измерений дисперсии вертикальной скорости над океаном (a) и над сушей (б) в области ,

. Сплошная линия соответствует аппроксимации (11). Треугольники, крестики и кружки соответствуют
данным измерений [7, 12, 15] соответственно.
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Рис. 2. Сопоставление линейной аппроксимации тео-
рии подобия (11) с эмпирическими значениями дис-
персии плавучести  согласно измерениям [17].
Сплошная линия соответствует аппроксимации (11) с

коэффициентами , .
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(14)

Неопределенный безразмерный параметр 
означает границу яруса вынужденной конвекции
для профиля флуктуации концентрации углекис-
лого газа. Безразмерный параметр  харак-
теризует свободно конвективный предел и счита-
ется известным. Неопределенный безразмерный
параметр  характеризует линейное разло-

1 3 1( ) (1 ,* *
*

.*

)c
cc cc

cc

z L z L
c

z L

− −σ  = α − β 

ζ ≤ < ∞

ccζ

0ссα >

0ccβ >

жение. Значения коэффициентов  и  могут
быть вычислены на основе (12), откуда следует,
что  и .

Сравним ”линейную” аппроксимацию для
дисперсии флуктуации концентрации углекислого
газа (14) с известными данными наблюдений. Со-
поставление (14) с параметрами ,

 и данных измерений [20] в обла-

сти ,  представлено на
рис. 4.

Результаты сравнения, представленные на
рис. 4, указывают на существование мощного
яруса вынужденной конвекции в области

, . Очевидно, что ап-
проксимация (14) дополняет однопараметриче-
ское семейство аппроксимаций (11), (12).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Анализ экспериментальных данных [12, 15, 17]

показывает, что в конвективном поверхностном
слое (как над морем, так и над сушей) существует
мощный ярус вынужденной конвекции с фикси-
рованной нижней границей.

Сопоставление аппроксимаций с данными на-
блюдений показывает, что ”линейные” аппрок-
симации (11), (12), (14) убедительно соответству-
ют известным экспериментальным данным о
дисперсиях вертикальной скорости, флуктуаций
потенциальной температуры, влажности и кон-
центрации углекислого газа.

Ярус вынужденной конвекции может быть вы-
делен в наблюдаемых профилях вторых турбу-

ccζ ccβ

0ccζ = ζ cc qqθθβ = β = β

1.2cc qqα = α =
0.016cc qqβ = β =

0 *z Lζ ≤ < ∞ 2
0 6 10−ζ = ×

0 *z Lζ ≤ < ∞ 2
0 6 10−ζ = ×

Рис. 3. Сравнение “линейной” аппроксимации теории подобия (11) с коэффициентами ,  и дан-

ных измерений флуктуации влажности над океаном (a) и над сушей (б) в области , . Сплош-
ная линия соответствует аппроксимации (11). Треугольники, крестики, кружки и квадратики соответствуют данным
измерений [7, 12, 15, 20].
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Рис. 4. Сравнение “линейной” аппроксимации тео-
рии подобия (14) с коэффициентами ,

 и данных измерений дисперсии флуктуа-
ции концентрации углекислого газа в области

, . Сплошная линия соот-
ветствует аппроксимации (14). Треугольники, кре-
стики, кружки и квадратики соответствуют данным
измерений [20].
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лентных моментов вертикальной скорости, флук-
туации потенциальной температуры, влажности
и концентрации углекислого газа.

Профили дисперсий флуктуаций потенциаль-
ной температуры, влажности и концентрации уг-
лекислого газа являются подобными.

Граница яруса вынужденной конвекции  не
зависит от выбора турбулентного момента и явля-
ется одной и той же для моментов вертикальной
скорости, флуктуации потенциальной температу-
ры, влажности и концентрации углекислого газа.
Кроме того, величина  не зависит от выбора
подстилающей поверхности, и она одна и та же
как над сушей, так и над водной поверхностью.
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