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ны на колебания уровня моря. На береговом склоне предполагается наличие водонепроницаемой
прослойки, имитирующей слой наледи или промерзшего грунта, уходящей под воду и заканчиваю-
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между морем и водоносным слоем прибрежной зоны. Сделано сравнение результатов данной рабо-
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ВВЕДЕНИЕ
Водоносный слой прибрежной части суши, со-

стоящий из пористого материала, фильтруя через
себя воду, может участвовать в обмене между
морскими и подземными водами. При постоян-
стве уровня моря и без капиллярных эффектов
уровень подземных вод будет таким же, как и в
море. Если по какой-то причине, например во
время прилива или отлива, уровень воды в море
изменится, то это приведет к дополнительному
притоку воды из моря в пористую береговую сре-
ду или к оттоку в обратном направлении. При
этом уровни подземных и морских вод станут вы-
равниваться. При достаточно медленном измене-
нии уровня воды в море естественно ожидать, что
уровень подземных вод на линии их соприкосно-
вения (урез воды) будет тоже одинаков, т. е. под-
земная вода успевает реагировать на медленные
изменения уровня моря на месте соприкоснове-
ния вод. Следует отметить, что процесс фильтра-
ции морской воды в прибрежной зоне без усло-
вий промерзания уже рассматривался в ряде ра-
бот, например в [1, 2, 9].

В данной работе будут рассматриваться имен-
но медленные вариации уровня морской воды с
периодом колебаний, намного превышающим

10 мин. Если же морской берег в зоне уреза воды
частично покрыть непроницаемым для воды ма-
териалом (лед, промерзший грунт, искусственное
покрытие плитами, как на набережных), то это
затруднит водообмен между морем и берегом да-
же при медленных вариациях уровня моря. В
этом случае уровень подземной воды на урезе мо-
жет не совпадать с уровнем моря. Такая ситуация
может наблюдаться в зимнее время, когда пори-
стая среда берега отделена от морской воды слоем
промерзшего грунта или намерзшего на берег
льда, в том числе и на его подводной части. Этот
намерзший лед или промерзший грунт могут ухо-
дить под воду и заканчиваться на некоторой глу-
бине. Будем считать, что лед не полностью пере-
крывает возможность для морской воды прони-
кать в береговой грунт, но затрудняет водообмен
между морем и водоносным слоем береговой
зоны.

Тем не менее в стационарном случае в силу
справедливости закона гидростатики уровни
морской воды и подземной воды должны совпа-
дать. В нестационарном случае, когда уровень
морской воды меняется со временем, например в
приливном море, возможно несовпадение уров-
ней воды в море и подземной воды в районе уреза.

Возникает целый ряд вопросов о поведении
подземных вод в подобных ситуациях; прежде
всего следующие: как меняется уровень подзем-

1 Работа выполнена в рамках государственного задания
№ 0149-2019-0004.
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ных вод в водоносном слое в зимнее время, каков
перепад уровней воды в море и водоносном слое в
районе уреза воды, – и все другие связанные та-
кой задачей вопросы.

ФИЗИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Рассмотрим плоскую модель, изображенную

на (рис. 1). Направим горизонтальную ось  от
моря в сторону берега, вертикальную ось  –
вверх. Средний уровень морской воды соответ-
ствует значению . Береговой материал – двух
сортов. Ниже уровня  – водонепроницае-
мое основание (например, каменный щит скаль-
ные породы). Выше уровня  – пористый
грунт, который служит водоносным слоем для
подземных вод. Подземная вода занимает ниж-
нюю часть водоносного слоя и нигде не выходит
на поверхность пористого грунта.

Пусть между морской водой и пористым бере-
говым материалом находится водонепроницае-
мая прослойка, имитирующего лед и промерз-
ший грунт. Верхняя граница этой прослойки мо-
жет быть произвольной формы. Нижняя граница
прослойки примыкает к пористому береговому
материалу и подземной воде. Уравнение нижней
границы обозначим как . Положим, что
водонепроницаемая прослойка уходит под мор-
скую воду и оканчивается в точке  – на ри-
сунке это самая левая точка водонепроницаемой
прослойки.

Обозначим  – искомый уровень под-
земных вод – как функцию от координаты  и
времени t. В некоторой точке с переменной коор-
динатой  (  уровень  при-

x
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( ),y h x t=
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мыкает к нижней границе водонепроницаемой
прослойки. Координаты точки пересечения

 определяют положение внутрен-
него уреза подземных вод. Сразу оговорим важ-
ное ограничение предлагаемой модели – как урез
морской воды, так и урез подземной воды сколь-
зят по разным сторонам водонепроницаемой
прослойки, нигде не опускаясь ниже самой глу-
бокой точки этой прослойки с координатами

. В обозначениях на рис. 1 указанные огра-
ничения выражаются неравенствами 

. В свою очередь, в этих же условиях
.

Обозначим переменный уровень моря как
. В нестационарном случае уровень мор-

ской воды  может не совпадать с уровнем
уреза подземной воды . Положение
обоих урезов для морских вод и подземных вод,
вообще говоря, различное (рис. 1). Так как под
свободной поверхностью будем понимать неогра-
ниченную поверхность жидкости, то в диапазоне
значений  у подземных вод нет сво-
бодной поверхности, а для значений  сво-
бодная поверхность определена.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
В случае, когда горизонтальный размер рас-

сматриваемого явления  значительно превосхо-
дит его вертикальный размер H ( ), а в тол-
ще подземных вод справедливо приближение
гидростатики, горизонтальная компонента ско-
рости , подчиняющаяся закону Дарси, не
зависит от вертикальной координаты  и выража-
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Рис. 1. Геометрия задачи.  – текущий уровень моря;  – координаты крайней точки ледяного покрова, кото-
рая уходит под уровень морской воды;  – текущий уровень (1) подземной воды;  – текущие коор-
динаты уреза (2) подземной воды; 3 – профиль берегового склона. Схематически представлены датчики давления, ко-
торые располагаются на расстоянии  друг от друга.
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ется через свободную поверхность  соотно-
шением [7, 10]

(1)

 – коэффициент фильтрации, имеющий раз-

мерность скорости, 

Закон сохранения массы воды в пористой сре-
де, примененный к исследуемому случаю, выгля-
дит следующим образом [7, 10]:

(2)

здесь  – пористость среды – безразмерная вели-
чина.

Вместе с законом Дарси закон сохранения
массы (2) образует уравнение Буссинеска, описы-
вающее поведение свободной поверхности под-
земной воды 

(3)

В коэффициенте фильтрации  содержатся свой-
ства как самой пористой среды, так и фильтрую-
щейся жидкости:

(4)

 – плотность воды,  – ускорение свободного
падения, μ – коэффициент динамической вязко-
сти воды,  – коэффициент проницаемости, ха-
рактеристика исключительно пористой среды.
Все перечисленные характеристики принимаем
за постоянные величины. Способ оценки указан-
ных фильтрационных характеристик через натур-
ный эксперимент будет описан позже.

Для упрощения дальнейших рассуждений вве-
дем еще одну константу:

(5)

В результате получим нелинейное уравнение
теплопроводности, описывающее поведение по-
верхности подземных вод:

(6)

которое следует решать в диапазоне ,
т. е. там, где определена свободная поверхность
подземной воды. На участке  под-
земная вода есть, но свободная поверхность от-
сутствует, поэтому здесь подход с уравнением
Буссинеска неприменим.

Рассмотрим эту область в виде криволинейной
трапеции  отдельно (рис. 1). Здесь верти-
кальный отрезок  имеет координату ,
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а его длина  равна высоте потока подзем-
ной воды на входе в область . Поясним, что
точка  находится под водой, поэтому .
Точка  совпадает с урезом подземной воды –
местом, где подземная вода соприкасается с ниж-
ней границей водонепроницаемой прослойки
(лед и промерзший грунт). Вертикальный отрезок

 имеет переменную координату  ,
а его длина равна высоте потока подземной воды
на выходе из области . В любом вертикаль-
ном сечении области  с координатой 
из диапазона  высота потока –

, а сам поток  одинаков для любых
сечений, но в общем случае может зависеть от
времени как от параметра

(7)

(время  – параметр). В соотношении (7)  –
средняя горизонтальная компонента скорости
в сечении  при выбранном значе-
нии  из диапазона 

Далее для краткости  опустим. Отсюда нахо-
дим среднюю по толщине скорость потока 
для данного сечения:

(8)

С другой стороны, из закона Дарси локальная
компонента горизонтальной скорости связана с
давлением  соотношением

(9)

Вообще говоря, скорости  и  раз-
личны. Первая – локальная, вторая – средняя в
данном вертикальном сечении. Обе скорости
связаны соотношением

(10)

Далее будет интересовать случай, когда скоро-
сти  и  слабо отличаются друг от друга.
Это выполняется, например, в приближении
мелкой воды в области . Принимая это до-
пущение, получаем связь

(11)

Детальное обсуждение слабого различия ско-
ростей  и  и возможности замены

 на  дано в Приложении 1.
Интегрируя соотношение (11) по  в диапазо-

не  найдем выражение, связываю-
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щее поток  с перепадом уровней подземной
воды и вод моря:

(12)

здесь  вертикальная координата
уреза подземной воды. При выводе этого соотно-
шения предположили справедливость приближе-
ния гидростатики на вертикальных отрезках  и

. Закон Дарси должен выполняться везде.
Согласно (12), выразим поток подземной во-

ды  через перепад уровней 

(13)

Отметим особенность соотношения (13). Если
глубина погружения кромки водонепроницаемой
прослойки равна , то . Это озна-
чает, что проход в подземный водоносный слой
для морской воды полностью перекрыт водоне-
приницаемой прослойкой и взаимный переток
морской воды в подземный водоносный слой
и обратно отсутствует. Формально в соотноше-
нии (13) интеграл в знаменателе расходится

(  и поток обращается в ноль

, что естественно.
Заменим переменную интегрирования с  на 

с помощью связи , где  – обрат-
ная функция к . Окончательно получим
выражение

(14)

Пусть функция  раскладывается в ряд Тей-
лора по :

тогда написанный выше интеграл аналитически
вычисляется, при этом угол α  – угол накло-
на касательной к линии  при .

Соотношения (13), (14) справедливы для лю-
бого  из диапазона , в том числе и
на урезе подземной воды при . На этой же
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границе можно вычислить поток , используя
параметры уравнения Буссинеска:

(15)

Приравняв выражения (14) и (15), выведенные
двумя разными способами, получим соотношение

(16)

которое при  естественно трактовать как
граничное условие для уравнения Буссинеска на
подвижной границе.

Если ограничиться плоским профилем ниж-
ней границы водонепроницаемой пластины, то
интеграл в (16) вычисляется так:

(17)

и граничное условие на подвижной границе
 примет следующий вид:

(18)

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Окончательно сформулируем математическую
часть задачи. Требуется решить уравнение Бусси-
неска:

(19)

– в области  с граничным условием
при 

(20)

и условием отсутствия течений  на беско-

нечности .

Поскольку в соотношении (20) принято обо-
значение , то граничное
условие (20) можно представить в следующем виде:
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(20а)

и трактовать как ограничение на производную 

в подвижной точке . Задача (19)–(20), или
в другой трактовке (19)–(20а), представляет со-
бой нелинейную задачу с нелинейным гранич-
ным условием на подвижной границе ,
положение которой заранее неизвестно, и пове-
дение  придется определять в процессе само-
го решения.

В указанной постановке следует задать началь-
ное распределение уровня грунтовых вод

, что автоматически определит на-
чальную  – координату уреза подземных вод

. Конечно, следует также задать временной
ход уровня морской воды .

Подобная математическая ситуация известна в
гидродинамике в теории гравитационных по-
верхностных волн, когда на поверхности жидко-
сти ставятся два нелинейных граничных условия,
но положение самой границы переменно и неиз-
вестно. Ее положение и эволюция определяют в
процессе решения. Один из подходов, позволяю-
щий продвинуться в решении волновых задач и
значительно упрощающий само решение, – ли-
неаризация уравнений. В данной ситуации посту-
пим похожим образом. Полная математическая
постановка задачи (19)–(20), или (19)–(20а), и ее
полноценное исследование и решение в настоя-
щей работе не рассматриваются.

Важный параметр, благодаря которому проис-
ходит обмен водой между морем и прибрежным
водоносным слоем, – перепад уровня морской
воды и уреза подземной воды , который
входит в граничное условие.

Неизвестная подвижная граница , на
которой следует ставить граничное условие (20),
сильно усложняет задачу. Возможный вариант,
позволяющий продвинуться в решении пробле-
мы, – использование подвижной системы коор-
динат , в которой уравнение Бусси-
неска видоизменится, данный способ решения
поставленной задачи используется в [12]:

(21)
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Диапазон значений , в котором следует ре-
шать уравнение (21), станет неподвижным и с из-
вестными границами , а само гранич-
ное условие

(22)

останется прежним и будет ставиться при непо-
движном значении .

ЛИНЕЙНАЯ ЗАДАЧА
Обращаем внимание на то, что появившееся в

уравнении (21) новое слагаемое  фактиче-

ски нелинейное, поскольку переменная коорди-
ната  связана с высотой уреза подземной воды
через соотношение  – искомую неиз-
вестную функцию  при . При лине-
аризации задачи это слагаемое исчезнет, а само
уравнение преобразуется в линейное уравнение
теплопроводности:

(23)

с линейным граничным условием при 

(24)

В граничное условие входит постоянная вели-
чина, имеющая размерность обратной длины, ко-
торую обозначим как 

(25)

В результате граничное условие запишется так:

(26)

Вся информация о форме дна и глубине располо-
жения кромки водонепроницаемой прослойки
содержится в параметре . Если форма дна плос-
кая, то параметр  упростится и примет следую-
щий вид:

(27)

Напомним, что  – глубина погружения
кромки водонепроницаемой прослойки и в при-
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нятой системе координат , при этом 

Если безразмерный параметр  мал, то со-

отношение (27) дополнительно упростится:

(28)

РЕШЕНИЕ ЛИНЕАРИЗОВАННОЙ ЗАДАЧИ 
БЕЗ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ

Зададим колебание уровня моря соотношением

(29)
Решая уравнение (23) с граничным условием

(26), получим решение в виде

(30)

Здесь волновое число задачи  и одновремен-
но параметр пространственного затухания волн
определяются частотой колебаний уровня моря 
и фильтрационными характеристиками среды
прибрежной зоны – глубиной залегания водоне-
проницаемого щита , коэффициентом филь-
трации  и пористостью среды . Согласно (30),
при гармоническом характере колебаний уровня
моря в глубь водоносного слоя проникает бегу-
щая от берега и пространственно затухающая
волна.

Для сравнения приведем выражение для коле-
баний уровня подземных вод при тех же условиях,
но в отсутствие водонепроницаемой прослойки
(береговой наледи и промерзшего берегового
грунта), с непрерывным уровнем поземных и
морских вод на урезе, полученное в [2, 4, 6]:

(30а)
Детальнее обсудим выражения (30) и (30а).

В соотношении (30) 

. Безразмерный параметр  из диапазона

 определяет амплитуду колебаний уров-
ня подземных вод и задержку сигнала на урезе
при :

(31)

Здесь  – скачок начальной фазы,  – время за-
паздывания отклика колебаний подземной воды
на колебания уровня моря.

Коэффициент ослабления

(32)
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монотонно растет от 0 до 1 в диапазоне значений
 Проникающая волна колебаний уровня

подземных вод сильно ослабевает  при ма-
лых значениях параметра  и практически не
ослабевает  при больших значениях . Силь-
ное ослабление соответствует глубокому залега-
нию кромки водонепроницаемой прослойки:

; хорошее проникновение волны колеба-
ния уровня соответствует малым значениям:

. Приливное колебание уровня подземных
вод на урезе запаздывает по сравнению с прилив-
ными колебаниями уровня моря. Возникающая
разность фаз  и время запаздывания  также за-
висят от безразмерного параметра :

(33)

Сильно ослабленная проникающая волна име-
ет на урезе максимальный сдвиг фаз:  – и
максимально возможное время задержки – одну
восьмую периода колебаний уровня моря:

. Значительная по амплитуде прони-
кающая в водоносный слой волна на урезе прак-
тически не запаздывает.

Сравнивая соотношения (30) и (30а), делаем
вывод, что гармонические колебания уровня мо-
ря вызывают появление в водоносном слое про-
грессивной волны той же частоты, что и у колеба-
ний уровня моря. Прогрессивная волна убегает от
уреза по водоносному слою с экспоненциально
затухающей амплитудой по мере удаления от мо-
ря. Степень пространственного угасания ампли-
туды такая же, как и в отсутствие водонепроница-
емой прослойки (т. е. наледи на береговом склоне
или промерзшего грунта в прибрежной зоне).

Наличие водонепроницаемой прослойки при-
вело к следующим новым свойствам:

1. амплитуда колебаний уреза подземной воды
уменьшилась по сравнению с аналогичной ам-
плитудой в отсутствие водонепроницаемой про-
слойки;

2. образовался разрыв между уровнем моря и
уровнем подземной воды на урезе;

3. если в отсутствие водонепроницаемой про-
слойки следует ожидать синфазного колебания
уровня моря и уреза подземной воды, то при на-
личии такой прослойки происходит запаздыва-
ние отклика колебаний уреза подземной воды по
сравнению с колебаниями уровня моря, или воз-
никнет скачок начальной фазы в колебаниях уре-
за подземной воды.
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ПЕРЕПАД УРОВНЕЙ МОРСКОЙ ВОДЫ
И УРЕЗА ПОДЗЕМНОЙ ВОДЫ

В представленной модели допускается разрыв
между уровнем моря и урезом подземной воды.
Выпишем уровень подземной воды на урезе

(34)

При этом уровень морской воды может отли-
чаться от уровня подземной воды:

(35)

Разность уровней во времени можно предста-
вить в следующем виде:

(36)

где  – безразмерный параметр, который обо-
значает перепад колебаний уровней морской во-
ды и уреза подземных вод

(37)

Как следует из (36), уровень моря и уровень
подземных вод на урезе не совпадают. Их раз-
ность гармонически меняется со временем с тем
же периодом, что и колебание уровня моря. По-
ловину времени уровень моря выше уровня под-
земных вод, половину времени наоборот.

Коэффициент ослабления амплитуды перепа-
да уровней  зависит от безразмерного парамет-
ра  и монотонно убывает от 1 до 0 в диапазоне
значений 0 <  < . Колебание перепада уровней
происходит со сдвигом фаз ψ, который также за-
висит от параметра :

Соответствующий временной сдвиг  в соот-
ношении (36) зависит как от сдвига фаз ψ, так и от
частоты колебаний уровня моря:

Большой перепад уровней соответствует за-
паздыванию проникновения волны в водонос-
ный слой, что должно наблюдаться при малых .
При этом сдвиг фаз мал. Это понятно – уровень
морской воды колеблется, а в водоносный слой
колебания передаются слабо. Поэтому разность
уровней практически совпадает с колебаниями
уровня моря, разность фаз ψ отсутствует.

Малый перепад уровней соответствует боль-
шим значениям , что равносильно хорошему
проникновению колебаний уровня в водоносный

0:X =

( )0,  cos  sin .h t A t B t= ω + ω

( )  cos  .wh t a t= ω

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

0, cos
cos  ,

wh t h t h t a t
a t t

δ = − = ω + ψ =
= ω + �

M

M

M

( )
( )

2 2

2

2
 .

1 1
G G

G

+ +=
+ +

M

M

G
 G ∞

G

tg .
2

G
G

ψ =
+

0t�

0 .t ψ=
ω

�

G

G

слой или отсутствию препятствий в виде водоне-
проницаемой прослойки.

Для численной оценки описанных эффектов
приведем расчетные значения всех параметров
задачи для различных . В табл. 1 представлены
следующие параметры:

1)  – коэффициент ослабле-

ния амплитуды колебаний уровня подземных вод
по сравнению с амплитудой колебания уровня
моря;

2)  – сдвиг фаз между колебанием уровня
моря и колебанием уреза подземных вод;

3)  временнáя задержка вертикальных ко-
лебаний уреза подземных вод относительно коле-
баний уровня моря для полусуточного лунного
прилива;

4)  – отношение разницы

уровней морской воды и уреза подземных вод к
амплитуде колебаний уровня моря;

5) ψ – сдвиг фаз между перепадом уровней
морской и подземных вод и колебанием морской
поверхности, соответствующее время задержки:

.

Пояснения поведения уреза подземной воды

Урез соответствует координате . Уровень
подземной воды описывается соотношением
(34), и если нижняя граница водонепроницаемо-
го слоя (лед, мерзлый грунт) для простоты приня-
та плоской и наклоненной под углом α к горизон-
ту, то уравнение этой границы можно записать в
виде: . Следовательно,  – коорди-
наты уреза подземной воды – связаны соотноше-
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Таблица 1. Численные значения параметров задачи
для различных 

G t0
ψ

град. рад. град. рад.

0 0 45.0 1.5 ч 1 0 0

0.1 0.07 42.4 0.74 1.46 ч 0.95 2.9 0.05
0.5 0.28 33.8 0.59 1.16 ч 0.78 11.5 0.20
1 0.45 26.4 0.46 0.91 ч 0.63 18.3 0.32
5 0.82 9.7 0.17 20 мин 0.23 35.5 0.62

10 0.90 5.2 0.09 11 мин 0.13 39.5 0.69
50 0.98 1.1 0.02 3.3 мин 0.03 44.1 0.77

1 0 0 0 0 45
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нием . Отсюда следует следую-
щий закон поведения  – координаты уреза:

При гармоническом поведении уровня моря
 поведение координат  и 

уреза подземной воды будет тоже гармониче-
ским, но происходить это будет с меньшей ам-
плитудой и некоторым запаздыванием:

Время запаздывания сигнала  обсуждалось
ранее, и его оценки для разных значений пара-
метров задачи приведены в табл. 1.

В случае более сложной формы дна (
при гармоническом законе поведения уровня
моря   (координата уреза под-
земных вод) ведет себя точно так же

, в то время как поведе-
ние  (координаты уреза  подчиняется более
сложному закону. При этом  и  связаны
соотношением

откуда следует, что движение уреза подземных
вод по горизонтали подчиняется соотношению
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, где  – функция, обратная к
функции ϕ.

НАТУРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
НА оз. ШПИЦБЕРГЕН

В январе 2013 г. авторами данной работы про-
водилось полевое исследование на эксперимен-
тальном полигоне в г. Лонгиербьюен (оз. Шпиц-
берген, Норвегия). Суть работы заключалась в
фиксации колебаний уровней воды в Адвент-
фьорде (Adventfjorden) и уровня грунтовой воды в
прибрежной зоне фьорда.

Для проведения измерений на берегу фьорда
был оборудован специальный полигон, на кото-
ром установили четыре датчика измерения поро-
вого давления (пьезометры) в грунте прибрежной
зоны и один датчик давления, который находился
на дне фьорда. Принципиальная схема устрой-
ства полигона представлена на рис. 1, 2.

На береговой части полигона находились че-
тыре точки измерения, в которых располагались
датчики давления на глубинах 5.5 и 4 м от уровня
земли и датчики температуры (рис. 1, 2). В точке 5
измерялось придонное давление морской воды.
Точность глубины положения датчиков с учетом
локальных неровностей поверхности земли оце-
нивается в 5 см. Из-за уклонов, перекосов, неров-
ностей поверхности Земли на полигоне датчики
оказались на разных горизонтах, при этом точ-
ность их положения относительно друг друга оце-
нивается в 10–15 см. Далее было оценено, что

( ) ( )( )1 0,x t h t−= ϕ 1−ϕ

Рис. 2. Схема экспериментального полигона. Вид сверху.
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примерно на такую же величину отклоняется сво-
бодная поверхность подземной воды, соответ-
ствующая эффекту накачки, дополнительному
подъему уровня подземных вод, связанному с не-
линейными эффектами подземной гидродина-
мики.

Поэтому показания датчиков абсолютных зна-
чений давления не использовались для восста-
новления положения свободной поверхности
подземных вод. Горизонты положения всех дат-
чиков давления гарантировали, что все они рас-
положены заметно ниже уровня морской воды на
любой стадии прилива и ниже уровня промерза-
ния почвы, что в свою очередь фиксировалось
датчиками температуры, которые были помеще-
ны в те же каналы, что и пьезометры. Измерения
температуры в грунте проводились в точках 1–4
на глубинах 0.5, 2, 4, 6 м ниже уровня грунта и в
атмосфере на высоте 1 м. Измерение давления в
море проводилось на дне в ~5 м от берега в непо-
средственной близости от прибрежного полигона.

Ввиду того, что прямые измерения параметров
математической модели были затруднены, было
принято решение оценить фильтрационные
свойства грунта прибрежной зоны фьорда на ос-
нове косвенных вычислений и при задержке фик-
сации одного и того же колебания уровня подзем-
ной воды на разных датчиках, которые располага-
лись на одной линии (датчики 2–1, 3–4).

Исходя из полученных данных проводилась
оценка фильтрационных свойств грунта, что по-
дробно изложено в работе [4]. Так, например, для
полигона на оз. Шпицберген оценка волнового
числа , которое использовалось в (30), составила

, а коэффициента  из (23) – .

Из полученных оценок фильтрационных
свойств грунта на оз. Шпицберген можно полу-
чить оценки для описываемых в данной работе
эффектов (табл. 2).

К сожалению, неизвестна глубина залегания
кромки водонепроницаемой прослойки , по-
этому в качестве возможных значений  выбра-
ны три варианта – 1, 2 и 3 м. Как показали расче-
ты, проникающая в прибрежный водоносный
слой волна имеет амплитуду колебаний на урезе
0.4–0.8 амплитуды колебаний уровня моря. Для
полусуточного лунного прилива задержка сигна-
ла на урезе – в пределах от 20 мин до 1 ч. Между
морем и подземной водой на урезе существует за-
метный перепад уровней, который колеблется с
частотой прилива и амплитудой 0.2–0.7 амплиту-
ды прилива. Данные расчета по вполне конкрет-
ному полигону показали, что предлагаемый эф-
фект заметен.

В работе [1] изучался нелинейный отклик
уровня подземных вод на приливные колебания

k
10.018
м

Κ 3 м34 10
с

−×

0h
0h

уровня моря без наличия льда и промерзшего
грунта на границе море – береговой грунт. В каче-
стве граничных условий применялось условие не-
прерывности уровня воды при переходе из моря в
береговой водоносный горизонт. Другими слова-
ми, на всех стадиях эволюции уровня подземной
воды внешний урез морской воды совпадал с
внутренним урезом поземных вод. Отметим, что в
данных работах и работах многих других авторов,
например [5], рассматривались исключительно
медленные вариации уровня моря – приливы.
Именно для медленных движений можно наде-
яться на то, что уровень подземных вод успеет
среагировать на подъем или снижение уровня мо-
ря, что и приведет к выравниванию обоих уров-
ней на месте их соприкосновения – урезе мор-
ской воды.

В результате этих исследований был теорети-
чески объяснен и экспериментально подтвер-
жден эффект поднятия среднего уровня подзем-
ных вод над средним уровнем моря – так называ-
емый пампинг-эффект, или эффект накачки.
В формальные математические соотношения,
описывающие это явление, входит частота коле-
баний уровня моря, так что расчетный подъем
среднего уровня подземных вод увеличивается с
ростом частоты колебаний. В результате для вы-
сокочастотной части спектра колебаний моря от-
клик в подъеме среднего уровня подземных вод
становится нереально большим. По этой причине
вся изложенная теория применялась исключи-
тельно для низких частот, и для полусуточных
приливов она давала вполне реальные результаты.

Одно из возможных объяснений несостоя-
тельности теории пампинг-эффекта на высоких
частотах может быть связано с тем, что идея не-
прерывного сращивания уровней морской и под-
земной вод на урезе оказывается неверной. Под-
земная вода в силу значительной инерционности
процессов фильтрации не успевает подстроить
свой уровень под уровень уреза морской воды.
В результате урез морской воды может не совпа-
дать с урезом подземной вод.

В данной работе рассматривается ситуация,
когда наличие льда и промерзшего прибрежного
грунта препятствует прямому обмену морских и
подземных вод, поскольку воды разделены водо-
непроницаемой прослойкой, и только ниже
кромки указанной прослойки водообмен возмо-

Таблица 2. Оценки рассматриваемых эффектов
на полигоне оз. Шпицберген

1 м 5.81 0.84 17 мин 0.21 76 мин
2 м 2.61 0.70 32 мин 0.38 61 мин
3 м 0.73 0.37 62 мин 0.71 31 мин

0h G K 0t M 0t�
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жен. При таком подходе, как показано выше, до-
пускается перепад уровней подземных вод и
уровней морской воды. Амплитуда колебаний
уровня подземных вод  уменьшается с коэффи-
циентом ослабления  по сравнению с амплитудой
колебаний уровня моря (см. (36), (37)): .

ВЫВОДЫ

При гармоническом колебании уровня моря в
водоносном слое прибрежной зоны формируется
прогрессивная волна, убегающая от моря в сторо-
ну берега и имеющая ту же частоту колебаний, что
и уровень моря. Амплитуда колебаний подземной
воды экспоненциально затухает при удалении от
моря. На длину и фазовые скорости волн, прони-
кающих в водоносный слой, водонепроницаемая
прослойка влияния не оказывает. Наличие льда и
мерзлого грунта в прибрежной зоне моря как пре-
пятствия для фильтрации морской воды в берего-
вой грунт приводит к уменьшению водообмена
между морем и прибрежным подземным водо-
носным слоем, вследствие этого уменьшается ам-
плитуда колебаний уровня подземной воды в
сравнении с амплитудой колебаний поверхности
грунтовых вод при отсутствии водонепроницае-
мой прослойки. Вычислен соответствующий ко-
эффициент ослабления амплитуды. В предло-
женной модели допускается разрыв между
уровнями моря и грунтовой воды и выведены со-
ответствующие соотношения, описывающие эво-
люцию этого разрыва. Новым свойством пред-
ставленной модели оказалась временнáя задерж-
ка сигнала в подземном водоносном слое в виде
скачка начальной фазы колебаний уровня грун-
товых вод на урезе.

Статья посвящена коллеге и большому другу
ее авторов, эксперту в области пампинг-эффекта,
доктору физ.-мат. наук, профессору, заведующе-
му лабораторией гидродинамики Института вод-
ных проблем РАН – Валерию Николаевичу Зыря-
нову, которого не стало в феврале 2021 г.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1
Условие слабого различия локальной 

горизонтальной скорости течения  
и осредненной скорости  по толщине потока

При выводе граничного условия (11) восполь-
зовались слабым отличием локальной горизон-
тальной скорости течения  от средней го-
ризонтальной скорости по толщине потока 
в зоне водоносного слоя под промерзшим грун-
том, где у подземной воды нет свободной поверх-
ности. На рис. 1 эта область обозначена как
криволинейная трапеция  Указанное огра-
ничение будет безусловно выполняться в прибли-
жении мелкой воды. Уместно заметить, что урав-
нение Буссинеска, справедливое в области во-
доносного слоя, где свободная поверхность
существует, тоже получено в приближении мел-
кой воды. Идея воспользоваться “грубым” гра-
ничным условием (11) связана с тем, что само
уравнение Буссинеска написано с той же степе-
нью “грубости”. При этом использование более
точного граничного условия с грубым уравнени-
ем Буссинеска не повысит общей точности реше-
ния задачи. Линеаризация уравнения Буссинеска
(замена нелинейного уравнения (6) на линейное
уравнение (23)) приводит к дополнительному
огрублению поставленной задачи. Итак, прибли-
женное граничное условие подходит для дальней-
ших рассуждений, при этом в области криволи-

( ),u x y
( ) u x

( ),u x y
( ) xu

.ABCD
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нейной трапеции  локальная горизонтальная
скорость течения  может быть заменена на
среднюю горизонтальную скорость  по ло-
кальной толщине потока. Выясним теперь, какая
ошибка допущена при такой замене. Для упроще-
ния задачи примем, что верхняя граница области

 плоская, т. е. в трапеции  верхняя
граница  – прямая линия. Положим также,
что течение в области  схоже с течением от
точечного источника, помещенного в вершину
угла  – пересечения продолжений отрезков

 и . Сказанное будет справедливо, если от-
резок  будет мал по сравнению отрезком 
или, что то же самое, точки ,  и  практически
совпадают. В этом случае течение будет радиаль-

но расходиться от точки  и затухать как  (  –

расстояние точки  до рассматриваемой точки).
Обозначим радиальную компоненту скорости ,

тогда  (  – некоторая величина, связанная с

потоком из источника в точке ,  может зависеть
от времени).

В области  введем полярные координа-
ты  – угол, образованный радиусом-векто-
ром  и отрезком . Для краткости длину отрез-
ка  обозначим как . Рассмотрим горизон-
тальную компоненту скорости на отрезке .
Выберем на  произвольную точку  с поляр-
ными координатами . В предлагаемых обо-

значениях , радиальная скорость в точке

 , а горизонтальная компонента

скорости: . На отрезке  горизон-

тальная компонента скорости будет уменьшаться
по мере перемещения вверх точки  из-за увели-
чения угла  в диапазоне . Здесь α –
угол наклона отрезка  к горизонту. Среднее
значение горизонтальной компоненты скорости

 на отрезке  оказывается равным значению

. Вернемся теперь к проблеме

замены локальной горизонтальной скорости те-
чения в области  на ее среднее значение по
высоте потока на данной вертикали. Роль локаль-
ной горизонтальной скорости играет величина

, средняя горизонтальная скорость те-

чения на вертикали  есть величина
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. Максимально возможная раз-

ница скоростей  и  соответствует значению
скорости  в точке  при . Тогда максималь-
но возможная ошибка при замене  на  соста-

вит величину , а максималь-

ная относительная ошибка – величину

. Как видно, замена  на  безобидна

для малых углов α и недопустима для больших уг-

лов α. Рассмотрим численные значения  для

различных величин углов α (табл. 3).
Вернемся к уравнению Буссинеска и оценим

относительную ошибку, которую допускаем при
линеаризации уравнений. Это легко сделать, по-

лучим величину порядка . В условиях полигона

на о. Шпицберген . Следовательно, если

считать, что в основном уравнении ошибка 
допустима, то чтобы не превышать точность в
другой части задачи (а именно – в граничном
условии), надо признать, что угол наклона ниж-
ней поверхности промерзшего грунта к горизонту
в  вполне пригоден, но превышать это значе-
ние угол не должен. Напомним, что на полигоне
на оз. Шпицберген угол берегового склона со-
ставляет 7°, что позволяет считать граничные
условия (11) справедливыми с относительной по-
грешностью <0.01. Само управляющее уравнение
при этом более грубое, чем используемое гранич-
ное условие.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

 Естественное ограничение на параметры задачи

Задача решалась в предположении, что оба
уреза, как для морской, так и для подземной во-
ды, скользят по границам водонепроницаемой
прослойки с разных сторон и нигде не опускают-
ся ниже самой глубокой части водонепроницае-
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Таблица 3. Максимально возможные значения оши-
бок при замене локальной скорости на ее среднее зна-
чение по толщине потока

α 1° 5° 10° 30° 45°

0.17
 
u

u
δ 410− 32.5 10−× 0.01 0.083
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мого слоя – подводной кромки льда или замерз-
шего грунта, . Это означает справедли-
вость неравенства

(2.1)

Предполагается, что все результаты, получен-
ные в данной работе, удовлетворяют неравен-
ству (2.1). Как видим, применять эти результаты
к ситуации  принципиально невозможно.

При нарушении неравенства (2.1) урез мор-
ской воды в верхней части скользит по границе
водонепроницаемой прослойки, а в нижней ча-
сти выходит на пористый береговой грунт. Как
при этом поведет себя урез подземной воды, в на-
стоящее время неясно. Возникает также вопрос о
том, какие граничные условия сшивки уровней
морской и подземной воды надо потребовать в
этом более общем случае. Все эти затронутые
проблемы и задачи – предмет изучения и разви-
тия в будущем.
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