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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Математическое моделирование многих процессов, происходящих в реальном мире, часто

приводит к изучению начальных и граничных задач для обыкновенных дифференциальных и
интегродифференциальных уравнений. В случаях, когда граница области протекания физиче-
ского процесса недоступна для измерений, в качестве дополнительной информации, достаточ-
ной для однозначной разрешимости задачи, могут служить нелокальные условия в интегральной
форме. Изучению интегродифференциальных уравнений посвящено большое количество работ
(см., например, [1]–[7]).

В настоящей работе изучается разрешимость нелокальной краевой задачи для обыкновенного
интегродифференциального уравнения Фредгольма с вырожденным ядром и двумя спектраль-
ными параметрами. Вычисляются значения спектральных параметров, при которых устанавли-
вается разрешимость рассматриваемой краевой задачи. Интегродифференциальные уравнения
с вырожденным ядром при других постановках задач рассматривались, в частности, в [8]–[14].

Задача. Требуется найти функцию , удовлетворяющую на ин-
тервале  уравнению вида

(1)

и следующие условия:

(2)

где  – заданное положительное число,  – положительный спектральный параметр,

 – действительный спектральный параметр, , , ,
. Здесь предполагается, что отличные от нуля функции  и  являются линейно

независимыми.
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2. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ (1), (2)
С учетом вырожденности ядра уравнение (1) запишем в виде

(3)

С помощью обозначения

(4)

уравнение (3) перепишется в виде

и решается методом вариации произвольных постоянных. В результате получим

(5)

где  – пока произвольные постоянные,

Для нахождения неизвестных коэффициентов  и  в (5) воспользуемся первым условием
из (2) и получим равенство

(6)

где , , .

Случай 1:

(7)

Тогда из (6) приходим к тривиальному результату: , т.е. . В этом случае соответству-
ющее дифференциальное уравнение  имеет бесконечное множество решений

(8)

где  – произвольные постоянные.
Вычислим значения параметра , при которых имеет место (7). Пусть 

 при некоторых . Это условие эквивалентно уравнению , кото-
рое имеет решения

(9)

где  – множество натуральных чисел. Формула (9) является алгебраическим уравнением отно-
сительно . Так как  и  – положительная возрастающая функция, то отсюда следует

условие разрешимости уравнения (9): . Его можно решать методом последовательных
приближений

или графическим способом
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Пусть теперь при некоторых  справедливо равенство .
Это условие эквивалентно уравнению

Отсюда получаем две серии решений:

(10)

Вторая формула в (10) является алгебраическим уравнением относительно . Его тоже мож-
но решать методом последовательных приближений или графическим способом.

Множество всех значений параметра , определенных в формуле (9), обозначим через .
Множество всех значений параметра , определенных в формуле (10), обозначим . Общее чис-
ло значений параметра , при которых имеет место условие (7), счетное. Поскольку ,
то . Поэтому функция (8) не может являться решением краевой задачи (1), (2). Сле-
довательно, краевая задача (1), (2) в данном случае не имеет решений.

Таким образом, справедлива

Теорема 1. Пусть выполняются условия (7). Тогда на отрезке  краевая задача (1), (2) не име-
ет решений.

Случай 2. В (6) положим

(11)

Тогда из (6) получаем, что  и  – произвольное число. В этом случае спектр пара-

метра  состоит из множества , определенного формулой (10), и формула (5) принимает вид

(12)

С учетом того, что

преобразуем формулу (12)

(13)

где

Подставляя (13) в (4), приходим к системе алгебраических уравнений (САУ)

(14)
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Отметим, что из линейной независимости функций  и  следует, что . САУ (14)
однозначно разрешима при любых конечных , если выполняется условие

(15)

Определитель  в (15) есть многочлен относительно  степени не выше . Поэтому урав-

нение  имеет не более  различных действительных корней. Их обозначим через ,
. Тогда  являются собственными значениями ядра интегродифференциального

уравнения (1). Для других значений  решения САУ (14) записываются в виде

(16)

где

Подставляя (16) в (13), получаем

(17)

Чтобы однозначно определить , воспользуемся вторым условием из (2). Тогда из формулы (17)
получаем решение краевой задачи (1), (2)

(18)

где

Нетрудно убедиться, что

Единственность решения краевой задачи (1), (2) следует из того, то при  имеет место
 для всех  и при всех значениях параметра .
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Таким образом, справедлива 

Теорема 2. Пусть выполняются условия (11). Тогда на отрезке  для всех значений параметра
 краевая задача (1), (2) имеет единственное решение в виде функции (18), если выполняется

условие (15).

Случай 3. Положим, что

(19)

В данном случае рассматривается однородная система алгебраических уравнений (ОСАУ)

(20)

При этом требуется выполнение условия

(21)

ОСАУ (20) имеет некоторое число  линейно независимых ненулевых вектор-реше-
ний , . Функции

(22)

будут нетривиальными решениями соответствующего однородного уравнения

(23)

Общее решение однородного интегрального уравнения (23) в силу (22) можно записать в виде

(24)

где  – произвольные постоянные.

В силу гладкости  решение (24) нетрудно подчинить второму условию из (2), если величи-

ну  можно представить в виде суммы . Но, по характеру постановки задач ,
. Согласно теореме о среднем (см. [15, с. 419, теорема 3]) условие (21) выполняется, если

 при . Подмножество  множества  обозначим через . Для всех

значений  выполняется условие  и краевая задача (1), (2) имеет бесконечное

множество решений. Для других значений параметра  условие  не выпол-
няется и, поэтому, краевая задача (1), (2) не имеет решений.

Таким образом, справедлива

Теорема 3. Пусть выполняются условия (19). Тогда для всех значений  краевая задача (1),
(2) имеет бесконечное множество решений на отрезке . А для других значений параметра

 краевая задача (1), (2) не имеет решений.

Случай 4. В (6) положим, что

(25)
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Тогда из (6) получаем, что  – произвольное число, . В этом случае спектр пара-

метра  состоит из множества , определенного формулой (9), и формула (5) принимает вид

(26)

где

Подставляя (26) в (4), приходим к системе алгебраических уравнений (САУ)

(27)

где

САУ (27) однозначно разрешима при любых конечных , если выполняется условие

(28)

Определитель  в (28) есть многочлен относительно  степени не выше . Уравнение
 имеет не более  различных действительных корней. Их обозначим через ,

. Тогда  являются собственными числами ядра интегродифференциального
уравнения (1). Для других значений  решения САУ (27) записываются в виде

(29)

где

Подставляя (28) в (25), получаем
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Чтобы однозначно определить , воспользуемся вторым условием из (2). Тогда из формулы (30)
получаем единственное решение краевой задачи (1), (2)

(31)

где

В (31) имеем

Таким образом, справедлива
Теорема 4. Пусть выполняются условия (25). Тогда на отрезке  для всех значений параметра

 краевая задача (1), (2) имеет единственное решение в виде функции (31), если выполняется
условие (28).

Случай 5. Положим, что

(32)
В данном случае рассматривается однородная система алгебраических уравнений (ОСАУ)

(33)

Чтобы решения ОСАУ (33) имели отношения к задаче (1), (2), требуется выполнение условия

(34)

Так как , , условие (34) выполняется только в том случае, если 

при . Но ни для одного значения параметра  это условие  не выполня-
ется. Поэтому краевая задача (1), (2) не имеет решений в данном пятом случае.

Таким образом, справедлива
Теорема 5. Пусть выполняются условия (32). Тогда при всех значениях  краевая задача (1),

(2) не имеет решений на отрезке .
Случай 6. Положим, что

(35)
Тогда из (6) получаем, что

(36)

где .

Теперь при  воспользуемся вторым условием из формулы (2). Тогда из (36)
приходим к равенству
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где , . Здесь для определения неизвестного коэффициента  требуется
выполнение условия

(38)

Тогда из (37) находим  и подстановкой его в формулу (36) получаем

(39)

где

Подставляя (39) в (4), получаем систему алгебраических уравнений (САУ)

(40)

где

САУ (40) однозначно разрешима при любых конечных , если выполняется условие

(41)

Определитель  в (41) есть многочлен относительно  степени не выше . Уравнение
 имеет не более  различных действительных корней. Их обозначим через ,

. Тогда  являются собственными значениями ядра интегродифференциального
уравнения (1). Для других значений  решения САУ (40) записываются в виде

(42)
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σ λ = λ − λ3( ) sin T γ = ξ' ( )T 2A

σ λ = λ − λ ≠ .3( ) sin 0T

2A

=

ν,λ = ϕ + τ ,
λ∑1

( ) ( ) ( )
k

i i
i

u t B t D t

σ λ σ λ= δ , δ = λ + λ ,
λσ λ σ λ

1 2
0 0

3 1

( ) ( )( ) ( ) ( ) sin cos
( ) ( )

B t t t t t

⎡ ⎤
= δ − + + ,⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫2
0

'( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

i i i i iD t t h t dt h T h T h t

δλδ = − λ , = λ − , = , .
σ λ σ λ ∫0

2
1 3 0

( )cos( ) sin ( ) sin ( ) ( ) 1
( ) ( )

t

i i
ttt T h t t s a s ds i k

=

ντ − τ Θ = ϕχ , = , ,
λ∑1

1
k

i j ij i
j

i k

Θ = χ =∫ ∫
0 0

( ) ( ) , ( ) ( ) .
T T

ij i j i ib s D s ds b s B s ds

χi

ν νν− Θ Θ Θ
λ λλ

νν νΘ − Θ Θ
Δ ν,λ = ≠ .λλ λ

ν ννΘ Θ − Θ
λ λλ

� � � �

11 112

221 22
3

1 2

1

1
( ) 0

1

k

k

k kkk

…

…

…

Δ ν,λ3( ) ν
λ k

Δ ν,λ =3( ) 0 k ρm

≤ ≤1 m k ν = λρm

ν ≠ λρm

Δ ν,λτ = ϕ , = , ,
Δ ν,λ

3

3

( ) 1
( )
i

i i k

− +

− +

− +

ν ν νν− Θ Θ χ Θ Θ
λ λ λλ

ν νν νΘ Θ χ Θ Θ
Δ ν,λ = .λ λλ λ

ν ν ννΘ Θ χ Θ − Θ
λ λ λλ

� � � � � � �

11 1( 1) 11 1( 1)

2( 1) 221 2 2( 1)
3

1 ( 1) ( 1)

1

( )

1

i ki

i ki
i

k k i kkk k i

… …

… …

… …



260

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 59  № 2  2019

ЮЛДАШЕВ

Подставляя (42) в (39), получаем решение краевой задачи в виде

(43)

где

Теперь предполагается, что нарушается условие (38). Пусть  при некото-
рых . Это условие эквивалентно равенству . Если , то это тригонометрическое
уравнение имеет следующие решения:

(44)

в предположении, что  и , где  – натуральное число. Формулы в (44) также являются

алгебраическим уравнениями относительно . Если , то условие (38) всегда выполняется.
Множество всех значений параметра  определенных в формуле (44), обозначим через .

Таким образом, справедлива
Теорема 6. Пусть выполняются условия (35), (38) и (41). Тогда при всех значениях параметра

 краевая задача (1), (2) имеет единственное решение на отрезке .
Случай 7. Положим, что

(45)

В данном случае рассматривается однородная система алгебраических уравнений (ОСАУ)

(46)

где

ОСАУ (46) имеет некоторое число  линейно независимых ненулевых вектор-решений
, . Чтобы эти решения имели отношения к краевой задаче (1), (2), требуется

выполнение условия

(47)

Так как , , условие (47) выполняется, если

(48)

при , где .

Вычисление интеграла (48) приводит к тригонометрическому уравнению ,
которое имеет две серии решений
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Множество значений , определенное формулой (49), не принадлежит множеству
, так как оно содержится в . Множество значений , определенное фор-

мулой (50), принадлежит  и его обозначим через . Поэтому при всех 
условие (47) выполняется. Для других значений параметра , усло-
вие (47) не выполняется.

Таким образом, справедлива

Теорема 7. Пусть выполняются условия (45). Тогда для всех значений  краевая задача (1),
(2) имеет бесконечное множество решений на отрезке . А для других значений параметра

 краевая задача (1), (2) не имеет решений.
Случай 8. Положим, что

(51)

Формулу (36) перепишем в виде

(52)

где

В данном случае  однозначно не определяется и остается как произвольное постоянное чис-
ло. Из (37) при  находим , т.е. получаем одно уравнение с неизвестными в количе-
стве 

(53)

где  – произвольное действительное число.

Алгебраическое уравнение (53) с неизвестными в количестве  имеет бесконечное множество
решений. Это решение обозначим через , . Подставим это решение в (52), получим

(54)

Таким образом, справедлива

Теорема 8. Пусть выполняются условия (51). Тогда при всех значениях параметра  краевая
задача (1), (2) имеет бесконечное множество решений на отрезке . Эти решения определяются
из формулы (54).

3. ПРИМЕРЫ

Интегродифференциальные уравнения являются математическими моделями протекания
многих физических процессов и работы технических систем (см., например, [16], [17]).

Пример 1. В качестве первого примера рассмотрим систему регулирования, где динамика объ-
екта описывается дифференциальным уравнением первого порядка [18]. Регулируемым объек-
том является генератор постоянного тока. Регулируемая величина – напряжение на клеммах ге-
нератора, от которых питается сеть с различными нагрузками. Автоматический регулятор дол-
жен поддерживать постоянное напряжение при различных нагрузках и скоростях привода.
Уравнение динамики генератора как объекта регулирования описывается уравнением

(55)
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где  – постоянная времени,  – коэффициент усиления объекта,  – регулируемое напря-
жение,  – регулирующее воздействие. Уравнение усиленного регулятора с коррекцией на от-
резке  представляется в интегральной форме

(56)

где  – коэффициент усиления генератора,  выражает разницу между двух величин, одна из
которых вызывает отклонение напряжения, а другая ликвидирует это отклонение и восстанав-
ливает требуемое значение напряжения. Ядро интеграла в (56) удобно записать в виде

. Тогда, подставляя (56) в уравнение (55), получаем интегродифференциальное
уравнение первого порядка

(57)

где , . Здесь предполагается, что , , .

Если уравнение (57) рассмотрим с краевым условием

то условием однозначной разрешимости данной задачи является

где , .

Пример 2. В качестве второго примера рассмотрим систему регулирования второго порядка
(см. [18]). Динамика движения крена ракеты описывается уравнением

где  – угол крена,  – стабилизующее воздействие,  – постоянная времени объекта, рав-
ная моменту инерции ракеты, деленному на коэффициенты сопротивления воздуха вращению
ракеты,  – коэффициент усиления объекта, характеризующий эффективность рулей. Уравне-
ние усиленного стабилизатора крена ракеты, как и в случае первого примера, на отрезке 
представимо в интегральной форме:

где  – коэффициент усиления движения ракеты.
Тогда приходим к интегродифференциальному уравнению второго порядка

(58)

где , . Здесь предполагается, что , .

Если уравнение (58) рассмотрим с краевыми условиями
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то условием однозначной разрешимости данной задачи является

где , , .
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