
313

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, 2019, том 59, № 2, с. 313–324

РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ РАСТЕКАНИЯ НЕФТЯНЫХ РАЗЛИВОВ
НА ПОВЕРХНОСТИ МОРЯ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИМ МЕТОДОМ

© 2019 г.   Б. В. Архипов1,*, Д. А. Шапочкин1

(1119991 Москва, ул. Вавилова, 40, ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Россия)
*e-mail: arh12.bor12@yandex.ru

Поступила в редакцию 14.03.2018 г.
Переработанный вариант 10.07.2018 г.

В работе рассматривается модель растекания нефтяного разлива на основе уравнения в част-
ных производных, базирующаяся на рассмотрении баланса сил, действующих на осесиммет-
ричное пятно. Цель работы состоит в построении метода численного решения, способного
правильно описать движение контактной границы разлива. Оригинальность предлагаемого
подхода заключается в том, что в нем, с одной стороны, предлагаются граничные условия,
специфические для каждой стадии Фэя, а с другой стороны, рассматривается способ числен-
ного решения уравнения растекания на основе метода характеристик. Показано, что получа-
емое численное решение согласуется с формулами Фэя. Библ. 23. Фиг. 4. Табл. 2.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Проблемы, связанные с загрязнением окружающей среды в результате нефтяных разливов,

привели к необходимости разработки математических моделей, описывающих процесс перено-
са и трансформации нефтяных разливов на поверхности моря. Эти модели выполняют важную
роль при решении практических задач оценки воздействия на окружающую среду и ликвидации
нефтяных разливов (см. [1]–[3]).

Сложность моделирования трансформации нефтяного разлива в окружающей среде заключа-
ется в многообразии процессов (воздействий), которым подвергается нефтяной объем, оказав-
шийся в естественных условиях. При исследовании данной проблемы, с одной стороны, необхо-
димо одновременно учитывать процессы разной природы, описываемые зачастую в терминах
различных областей знаний, а с другой стороны, возникают существенные трудности с количе-
ственным описанием некоторых из этих процессов, обусловленные отсутствием теорий, удовле-
творительно описывающих происходящие явления (например, процессы растекания, дисперги-
рования и эмульсификации) (см. [4]).

Реальное нефтяное пятно в процессе эволюции испытывает ряд превращений. В начальный
период оно имеет довольно сложную форму, вытянутую по направлению ветра. В головной ча-
сти пятна (толстый слик) сосредоточена большая часть массы нефти. В окружающем кольце
(темная нефть) нефти существенно меньше. Остальная часть нефтяного пятна (тонкий слик) со-
держит не более доли процента от всей массы разлива и имеет толщину менее 1 мкм. В то же вре-
мя площадь тонкого слика существенно превышает площадь остальной части (см. [4]). Со вре-
менем нефтяное пятно теряет сплошность и превращается сначала в набор полос, а затем отдель-
ных пятен. Строго говоря, в настоящее время не существует модели, основанной на уравнениях
гидродинамики, способной описать такие особенности, и поэтому в существующих моделях ис-
пользуются более или менее грубые подходы (параметризации), учитывающие лишь часть
свойств, сопровождающих растекание.

Одни из первых результатов по количественному описанию растекания нефтяных разливов
были получены в известных работах Фэя (см. [5], [6]). В этих работах было рассмотрено одномер-
ное (плоско-параллельное) и осесимметричное растекание нефти по неподвижной водной по-
верхности. Было выделено три стадии процесса растекания (в зависимости от типа преобладаю-
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щих сил, действующих на нефтяное пятно): инерционно-гравитационная, гравитационно-вяз-
кая и поверхностно-вязкая. Для каждой из этих стадий была получена степенная зависимость
радиуса пятна от времени (с различными показателями степени на различных стадиях) с коэф-
фициентом пропорциональности, определяемым на основе экспериментальных данных.

Основными недостатками алгебраических формул Фэя и их аналогов (см. [4]), затрудняющи-
ми их практическое применение, являются разбиение процесса растекания на отдельные фазы
(возникает необходимость в определении временных границ различных фаз). Кроме того, в этом
подходе невозможно согласованно с растеканием учитывать влияние других процессов выветри-
вания, приводящих к изменению массы разлива (испарение, эмульсификация, диспергирование
и т.п.).

В ряде работ для описания процесса растекания нефтяных разливов используются обыкно-
венные дифференциальные уравнения (ОДУ), в определенном смысле обобщающие формулы
Фэя (см. [7]–[11]). Данные ОДУ получаются при грубых допущениях о форме разлива (как пра-
вило, принимаемого в виде кругового цилиндра или конуса) и использовании приближенных
формул для сил, влияющих на растекание (см. [11]). Моделирование растекания на основе ОДУ
является несомненно более развитым подходом (в сравнении с использованием алгебраических
формул), поскольку позволяет описывать весь процесс растекания в рамках одной общей поста-
новки (без необходимости разбиения его на различные стадии), а также дает возможность отно-
сительно просто и естественно вводить в модель различные процессы выветривания, рассматри-
вать одномерное или осесимметричное растекание, а также две постановки – непрерывное вы-
текание или залповый сброс.

Расширением модели на основе ОДУ являются модели, приводящие к уравнениям в частных
производных (УрЧП) (см. [12]–[18]). Такие подходы позволяют учитывать некоторые дополни-
тельные особенности, в том числе неправильную форму разлива, однако, они обычно требуют
больших вычислительных затрат и достаточно трудны в реализации, в частности, в силу необхо-
димости рассматривать контактную движущуюся границу, окаймляющую нефтяное пятно. При
построении полноценных двумерных моделей движение контактной границы разлива описыва-
ется, как правило, достаточно грубо, на основе метода частиц с недостаточно обоснованными
граничными условиями (см. [12]–[16]). Вопрос постановки граничных условий и точность этого
метода для описания движения границы не исследованы. При использовании метода блуждаю-
щих частиц появляются дополнительные сложности согласования сплошности нефтяного раз-
лива и дискретности используемого подхода.

В настоящей работе рассматривается уравнение растекания на основе УрЧП, подобного урав-
нению, приведенному в работах (см. [12], [13]), но в осесимметричном варианте. Цель работы со-
стоит в построении метода численного решения, способного правильно описать движение гра-
ницы разлива. Оригинальность предлагаемого подхода заключается в том, что в нем предлагает-
ся способ численного решения уравнения растекания на основе характеристического подхода.
В результате реализации предложенного численного метода показано, что получаемое решение
согласуется с аналитическими решениями и/или формулами Фэя на различных стадиях растека-
ния, вытекающими из основного уравнения модели в результате уравнивания пар сил, в соответ-
ствии с подходом Фэя, преобладающих на каждой стадии процесса растекания.

2. ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА, ЛАГРАНЖЕВЫ КООРДИНАТЫ, ПОЛУЧЕНИЕ 
АВТОМОДЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ И ФОРМУЛЫ ФЭЯ

Рассмотрим растекание нефтяного разлива на поверхности моря на основе уравнений мелкой
воды (см. [12]–[19]) в полярных координатах:

(1)

(2)

Обозначения основных величин приведены в табл. 1.
Граничные и начальные условия для системы (1), (2) рассмотрены ниже. Уравнение (2) выра-

жает баланс четырех сил: 1 – силы инерции (левая часть), 2 – гравитационной силы (градиента
давления, первое слагаемое справа), 3 – силы поверхностного натяжения, 4 – силы поверхност-
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ного трения слоя нефти о водную поверхность (см. [12], [13]). Отметим некоторые особенности
используемого уравнения (2).

Во-первых, в гравитационный член (первое слагаемое в правой части уравнения) вместо пол-
ного гравитационного ускорения входит редуцированное ускорение . Во-вто-
рых, в правой части присутствует слагаемое, связанное с силой поверхностного натяжения. Для
введения этой силы используется коэффициент Харкинса (см. [20], [21]) .
В этом подходе для упрощения считаем, что сила поверхностного натяжения распространена по
всему пятну и вызвана градиентом поверхностного натяжения (см. [12], [13]). В-третьих, оценку
силы трения на нижней поверхности нефтяного слоя получаем на основе формулы Блазиуса для
силы трения при обтекании плоской пластинки набегающим потоком со скоростью  (см. [22]):

(3)

где  – продольная координата, отсчитываемая от передней кромки пластинки. Ясно, что в на-
стоящей модели нет претензии на подробное описание погранслоя в воде, его структуры и изме-
нения по радиусу силы трения. Потому формула (3) используется для оценки этой силы, где рас-
стояние, отсчитываемое от передней кромки пластинки, заменено линейным масштабом, рав-
ным радиусу разлива аналогично работе [12]. Отметим, что применимость такого подхода
обосновывается тем фактом, что при его использовании автомодельные решения, выводимые
ниже, дают правильный показатель степени в изменении радиуса, совпадающий с формулой
Фэя. Сила трения записывается через параметры пограничного слоя, возникающего в воде, и в
ее выражение входят плотность и вязкость воды, а не нефти.

Преобразуем задачу (1), (2) к безразмерной форме (см. [23]). Исходя из постановки, опреде-
ляем набор определяющих (искомых и задаваемых) величин. Выбираем новые основные едини-
цы, например, вместо кг, м, с (основные единицы в СИ) выбираем новые единицы объема 

(начальный объем нефти), плотности  (начальная плотность нефти), ускорения

 . Выводим одночлены, связывающие масштабы производных единиц с
масштабами исходных. Для значений масштабов основных независимых новых единиц выбира-
ем специфические значения, связанные с числовыми значениями соответствующих определяю-

( )Δ = ρ − ρ ρ0 /w wg g

σ = σ − σ − σwa wo oa

u

τ
⎛ ⎞ρ ν≈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1/22 3

,w w
f

uF C
x

x

3
0 [м ]V

ρ 3
0 [кг/м ]

( )Δ = ρ − ρ ρ0 /w wg g 2[м/с ]

Таблица 1. Обозначения основных величин

Название Обозначение

Время t
Радиальная координата
Радиальная компонента скорости u
Изменение толщины слоя нефти
Максимальная толщина слоя нефти
Радиус нефтяного пятна R
Гравитационное ускорение g
Плотности нефти и воды
Кинематические вязкости нефти и воды
Динамические вязкости нефти и воды

Редуцированное гравитационное ускорение

Поверхностное натяжение на границах раздела 
вода–воздух, вода–нефть, нефть–воздух
Коэффициент Харкинса
Напряжение трения
Подбираемые константы

r

( )h r

mh

ρ ρ,o w

ν ν,o w

μ μ,o w

ρ − ρΔ =
ρ

w o

w
g g

σ σ σ, ,wa wo oa

σ = σ − σ − σwa wo oa

fF

v
,tC C



316

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 59  № 2  2019

АРХИПОВ, ШАПОЧКИН

щих параметров. Связь старых (размерных) и новых (безразмерных) значений имеет вид, пока-
занный в табл. 2.

Вводя безразмерные параметры

(4)

получаем безразмерную постановку (для облегчения изложения будем обозначать все искомые
функции в безразмерной постановке теми же переменными):

(5)

(6)

Лагранжевы координаты вводим путем замены независимых переменных следующего вида:

Лагранжевы координаты отличаются от произвольных координат, изменяющихся со време-
нем, тем свойством, что их скорость движения равна скорости частиц жидкости. Учитывая, что
якобиан преобразования , получаем постановку в лагранжевых координатах

(7)

(8)

(9)

Для системы (7)–(9) необходимо сформулировать начальные и граничные условия. В каче-
стве начальных условий необходимо задавать начальный радиус и распределение толщины неф-
тяного слоя и его скорости. Граничные условия формулируются ниже (36)–(38), (45).

Автомодельное решение (см. [12], [13], [17], [18], [23]) задачи (7)–(9) ищем в виде

(10)

где  и  – граница разлива в лагранжевых и эйлеровых координатах соответственно. Из (9)

следует , следовательно, . Подставляя в (7) выражения для ,  и 

из (10), получаем , т.е. . Суммируя, получаем выражения для основных иско-
мых функций
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Таблица 2. Связь старых (размерных) и новых (безразмерных) значений

Название величины Связь “размерных” и “безразмерных” переменных

Длина

Время

Скорость

Объем
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На инерционно-гравитационной стадии из (8) получаем . С учетом (7) это

уравнение преобразуется к виду . Подставляя в него (11), имеем 

. Приравнивая сумму показателей нулю, получаем . Для толщины слоя

получаем уравнение , из которого находим . Величи-

ну  (толщина в центре пятна) определяем из условия нормировки: .

Это условие вытекает из постоянства объема: . Из которого получаем

Т.е. постоянство объема выполняется, несмотря на изменяемость со временем  и .
В результате на инерционно-гравитационной стадии выводим

(12)

На границе разлива для инерционно-гравитационной стадии получаем связь  и
 в виде

т.е.

(13)

На гравитационно-вязкой стадии из (8) следует

Подставляя в это уравнение (11), выводим

Откуда . Следовательно,

 Величину  определяем из условия нормировки. В результате на гравитационно-вязкой ста-
дии получаем

(14)

Отсюда следует связь  и  на границе разлива на гравитационно-вязкой стадии

т.е.
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Используя (11), на поверхностно-вязкой фазе из (8) получаем  или

. Следовательно,  и .

Из условия нормировки получаем . В результате на поверхностно-вязкой стадии имеем

(16)

Отсюда получаем связь  и  на границе для поверхностно-вязкой стадии

т.е.

(17)

Полученные условия (13), (15), (17) используются для численного решения соответствующих
уравнений. Формулы Фэя [5], [6] для залпового сброса объема  для разных стадий растекания
имеют следующий вид. На инерционно-гравитационной стадии , в безразмер-
ном виде . На гравитационно-вязкой стадии имеем  или

. На поверхностно-вязкой получаем

 или . Здесь коэффициенты , ,  подобраны Фэем по
экспериментальным данным.

3. ПОСТРОЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ ФОРМЫ И ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ
Придадим полученной системе характеристическую форму. Из (7)–(9) простыми преобразо-

ваниями получаем

(18)

(19)

(20)

Введем  и представим (18), (19) в матричной форме:

(21)

Умножив (21) на вектор , получим
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Определим собственные значения и векторы матрицы A:

(23)

Для нее получаем задачу на собственные значения

(24)

откуда

или в виде линейной системы

(25а)

(25б)

Из условия равенства нулю определителя этой системы

(26)

получаем собственные значения,

(27)

а из самой системы (25) находим собственные векторы матрицы A

(28)
Подставляя их в (22), получаем характеристическую форму

Переставляя слагаемые, получаем

(29а)

(29б)

Подставляя (28) и деля на , получаем систему в виде

(30)
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(32)

Рассмотрим производную вдоль характеристики при  и :

Из такого представления следует, что в левой части системы (30)–(32) стоят полные произ-
водные по характеристикам, так что ее можно переписать в виде

(33)

(34)

(35)

Здесь , , , , . При  имеем , .

Такое представление, с одной стороны, дает возможность определить  из (30), (31) или (33), (34)
и  из (32) или (35), а с другой стороны, поскольку первые две характеристики идут слева и спра-
ва, подсказывает форму и количество граничных условий (ГУ). Для левой границы ГУ определя-

ются из условия симметрии в виде , . Последнее соотношение также вытекает

из (19). Из (32) на левой границе определим . Особенная сложность заключается в задании
ГУ для границы нефтяного разлива (для простоты – правой границы). Для определения двух из
трех величин  используем уравнения (30) и (32). Для определения 3-й величины необхо-
димо дополнительное соотношение. В качестве таковых используем выражения (13), (15), (17),
полученные из автомодельных решений. Из этих выражений вытекает, что при численном реше-
нии задачи (30)–(32) на отдельных стадиях Фэя (т.е. когда присутствуют только члены, соответ-
ствующие рассматриваемой стадии) необходимо задавать различные граничные условия. На гра-
витационно-инерционной стадии ГУ имеет вид (считаем, что  – подбираемый параметр)

(36)

на гравитационно-вязкой стадии ГУ задаем в виде

(37)

для поверхностно-вязкой стадии определяем ГУ в виде

(38)

ГУ в виде (36) применялось, например, в [17], [18], варианты (37), (38) рассматриваются впер-
вые. Для решения задачи (30)–(32) построим сетку: . На этой сетке будем опре-
делять все искомые переменные:  . Обратим внимание, что в левой части
(30), (31) стоят производные от искомых функций  в виде операторов переноса, поэтому ап-
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проксимируем уравнения (30), (31) по явной схеме с помощью направленных разностей. Введем
аппроксимации

где

Комбинируя полученные разностные уравнения, во внутренних узлах  ,
получаем

(39)

(40)

На правой границе в узле  имеем

(41)

где . Дополнительно для каждой из стадий выбирается одно из ГУ (36)–(38).

Тогда на гравитационно-инерционной фазе получаем

(42)

на гравитационно-вязкой стадии
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на поверхностно-вязкой

(44)
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Из этих соотношений определяем  и , а  определяем из (32). На левой границе получаем
ГУ в виде

(45)

На фиг. 1–4 приведено сравнение численного решения, полученного на основе УрЧП c пара-
метрами , ,  с решениями для радиуса разлива, полученными по формулам
Фэя. На фиг. 1, 2 показаны численные решения для гравитационно-инерционной (без учета сил
поверхностного натяжения и вязкости) и гравитационно-вязкой стадий (без учета силы поверх-
ностного натяжения). На фиг. 3 приведено численное решение на поверхностно-вязкой стадии
(без учета гравитационной силы). На фиг. 4 приведено численное решение полной задачи. Вид-
но, что для автомодельных задач (стадий Фэя) решение совпадает с соответствующими фэевски-
ми решениями после завершения начального периода адаптации (когда играет роль нестацио-
нарность).

Особая сложность возникает при решении полной задачи, поскольку для нее невозможно
найти автомодельное решение и не известно ГУ. В этом случае задача решалась в едином алго-
ритме, с помощью переключения ГУ в определенные моменты времени. В начальный период
при  (время в безразмерных переменных) ГУ бралось по формуле (36), в промежуточный
период при  по формуле (37), на завершающей стадии по (38). Видно (фиг. 4), что в

u h r

+ +− = = =
ξ − ξ

1 1
1 0

1 0

0, 0, 0.
n nh h u r

=4 2.7C =5 2.3C = 1fC

τ < 90
< τ <90 900

Фиг. 1. Сравнение численного решения, полученного на основе УрЧП без учета сил поверхностного натяже-
ния и вязкости с решением для радиуса разлива, полученным по формуле Фэя на гравитационно-инерционной
стадии (радиус и время в безразмерных координатах).
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Фиг. 2. Сравнение численного решения, полученного на основе УрЧП без учета силы поверхностного натяже-
ния с решением для радиуса разлива, полученным по формуле Фэя на гравитационно-вязкой стадии (радиус и
время в безразмерных координатах).
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начальный период численное решение наиболее близко к формуле Фэя на гравитационно-инер-
ционной стадии, в промежуточное время видна близость к фэевскому решению на гравитацион-
но-вязкой стадии, и на финальном этапе видна близость к фэевскому решению на поверхностно-
вязкой стадии. При этом полученное решение несколько теряет гладкость при изменении ГУ.
Это особенно заметно при переходе от гравитационно-вязкой к поверхностно-вязкой стадии.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассматривается задача растекания нефтяного разлива по поверхности моря на ос-
нове осесимметричной постановки уравнений в частных производных. Исследован вопрос
определения ГУ для рассматриваемой постановки. Показано, что на разных стадиях Фэя требу-
ются специфические ГУ для достижения совпадения с формулами Фэя. Для гравитационно-
инерционной стадии ГУ совпадают с применяемыми, например, в работах [17], [18], а на двух
других стадиях предложены впервые. Построен метод численного решения на основе метода ха-
рактеристик. Показано, что предложенный численный метод дает решение, согласованное с
формулами Фэя на различных стадиях. Для решения полной задачи (в присутствии всех сил)
предложен подход с переключением ГУ при переходе от одной стадии к другой.

Фиг. 3. Сравнение численного решения, полученного на основе УрЧП без учета силы гравитации с решением
для радиуса разлива, полученным по формуле Фэя на поверхностно-вязкой стадии (радиус и время в безраз-
мерных координатах).
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Фиг. 4. Сравнение численного решения полной задачи, полученного на основе УрЧП с решениями для радиуса
разлива, полученными по формулам Фэя на различных стадиях (радиус и время в безразмерных координатах).
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