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Исследуется смешанная задача для дифференциальной системы первого порядка с двумя не-
зависимыми переменными и непрерывным потенциалом, соответствующая спектральная за-
дача для которой представляет собой систему Дирака. Используя специальное преобразова-
ние формального решения и уточненные асимптотики собственных функций, получаем
классическое решение задачи. При этом не требуются завышенные условия на гладкость на-
чальных данных. В случае произвольной суммируемой с квадратом начальной функции по-
лучено обобщенное решение. Библ. 17.
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Рассмотрим следующую смешанную задачу:

(1)

(2)

(3)

где ,  (  – знак транспонирования),  и  –

скалярные функции, , , , все функции комплексно-

значные.
Несмотря на то что это простейшая система всего лишь второго порядка, она достаточно

сложна в исследовании и вызывает интерес своими приложениями. Соответствующая спек-
тральная задача представляет собой систему Дирака, спектральным свойствам которой в послед-
ние годы посвящено много работ. Существенные трудности возникают в случае негладкого по-
тенциала . Впервые системы Дирака с негладкой  изучались в работах П.В. Джакова и
Б.С. Митягина (см. [1], [2]). Близкие исследования для таких систем проводились в [3]–[6]
(см. также библиографию в [5]). В работах [7]–[9] предложен сравнительно простой способ
изучения системы Дирака с негладким потенциалом, базирующийся на операторах преобразо-
вания и позволяющий получить уточненные асимптотики решения спектральной задачи.
В данной работе исследования проводятся, опираясь на результаты из [7], [8].

Будем предполагать выполненными следующие условия:

(4)

Задача будет исследоваться с помощью метода Фурье. Метод Фурье применялся и для более
общих систем (см., например, [10]). Но рассматривались только случаи непрерывно дифферен-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 16-11-10125).
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цируемой , при этом традиционно метод Фурье применялся при завышенных требованиях
гладкости начальных данных задачи. Здесь же для  предполагается только непрерывность, а
для  требуется минимальное количество производных.

Классическим решением задачи будем называть вектор-функцию ,
компоненты которой абсолютно непрерывны по  и , и которая удовлетворяет уравнению (1)
почти всюду, и условиям (2), (3).

В работе [11] классическое решение задачи (1)–(3) получено при условии . Здесь дока-
зано, что для существования классического решения достаточно требовать . При этом ис-
пользуется техника, разработанная в [12], [13] для скалярных уравнений с инволюцией. Основ-
ной используемый здесь прием, идущий еще от идей А.Н. Крылова [14] об ускорении сходимо-
сти рядов (см. также [15]), связан с преобразованием формального решения, а именно,
выделения из него ряда, который явно суммируется, и ряда, который имеет хорошую скорость
сходимости, что обеспечивается построением уточненных асимптотик решения соответствую-
щей спектральной задачи.

В случае произвольной функции  получено обобщенное решение, понимаемое как
предел классических решений задач (1)–(3) с начальными функциями , аппроксимиру-
ющими .

1. СПЕКТРАЛЬНАЯ ЗАДАЧА
Метод Фурье для задачи (1)–(3) связан со спектральной задачей для оператора :

где . Оператор  есть оператор Дирака с условиями Дирихле.
Приведем необходимые результаты из [7], [8].
Лемма 1. Собственные значения оператора , достаточно большие по модулю, простые с асимп-

тотикой

а для собственных функций  оператора  имеют место асимптотические
формулы:

(5)

, где , , и оценка  равномерна по .

Здесь и в дальнейшем через  обозначаются различные числа такие, что , и  не
зависят от . Через  обозначаются различные непрерывные функции из некоторого ко-
нечного набора.

Замечание 1. В [7], [8] приводятся точные выражения для  и , но нам они не требуются, а вид (5)
функций  более удобен в наших рассуждениях.

Сопряженный оператор  есть

где , .
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Лемма 2. Для собственных функций  оператора  имеют место асимпто-
тические формулы:

где , , , (  и  другие, отличные от (5)).

Лемма 3. Множества собственных и присоединенных функций операторов  и  полны в .

2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФОРМАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
Формальное решение задачи (1)–(3) по методу Фурье можно записать в виде (см. [10])

(6)

где  достаточно велико и фиксировано,  – резольвента оператора  (  – еди-
ничный оператор,  – спектральный параметр),   и достаточно мало,
чтобы собственные значения  попадали по одному внутрь . При этом

где  – скалярное произведение в  (это же обозначение сохраняется и для скалярного
произведения в ).

В соответствии с [12], [13] представим формальное решение в виде

(7)
где

здесь  – резольвента оператора спектральной задачи, соответствующей (1)–(3) в случае
, ,  не является собственным значением, лежит вне  и  (для крат-

кости аргумент  в интегралах опускаем). В отличие от [12], [13] здесь мы не требуем, чтобы 
совпадало с , и определим  позже.

3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ
В дальнейшем нам потребуются следующие утверждения.
Лемма 4. Для любой функции  имеют место соотношения
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(10)

Доказательство. Так как

то справедлива оценка (8).
Далее, (9) следует из

При получении соотношения (10) для изменения порядка интегрирования удобно использовать
функцию :  при ,  при . Имеем

Последнее справедливо в силу ограниченности внутреннего интеграла . Аналогично дока-
зывается случай со знаком “–” в (10).

Лемма 5. Ряды

и такие же ряды при  сходятся равномерно на множестве  при любом
.

Доказательство. Достаточно рассмотреть ряд

При  имеем

Здесь  – натуральное число, . Из сходимости ряда  следует равномерная схо-
димость исследуемого ряда.
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Лемма 6. Для любой функции  имеют место соотношения

где 

(11)

(12)

,  – некоторые функции из конечного набора, оценка  равномерна по  и  из .
Доказательство. По леммам 1, 2 для  имеем следующее представление:

где  есть  или комбинации таких слагаемых, и аналогичное представление

для .

Согласно лемме 4, для любой функции  имеем , , 
Отсюда получаем , а . Тогда верно

(13)

Далее,

где 

(функции  в каждой формуле разные). Отсюда и из (13) следует утверждение леммы.
Из (8), (12) и леммы 5 следует

Лемма 7. Ряды  равномерно сходятся в .
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Для соответствующих оператора и сопряженного оператора

имеет место 
Лемма 8. Собственные значения оператора  есть числа , ( ), а собственные функ-

ции . Для сопряженного оператора  имеем , ( ),
. Системы  и  биортогональны, причем .

Обозначим через  область определения операторов  и , включающую функции
, удовлетворяющие условию (4).

Лемма 9. Если , то  разлагается в равномерно сходящийся ряд

сумма которого есть , где  – скалярная абсолютно непрерывная 2-пери-
одическая функция такая, что  при , и  при .

Доказательство. Раскладывая  по системе  имеем

Равномерная сходимость ряда следует из соотношения

сходимости ряда  и ограниченности . Далее, так как 

, то первая компонента представляет собой разложение функции  по триго-

нометрической системе , ортонормированной и полной на отрезке , откуда следу-
ет сходимость ряда в первой компоненте к  на . Аналогично доказывается сходи-
мость второй компоненты к  на . В силу того, что , то из краевых условий
имеем , , т.е. непрерыв-
ность , а из абсолютной непрерывности  следует абсолютная непрерывность  на
всей оси.

Теорема 1. Если , то , где  из леммы 9, является клас-
сическим решением задачи (14)–(16).

Доказательство. Для формального решения имеем

Из леммы 9 в силу абсолютной непрерывности  следует абсолютная непрерывность 
по  и . Непосредственной подстановкой убеждаемся, что  удовлетворяет уравнению (14).
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Далее, , а в силу периодичности ,  
, т.е. выполнены условия (15). Таким образом, при  имеем

, а значит, справедливо (16).

5. ИССЛЕДОВАНИЕ ФОРМАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
Теперь исследуем компоненты в (7).
Лемма 10. Ряды  и  из (7) сходятся абсолютно и равномерно в .

Доказательство. В силу леммы 6, ограниченности , соотношений (8) и 
получим, что каждое слагаемое

(17)

имеет оценку . Аналогичная оценка имеет место, если вместо  взять . Отсюда
следует утверждение леммы.

С учетом вида  и , справедлива
Лемма 11. Если , , где ,  из (11), то

(18)

где ,  из леммы 6.
Положим

Лемма 12. Ряд  равномерно сходится в .

Доказательство. Имеем

Равномерная сходимость ряда  следует из (18) и леммы 7, а равномерная

сходимость ряда  доказана в лемме 10.

Лемма 13. Имеет место соотношение

(19)

Доказательство. Так как , то
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Аналогично,

Тогда

откуда следует (19).
В силу (19), (17) и леммы 12 справедлива

Лемма 14. Ряд  равномерно сходится в .

Теорема 2. Если  удовлетворяет условиям (4), то 
из (7) является классическим решением задачи (1)–(3).

Доказательство. Положим , где  из леммы 11. Тогда из тождества Гильберта

а значит, в (7)

т.е.  является решением эталонной задачи (14)–(16) с .

В силу лемм 12–14 ряд  можно почленно дифференцировать и

Таким образом,  удовлетворяет уравнению (1) почти всюду.

Поскольку для компонент  выполнено , 
, то  удовлетворяет условию (2).

Далее, в силу теоремы о разложении по собственным функциям операторов  и  (для функ-
ций из области определения  этих операторов) имеем

что доказывает справедливость (3).
Замечание 2. С учетом замечания 3 из [7] результаты могут быть обобщены на случай .

6. ОБОБЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ

Получим теперь обобщенное решение задачи (1)–(3) в предположении, что . Здесь
используется техника работ [16], [17].

Рассмотрим формальное решение (6). Вместо леммы 6 мы теперь используем утверждение,

следующее из лемм 1 и 2 и неравенства  (всюду далее  – норма в ).
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Лемма 15. Имеют место асимптотические формулы

где через  обозначаются числа, которые зависят от , но при этом , ,
, , – любое фиксированное число, и оценка  равномерна по  и .

Лемма 16. Ряды

и такие же ряды при  сходятся равномерно на множестве  при любом
, и для их сумм  имеют место оценки

(20)

где  и зависит только от .
Доказательство. Сходимость рядов доказана в лемме 5. Далее, как и в лемме 5, для любых

 и любого натурального  получим

откуда следует (20).
Очевидно справедлива

Лемма 17. Ряды  сходятся абсолютно и равномерно на множестве , причем

.

Теорема 3. Если  ( ) и , то ряд  формального решения сходится
почти всюду по  и . При этом для любых  справедлива оценка

(21)

Далее, если  сходится к  в  при , то  сходится к  по норме 
при любом , где  есть классическое решение задачи (1)–(3) с начальным условием

.
Доказательство. Для доказательства сходимости достаточно рассмотреть только ряд

(22)

(случай  рассматривается аналогично).

По лемме 15 компоненты ряда (22) есть

Рассмотрим ряд , . Имеем

ϕ, = ν + ν β ,( )n n n nz

πλ π τ −π τ π⎡ ⎤ϕ, = ν + , τ τ + , τ τ + ν β , = ,⎢ ⎥
, ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2,
( )

jn

x x
p nixt ni ni nitn

nj n n n
n n

z y x e e b x e d b x e d e O j
y z

νn ϕ( )x ν < ϕ∑ 2 2
n c ∈ ,[0 1]x

∈ − ,[ ]t T T > 0T …( )O x t

π ±τ+

≥
ν , τ τ∑ ∫

0

( )

0

( )
x

ni t
n

n n

b x e d

≤ − 0n n = , × − ,[0 1] [ ]TQ T T
> 0T ± ,( )F x t

± , ≤ ϕ ,( )max
T

T
Q

F x t C

> 0TC T

, ∈( ) Tx t Q m
/

⎛ ⎞
⎜ ⎟π τ+
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ν , τ τ ≤ ν ≤ ϕ ,∑ ∑∫
0 0

1 2
2( )

0

( ) 2
xm m

ni t
n n T

n n

b x e d Nc C

ν β∑ ( )n nO TQ

ν β ≤ ϕ∑ ( )n n TO C

∈ ,[0 1]jq C = ,1 2j ϕ ∈ ,2
2[0 1]L ,( )u x t

∈ ,[0 1]x ∈ −∞,∞( )t , ∈( ) Tx t Q

, ≤ ϕ .2
2[ ]( )

T
TL Qu x t c

ϕ ∈h LD ϕ( )x ,2
2[0 1]L → 0h ,( )hu x t ,( )u x t 2

2[ ]TL Q
> 0T ,( )hu x t

, = ϕ( 0) ( )h hu x x

λ

≥

ϕ,
,∑

0

( ) ( )
( )

ntn n

n n n n

z y x e
y z

≤−∑
0n n

±π − π τ π

≥ = ≥

⎡ ⎤
ν + , τ τ + ν β .⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑∫

0 0

2
( 1)

1 0

( ) ( )
k

x
nix ni nit

n n n
n n k n n

e b x e d e O

π
≥

Σ = ν∑
0

0
0 ( ) nit

n nn n
y x e π −π= ,0 т( ) ( )nix nix

ny x e e

π + − π −

≥ ≥
Σ = Σ ,Σ , Σ = ν , Σ = ν .∑ ∑

0 0

т ( ) ( )
0 01 01 01 02( ) n i x t n i x t

n n
n n n n

e e



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 59  № 3  2019

КЛАССИЧЕСКОЕ И ОБОБЩЕННОЕ РЕШЕНИЯ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ 389

Исследуем сходимость , . По теореме Карлесона (о сходимости почти

всюду тригонометрических рядов Фурье) ряд  сходится почти при всех . Докажем,
что ряд  сходится почти при всех  и .

Обозначим , и через  множество точек ,
в которых ряд расходится, . Тогда для множества 

 (здесь  – характеристическая функция множества ). Преобра-

зование ,  переводит прямоугольник  в прямоугольник  в плоскости перемен-
ных , а множество  в множество . Так как  и , то ряд  сходится почти
всюду в . Значит, он сходится почти всюду при всех  и . Аналогично получаем
сходимость ряда . Отсюда с учетом лемм 16, 17 получаем сходимость ряда (22).

Оценка (21) следует из лемм 16, 17 для компонент ряда (22), аналогично получаемых оценок
для , и в силу ограниченности резольвенты.

Таким образом, доказано, что ряд  сходится почти всюду и .

Далее, поскольку  есть формальное решение смешанной задачи (1)–(3) при началь-
ной функции , то получаем, что , когда .

Замечание 3. Используя теорему Карлесона и теорему равносходимости из [6], теорему 3 можно уси-
лить, показав, что  почти всюду на . В самом деле, преобразуя формальный ряд

где  – соответствующий формальный ряд задачи (1)–(3) с , получаем по теореме равно-
сходимости [6, Теорема 1], что частичные суммы ряда  равномерно стремятся к нулю на
отрезке , а сумма ряда  по теореме Карлесона почти всюду равна  (см. также доказательство
леммы 9).
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