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Предложена математическая модель для решения задачи гидродинамики в усеченной расчет-
ной области, которая включает систему квазигидродинамических уравнений и граничные
условия Донга на границе вытекания. Разработан алгоритм решения задачи гидродинамики
с применением метода конечных элементов и метода контрольных объемов. Выполнено чис-
ленное моделирование движения потока Коважного и движения потока за обратным уступом
в усеченных расчетных областях. Выполненный в работе сравнительный анализ показал, что
предложенная математическая модель адекватно описывает движение гидродинамического
потока в усеченной области. Библ. 17. Фиг. 9. Табл. 2.
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ВВЕДЕНИЕ
При решении гидродинамических задач часто возникает проблема установки корректных

граничных условий на выходной границе области. Для граничных условий Дирихле не всегда из-
вестен профиль скорости. Для граничных условий Неймана на установление потока при высо-
ких числах Рейнольдса требуется значительное удлинение расчетной области, которое ведет к
росту вычислительных затрат.

Для преодоления ограничений граничных условий Неймана на установление были предложе-
ны граничные условия, позволяющие выполнять расчет в усеченных расчетных областях. В ра-
боте [1] были предложены конвективные граничные условия для усеченной области. Данные
граничные условия изначально были предложены для гиперболических уравнений и с уравнени-
ями Навье–Стокса математически точным способом они не согласуются, поэтому их примене-
ние может приводить к значительным искажениям решения.

Граничные условия неотражения [2], [3] для усеченных областей основаны на волновом урав-
нении и сводят к минимуму ложные артефакты поля скорости на выходной границе. Такие гра-
ничные условия подходят только для струйных вихревых потоков с умеренными и высокими
числами Рейнольдса, так как требуют некоторых знаний о структуре потока за выходной грани-
цей усеченной расчетной области.

Свободные граничные условия (“do-nothing” boundary condition) были предложены в [4], где
интегральный член по поверхности вытекания в слабой формулировке уравнений Навье–Сток-
са переносится в левую часть и включается в матрицу масс. Такие условия подходят только для
непериодических течений, так как они никак не ограничивают приток энергии через выходную
границу области (см. [5]).

В 2014 г. Донг (см. [6]) предложил граничное условие, которое не вызывает неконтролируемо-
го роста энергии при решении задач в усеченных расчетных областях. Граничное условие Донга
успешно используется при решении уравнений Навье–Стокса (см. [7]–[12]).

В настоящей работе сформулирована математическая постановка, основанная на системе
квазигидродинамических уравнений и позволяющая решать задачу гидродинамики в усеченной
расчетной области. На границе усечения расчетной области используются граничные условия
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Донга [6]. Предложен алгоритм решения задачи. Выполнены численные эксперименты для за-
дачи о движении потока Коважного и задачи о движении потока за обратным уступом.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Для описания движения двумерного гидродинамического потока вязкой несжимаемой жид-

кости используются квазигидродинамические уравнения (см. [13])

(1.1)

(1.2)

где

(1.3)

Уравнения (1.1)–(1.3) замыкаются начальными условиями

(1.4)

и граничными условиями

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

. (1.9)

В уравнениях (1.1)–(1.9)  – вектор скорости потока,  – время,  – плотность воды,  – давле-
ние жидкости,  – кинематическая вязкость жидкости,  – параметр сглаживания
по времени [14],  – численный коэффициент,  – штрафующий коэффициент для ста-
билизации счета, вводится для обеспечения условия  на границе .Ве-
личина  – граница расчетной области , включающая входную,
нижнюю, выходную и верхнюю границы области соответственно,  – начальное распределение
функции в расчетной области, , ,  – распределение значений вектора скорости на со-
ответствующей границе,  – распределение потока давления на входной границе,  –
распределение потоков вектора скорости на выходной границе,  – вектор нормали к соответ-
ствующей границе расчетной области,  – средняя горизонтальная скорость потока,

есть предложенный Донгом (см. [6]) ограничитель поступления кинетической энергии в область
через границу вытекания, имеющий вид сглаженной ступенчатой функции, где  – коэффици-
ент сглаживания ( ).

Параметры  и  выбирались эмпирически для каждой задачи.

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
Решение задачи (1.1)–(1.9) выполнялось с применением метода контрольных объемов для

определения поля горизонтальной и вертикальной скоростей и метода конечных элементов для
определения поля давления. Расчеты производились на треугольной регулярной сетке. В расче-
тах использовались дискретные аналоги задачи (1.1)–(1.9), полученные в [15].
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При изложении алгоритма и полученных результатов для удобства используются следующие
соглашения по обозначениям  там, где это не приводит к противоре-
чиям.

Алгоритм решения задачи (1.1)–(1.9) состоит из следующих шагов.
1. Разбиение расчетной области на регулярную сетку с узлами , , ,

, .
2. Установка начальных условий (1.4) во всей расчетной области.

3. Выполнение на каждой итерации по времени  с шагом по времени  следующих
действий.

a. Решение уравнения (1.2) с помощью метода конечных элементов с граничными услови-
ями (1.5)–(1.8), где условие (1.6) для давления на выходной границе имеет следующую дискрет-
ную по времени форму:

(2.1)

б. Решение уравнений (1.1) с помощью метода контрольных объемов с граничными условия-
ми (1.5)–(1.9), где условие (1.6) для скоростей на выходной границе имеет следующую дискрет-
ную по времени форму:

(2.2)

Остальные граничные условия будут определены ниже, исходя из специфики конкретной за-
дачи.

В работе Донга (см. [6]) предлагается несколько алгоритмов расчета уравнений Навье–Стокса
со свободными граничными условиями. Для контрольно-объемного метода предлагается трех-
шаговый алгоритм расчета с вычислением промежуточных скоростей потока. Для конечно-эле-
ментного метода предлагается двухшаговый алгоритм расчета, включающий модифицирован-
ные уравнения движения и модифицированное уравнение Пуассона, и не требующий вычисле-
ния промежуточной скорости потока и производных выше первого порядка.

В настоящей работе для решения задачи (1.1)–(1.9) авторами предложен двухшаговый алго-
ритм, который не требует вычисления промежуточной скорости потока и модификации основ-
ных уравнений, и адаптирует алгоритм постановки граничных условий Донга (см. [6]).

4. ЧИСЛЕННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ
Для верификации предложенного алгоритма решения гидродинамической задачи выполне-

ны следующие численные эксперименты:
– решение задачи о движении потока Коважного в усеченной области;
– решение задачи о движении потока за обратным уступом в усеченной области.

Задача о движении потока Коважного
Поток Коважного является стационарным потоком и имеет точное решение вида (см. [16], [6])

(3.1)

(3.2)

В данной задаче на верхней и нижней границах расчетной области следует устанавливать пе-
риодические граничные условия, но в настоящей работе для простоты счета задача решалась в
рамках одного периода с граничными условиями отражения на верхней и нижней границах, по-
этому переопределим граничные условия (1.6) и (1.7) следующим образом:
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На боковых границах области выполняются граничные условия (1.5), (1.6), (2.1), (2.2), где зна-
чения ,  и  определяются в соответствии с точным решением (3.1), (3.2).

Задача решалась при следующих параметрах:  м,  м с–1,  м2 с–1,  кг м–3,
,  м2 с–1,  с,  с,  м, ,  с, ,

, . Исходя из аналитического решения (3.1), (3.2), длина расчетной области L, достаточ-
ная для установления потока (условие ) при вышеуказанных параметрах, равна 6 м.
Расчеты выполнялись в расчетных областях с различной длиной, равной 6, 3, 1 и 0.6 м. Для вери-
фикации предложенной модели выполнено сравнение расчетных данных с аналитическими
данными в вертикальном сечении  м и горизонтальном сечении  м во всех расчет-
ных областях.

На фиг. 1–4 показаны профили изменения характеристик потока в безразмерном виде,
для обезразмеривания использовались следующие величины:  м с–1,  м с–1,

∂∂ = = = ∈ Ω
∂ ∂ top0, 0, 0, ( , ) .pu v x y

y y

inu vin inс

= 1H =0 1U = 1Q ρ = 1000w

=Re 40 η = 0.025 = 10T −Δ = 410t Δ = Δ = 0.0126x y −α = ⋅ 25 10r
−σ = 410 δ = 0.05

=0 0u =v0 0
−∇ ≈ 510i iu

= 0.6x = 0.5y

=max 2u =vmax 0.15

Фиг. 1. Графики горизонтальной скорости в вертикальном сечении  м.

1.0 y, м0.80.60.4

1

1

2, 3, 4, 5

2

4, 5

3

0.2

0.8

u/umax

0.6

0.4

0.2

0

= 0.6x

Фиг. 2. Графики вертикальной скорости в вертикальном сечении  м.

1.0 y, м0.80.60.4

5

1

5

2, 3, 4

2, 3, 4
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0.2

0.6
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 кг м–1 с–1. Номера профилей указывают, при какой длине расчетной области они были
получены: 1 – для 0.6 м, 2 – для 1 м, 3 – для 3 м, 4 – для 6 м, 5 – аналитическое решение (3.1), (3.2).

Рассмотрим профили характеристик потока в сечении  м, которые показаны на
фиг. 1–3. На фиг. 1 и 2 видно, что профили скорости 1 имеют наибольшее отклонение от соот-
ветствующих аналитических профилей 5, максимальная относительная погрешность для гори-
зонтальной скорости равна 0.49%, для вертикальной скорости равна 6.25%; максимальное отли-
чие остальных профилей горизонтальной и вертикальной скоростей составляет менее 1.1%.
На фиг. 3 профиль давления 1 имеет максимальное отклонение от аналитического профиля 5 в
3.7%, отклонение остальных профилей не превышает 1.5%. Более подробно значения макси-

мальной относительной погрешности расчетных данных, полученных в сечении  м, пред-
ставлены в табл. 1.

На фиг. 4 показаны профили давления в горизонтальном сечении  м. Следует отметить,
что продольные профили давления 1 и 2 имеют более пологую форму по сравнению с профи-
лями 3–5, что отражается на точности всего решения. Это связано с граничным условием (1.6),
(2.1), которое устанавливает близкие к нулю значения давления на выходе, вне зависимости от
длины области и структуры потока.

Из сравнительного анализа видно, что при расчете в области, полностью включающей зону
перестроения потока, граничные условия (1.6), (2.1), (2.2) никак не влияют на точность расчетов
(во всех графиках профили 3, 4 практически совпадают с аналитическими профилями 5). В чрез-

=max 500p

= 0.6x

= 0.6x

= 0.5y

Фиг. 3. Графики давления в вертикальном сечении  м.

1.0 y, м0.80.60.4

4 5

1

2

3
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0.1

p/pmax

0
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�0.3

�0.4

= 0.6x

Фиг. 4. Графики давления в горизонтальном сечении  м.
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Фиг. 5. Расчетная область задачи о течении за обратным уступом.

L x0

0

�2.5

H

�in uin(y)

�bed �bed

�out

�top

y

2

H

Таблица 1. Максимальная относительная погрешность расчетов  в сечении  м в задаче о дви-
жении потока Коважного и время расчета задачи

L, м

0.6

(профиль 1)

1

(профиль 2)

3

(профиль 3)

6

(профиль 4)

0.49% 0.24% 0.07% 0.02%

6.25% 1.10% 0.09% 0.02%

3.70% 1.38% 0.90% 0.81%

Время расчета, с 13 862 18 797 73 035 137 751

( )δ f = 0.6x

( )δ u

( )δ v

( )δ p

мерно усеченной расчетной области, включающей зону перестроения потока не полностью, гра-
ничные условия (1.6), (2.1), (2.2) негативно влияют на точность решения (профили 1, 2).

Выполненный сравнительный анализ численных расчетов с аналитическим решением под-
тверждает способность предложенной математической модели описывать движение гидродина-
мического потока в усеченной расчетной области.

Задача о движении потока за обратным уступом

Для верификации предложенной математической модели на классе отрывных течений рас-
смотрим движение потока за обратным уступом. Расчетная область задачи приведена на фиг. 5.

В область расширения поступает поток с профилем распределения скоростей  и  и градиен-

том давления :

где  – расход жидкости,  – глубина потока.

На верхней и нижней границах расчетной области устанавливаются условия прилипания

inu vin

inс

ηρ= − = = −
ηρ

vin in in in 3

1
( ) ( ), 0, 12 ,

2

Qu y c y y H с
H

Q H

= = = =v vbed top bed top0, 0.u u
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Для расчета использовались следующие параметры:  м,  м с–1,  м2 с–1,

 кг м–3, ,  м2 с–1,  с,  с,  м,

,  с, , , . Длина расчетной области L, достаточная для

установления потока при вышеуказанных параметрах, равна 20 м (см. [13]). Численные экспери-

= 2H =0 0.75U = 1Q

ρ = 1000w =Re 100 η = 0.01 = 20T −Δ = × 3
2.5 10t Δ = Δ = 0.025x y

−α = × 3
5 10r

−σ = × 3
1.75 10 δ = 0.05 =0 0u =v0 0

Фиг. 6. Графики горизонтальной скорости в вертикальном сечении  м.

2.0 y, м1.51.0

3, 4, 5
2

1
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0.2

0
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= 5x

Фиг. 7. Графики вертикальной скорости в вертикальном сечении  м.

2.0 y, м1.51.0

3, 4
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5
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= 5x

Фиг. 8. Графики давления в вертикальном сечении  м.
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менты выполнялись в расчетных областях с различной длиной, равной 20, 10, 8, 6 и 5 м. Для
оценки влияния граничных условий (1.6), (2.1), (2.2) на точность расчетов выполнено сравнение

расчетных данных в вертикальном сечении  м и горизонтальном сечении  м во всех рас-
четных областях.

На фиг. 6–9 показаны профили изменения характеристик потока в безразмерном виде, для

обезразмеривания использовались следующие величины: м с–1,  м с–1,

 кг м–1 с–1. Номера профилей указывают, при какой длине расчетной области они были
получены: 1 – для 5 м, 2 – для 6 м, 3 – для 8 м, 4 – для 10 м, 5 – для 20 м. Профили 1–4, получен-
ные в усеченных областях со граничными условиями (1.6), (2.1), (2.2) на выходной границе, срав-
нивались с профилем 5, полученным в 20-метровой области с граничными условиями установ-
ления на выходной границе

Рассмотрим профили характеристик потока в вертикальном сечении  м, которые пока-

заны на фиг. 6–8. Профиль горизонтальной скорости 1, рассчитанный по граничным усло-

= 5x = 1y

=max 1.75u =vmax 0.2

=max 300p

( )∂ ∂= = = ∈ Ω
∂ ∂

v

out0, 0, 0, , .
u p x y
x x

= 5x

Фиг. 9. Графики давления в горизонтальном сечении  м.
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Таблица 2. Максимальная относительная погрешность расчетов  в сечении  м в задаче о движе-
нии потока за обратным уступом и время расчета задачи

L, м

5

(профиль 1)

6

(профиль 2)

8

(профиль 3)

10

(профиль 4)

14.38% 3.03% 0.10% 0.08%

40.01% 8.45% 0.57% 0.37%

18.57% 3.29% 0.07% 0.39%

Время расчета, с 6 889 7 870 10 599 12 354

( )δ f = 5x

( )δ u

( )δ v

( )δ p
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виям (1.6), (2.2), имеет максимальное отклонение от профиля 5, достигающее 14.38%. Профили

вертикальной скорости и давления 1, рассчитанные по граничным условиям (1.6), (2.1), (2.2),

значительно отличаются от соответствующих расчетных профилей 5 на 40.01 и 18.57% соответ-

ственно. Профиль давления 1 на фиг. 8 практически является константой, близкой к нулю, что

соответствует состоянию установления потока, однако поток в рассматриваемом сечении не яв-

ляется установившимся, и в более длинных областях в данном сечении профиль давления не яв-

ляется постоянной функцией. Более подробно значения максимальной относительной погреш-

ности расчетных данных, полученных в сечении  м, представлены в табл. 2.

На фиг. 9 показаны профили давления в горизонтальном сечении  м. На графике видно,

что профили 3 и 4 совпадают с аналитическим профилем 5, следовательно, усечение области до

8 м не вызывает искажения поля давления. Усечение области до 5 м и 6 м приводит к искажению

профилей 1 и 2 в зоне убывания давления. Из сравнения графиков можно сделать вывод, что

чрезмерное усечение области до 5 м и 6 м сказывается падением точности расчета вертикальной

скорости и давления, относительная погрешность достигает 40.01%. В области длиной 8 м и 10 м

относительная погрешность скоростей и давления не превышает 0.57%.

Таким образом, предложенная математическая модель корректно описывает процесс движе-

ния потока Коважного и потока за обратным уступом в усеченной расчетной области при малых

числах Рейнольдса .

Анализ полученных результатов показывает, что предложенная математическая постановка и

алгоритм расчета позволяют с высокой степенью точности получать решение для задач гидроди-

намики при усечении расчетных областей. Как видно из табл. 1 и 2, усечение расчетной области

при сохранении требуемой расчетной точности позволяет существенно уменьшить вычисли-

тельные затраты.

Для выполнения расчетов были использованы вычислительные ресурсы ЦКП “Центр данных

ДВО РАН” [17].
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