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Рассматривается абстрактная задача Коши для некоторого нелинейного нелокального диф-
ференциально-операторного уравнения первого порядка, причем эта задача Коши является
обобщением ряда модельных физических примеров. Для абстрактной задачи Коши получены
результаты о существовании непродолжаемого во времени классического решения, при не-
которых достаточных условиях получены результаты о разрушении за конечное время, для
которого получены двусторонние оценки. Наконец, при некоторых условиях доказана гло-
бальная корректность задачи вне зависимости от величины начальной функции. Библ. 29.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В своих двух классических работах [1] и [2] в 1973, 1974 г. предложен новый энергетический

метод исследования возникновения разрушения в двух задачах Коши для абстрактных формаль-
но параболического и формально гиперболического уравнений:

где операторы  и  линейные, а оператор  нелинейный. Результаты о разрушении были по-
лучены как для классических решений, так и для слабых решений. Отметим также работу [3].

В 1977 г. опубликована работа [4], в которой энергетический метод был использован для ре-
шения такой пары абстрактных задач Коши:

где оператор  может быть нелинейным. В 1997 г. вышла работа [5], в которой уже рассматри-
валось следующее уравнение:

В 1998 г. в работе [6] было рассмотрено следующее общее уравнение формально параболического
типа:

В это же время начинает развиваться тематика доказательства разрушения решений формально
гиперболических уравнений с положительной энергией. В этой связи отметим следующие рабо-
ты P. Pucci и J. Serrin [7] и [8]. Отметим также недавние результаты в этом направлении [9]–[12].

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Программы РУДН “5-100”.
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Отметим, что важным развитием энергетического метода явилась работа [13], в которой рас-
сматривалась первая начально-краевая задача для уравнения

в цилиндре . Результат был обобщен в работах [14] и [15] на случай следующего нелиней-
ного нелокального уравнения:

Наша работа продолжает исследования, начатые в работах [16]–[18]. В работе [18] рассматрива-
лась абстрактная задача Коши следующего вида:

(1.1)

где   – это производные Фреше нелинейных операторов. В этой работе мы рассмот-
рели классическое и слабое решения задачи Коши (1.1) и доказали результаты о существовании
непродолжаемых решений, а также получили достаточные условия разрушения решений за ко-
нечное время. Для доказательства разрушения за конечное время мы пользовали нашу модифи-
кацию энергетического метода, изложенную в работе [19].

В настоящей работе мы рассмотрим абстрактную задачу Коши следующего вида:

(1.2)

где операторы  и    линейные, а операторы  и   нелинейные. Для доказа-
тельства существования сильного решения этой задачи Коши мы применим метод монотонных
операторов Браудера–Минти [20], а для доказательства разрушения за конечное время приме-
ним метод энергетических оценк, развитый в работе [19].

2. СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ КВАЗИСТАЦИОНАРНОГО ПОЛЯ
В КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ПОЛУПРОВОДНИКАХ

В этой работе мы рассмотрим модельные задачи о возникновении “пробоя” в кристалличе-
ских полупроводниках при наличии сильной временной дисперсии.

Начнем с рассмотрения системы уравнений квазистационарного электрического поля. Об-
щая система уравнений в этом случае имеет следующий вид (см., например, [21]):

(2.1)

(2.2)

где  – вектор индукции электрического поля,  – вектор напряженности электрического поля,
 – вектор плотности тока свободных зарядов,  – концентрация свободных зарядов, наконец,

слагаемое  описывает распределение источников или стоков свободных зарядов.
Напомним, что согласно теории электричества (см., например, [21]) электрические заряды в

материальных средах условно делятся на свободные и связанные. Свободные заряды могут пере-
мещаться на макроскопические расстояния, а связанные заряды – нет. При этом электрические
среды условно разделяются на проводники, полупроводники и диэлектрики. В проводниках связан-
ных зарядов нет, в диэлектриках нет свободных зарядов, а в полупроводниках есть как свобод-
ные, так и связанные заряды. Поскольку в данной работе мы рассматриваем эффект “пробоя” в
полупроводниках, то и займемся рассмотрением общих факторов действующих в кристалличе-
ских полупроводниках.

В полупроводниках распределение связанных зарядов определяется вектором поляризуемо-
сти среды , который связан с вектором индукции электрического поля  равенством

(2.3)
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При этом распределение плотности связанных зарядов в полупроводнике определяется величи-
ной

(2.4)

В дальнейшем мы будем рассматривать различные модели кристаллических полупроводников.
В одних моделях вектор поляризуемости  связан с вектором напряженности электрического
поля , например, таким соотношением

(2.5)

а в других моделях мы будем рассматривать непосредственно распределение связанных зарядов 
в виде некоторой функции от потенциала  электрического поля  (который, заметим, суще-
ствует в предположении поверхностной односвязанности области  где рассматривается
система уравнений (2.1)), например, такого вида

Теперь рассмотрим вектор плотности тока свободных зарядов . Во многих моделях его можно
рассматривать зависящим от напряженности электрического поля следующим образом:

где величина  по своему физическому смыслу есть коэффициент проводимости среды, кото-
рый зависит, вообще говоря, от модуля напряженности электрического поля . Кроме того, в
данной работе мы будем рассматривать случай сильной временной дисперсии, т.е. когда зависи-
мость плотности тока свободных зарядов от напряженности поля является нелокальной. Типич-
ный пример такой зависимости следующий:

(2.6)

Наконец, обсудим слагаемое  в правой части уравнения (2.2). Как мы уже говорили, это слага-
емое описывает распределение источников или стоков свободных зарядов в полупроводнике и
представляет собой функцию от потенциала  самосогласованного электрического поля . В на-
стоящей монографии мы рассматриваем тот важный случай, когда функция  описывает
распределение источников свободных зарядов, которое мы будем моделировать следующим
образом:

(2.7)

Заметим, что мы будем рассматривать два механизма возникновения пробоя в кристаллических
полупроводниках – это пробой, вызванный источниками свободных зарядов, распределение ко-
торых описывается функцией (2.7), или пробой, вызванный наличием отрицательной диффе-
ренциальной проводимости среды (см., например, [22]). Отрицательность дифференциальной
проводимости среды учитывается тем, что вектор плотности тока электрического поля  связан
с напряженностью поля  соотношением вида

Итак, мы будем рассматривать эти два механизма возникновения пробоя в кристаллических полу-
проводниках.

Теперь мы обсудим формулу связи индукции электрического поля  от напряженности элек-
трического поля . Для этого с учетом формулы (2.3) надо обсудить различные механизмы зави-
симости вектора  от . Действительно, помимо формулы (2.5), которая учитывает керровскую
зависимость вектора  от вектора  можно учесть еще так называемую пространственную дис-
персию среды. Давайте обсудим, как учитывается пространственная дисперсия среды. Как из-
вестно (см., например, [23]), в этом случае связь  и  является операторной:

(2.8)
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где оператор  поляризуемости среды имеет, вообще говоря, следующий нелокальный характер:

(2.9)

Заметим, что формула (2.9) записана для всего трехмерного эвклидова пространства . Предпо-
ложим, что формула (2.8) рассматривается так же во всем трехмерном пространстве . Тогда
формально применим преобразование Фурье к обеим частям равенства (2.8) и получим следую-
щее алгебраическое равенство:

(2.10)

где  – это волновой вектор, соответствующий рассматриваемому преобразова-
нию Фурье. Теперь предположим, что

Тогда эту функцию можно разложить в ряд Тейлора в окрестности точки  с остаточ-
ным членом в форме Пеано:

(2.11)

В этом месте обычно многие физики-теоретики рассматривают вместо формулы (2.11) ее “уко-
роченный” вариант. А именно следующую формулу:

(2.12)

При этом формула (2.10) примет следующий вид:

(2.13)
Если теперь формально применить обратное преобразование Фурье к равенству (2.13), то с уче-
том формулы (2.12) мы получим выражение

(2.14)

Таким образом, мы пришли к искомой модельной связи векторов  и . У многих физиков-тео-
ретиков укороченная функция  имеет следующий простой вид:

И тогда выражение (2.14) примет следующий вид:

(2.15)

Заметим, что эти рассуждения, приведшие нас к формуле (2.14), имеют “физический” характер.
Кроме того, формула (2.14) выведена только для всего пространства . Однако
формально формула (2.14) корректна и для произвольной области . Поэтому мы будем го-
ворить о пространственной дисперсии и в случае произвольной области изменения переменных

, имея в виду соотношение вида (2.14).
Теперь обсудим еще один фактор, который влияет на общую ситуацию в кристаллических по-

лупроводниках – это наличие внешнего электрического поля. Пусть  – это внешнее постоянное
электрическое поле. Тогда согласно общей макроскопической теории электричества (см., на-
пример, [24]) наличие этого внешнего поля приводит к возникновению тока свободных заря-
дов  направление которого противоположно направлению внешнего поля 
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где  – есть “квазистационарное” распределение плотности свободных зарядов. Мы будем
моделировать эту функцию следующим образом:

(2.16)

Наличие этого постоянного внешнего электрического поля  приводит к появлению дополни-
тельного слагаемого в уравнении (2.2). Именно, уравнение (2.2) примет следующий вид:

Таким образом, мы учли самые разнообразные факторы, имеющие место в кристаллических по-
лупроводниках. Теперь давайте обсудим, каким образом мы будем учитывать все эти факторы.
Поскольку все эти факторы имеют отношения к векторам  и  то и учитывать все эти факторы
мы будем в виде линейной суперпозиции:

(2.17)
Действительно, каждое слагаемое в (2.17) отвечает за свой эффект, имеющий место в кристалли-
ческом полупроводнике.

Приступим к рассмотрению системы уравнений квазистационарного магнитного поля в кри-
сталлическом полупроводнике. Общая система уравнений в отсутствие тока свободных зарядов
имеет следующий вид (см., например, [23]):

где   и  – это векторы индукции, напряженности и намагниченности магнитного поля.
Данную систему уравнений необходимо дополнить уравнением, связывающим векторы  и .
Действительно, в качестве такового уравнения возьмем уравнение Ландау–Лифшица (см. [24]):

(2.18)

где вектор  характеризует, в частности, распределение “источников” магнитных доменов в
кристаллическом полупроводнике–магнетике. Довольно часто уравнение (2.18) можно суще-
ственно упростить, воспользовавшись тем, что вектор намагниченности представим в виде сле-
дующей суммы:

(2.19)

т.е. в виде “квазистационарной” намагниченности  и малой, быстропеременной добавки .
С учетом (2.19) из (2.18) получим уравнение

Теперь мы учтем некоторые факторы, имеющие место в кристаллических полупроводниках маг-
нетиках.

Прежде всего заметим, что можно учесть, что квазистационарная намагниченность состоит
из нескольких слагаемых, каждое из которых отвечает за учет некоторого фактора:

Во-первых, как правило,  содержит линейную по полю часть вида

Во-вторых, точно также как и ранее, можно учесть сильную пространственную дисперсию кри-
сталлического полупроводника–магнетика, т.е. следующую связь векторов  и H:

(2.20)

Вывод уравнения (2.20) точно такой же, как и вывод уравнения (2.15). Вектор  также может
быть записан в виде следующей суперпозиции:

(2.21)
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Можно учесть наличие “источников” доменов, описываемых формулой вида

Наконец, учтем наличие релаксационных механизмов или, иначе говоря, сильную временную
дисперсию следующего вида:

(2.22)

Теперь мы обсудим граничные условия для рассматриваемых систем векторных уравнений.
Конечно, их вид и количество для корректной постановки рассматриваемых далее задач зависят
от того факта, учитываем ли мы сильную пространственную дисперсию или нет. В основном мы
будем рассматривать тот случай, когда граница материальной среды представляет собой зазем-
ленную и идеально проводящую среду. Тогда на границе  области  имеют место следующие
равенства:

(2.23)

где  – это потенциал электрического поля. При рассмотрении кристаллического полупровод-
ника–магнетика мы будем рассматривать аналогичные граничные условия вида

(2.24)

где  – это потенциал магнитного поля.
Давайте отдельно обсудим возникновение нелинейных граничных условий для потенциала

электрического поля. Действительно, предположим, что на границе кристаллического полупро-
водника , занимающего область , имеются либо стоки, либо источники поверхност-
ных зарядов, тогда согласно граничным условиям общего вида получим граничное условие сле-
дующего вида:

(2.25)

где  – это внешняя нормаль в точке . Предположим, что распределение поверхностных
зарядов моделируется нелинейной степенной функцией вида:

(2.26)

где  для стоков, а  для источников свободных зарядов.
Таким образом, мы рассмотрели важные физические факторы, имеющие место в кристалли-

ческих полупроводниках, и выписали некоторые граничные условия. Теперь мы переходим к
выводу разнообразных модельных нелинейных уравнений, являющихся следствиями рассмот-
ренных в этом разделе моделей.

2.1. Уравнение нелинейных нелокальных волн ББМБ с источником
Рассмотрим кристаллический полупроводник, занимающий ограниченную поверхностно

односвязанную область  с гладкой границей  при  в случае . Пред-
положим, что распределение связанных зарядов в этом полупроводнике описывается форму-
лой (2.4), т.е.

Предположим, что этот полупроводник находится во внешнем постоянном и однородном элек-
трическом поле , причем в эвклидовом пространстве  выбран ортонормированный репер
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Помимо всего прочего предположим, что в полупроводнике имеет место временная дисперсия,
задаваемая формулой (2.6). Пусть, кроме того, в полупроводнике имеются распределенные ис-
точники свободных зарядов, задаваемые функцией  следующего вида:

Таким образом, с учетом результатов предыдущего раздела приходим к следующей системе урав-
нений:

(2.27)

(2.28)

где “квазистационарное” распределение свободных зарядов  моделируется формулой (2.16),
т.е. следующим образом:

В “единичных” коэффициентах, т.е. когда не имеющие принципиального характера коэффици-
енты полагаются равными единице, из системы уравнений (2.27), (2.28) получим следующее
уравнение:

(2.29)

где ,  Уравнение (2.29) в случае  дополним однород-
ным граничным условием

(2.30)

а также начальным условием

(2.31)

2.2. Уравнение нелинейных нелокальных волн ББМБ с нелокальным источником
Рассмотрим кристаллический полупроводник при учете тех же факторов, что и при выводе

уравнения (2.29), однако при рассмотрении нелокального распределения источников свободных
зарядов, описываемых функцией

(2.32)

Давайте обсудим физические основы появления такого рода нелинейной и нелокальной зависи-
мости. Действительно, рассмотрим кристаллический полупроводник при наличии отрицатель-
ной проводимости, т.е. когда связь векторов тока проводимости  и напряженности электриче-
ского поля  следующая:

(2.33)

Как известно, величина  имеет физический смысл коэффициента проводимости среды, кото-
рый, вообще говоря, зависит от средней по области температуры. Заметим, что эта усредненная
температура имеет следующий вид:
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где  – это температура фононов. Положив температуру фононов  и взяв модельную зави-
симость  вида

(2.34)

мы получим зависимость вида (2.32). Действительно, из (2.33), (2.34) вытекает следующая цепоч-
ка равенств:

где  Таким образом, мы пришли к следующему уравнению:

где ,  которое нужно дополнить граничным и начальным
условиями (2.30) и (2.31).

2.3. Нелокальное диссипативное уравнение типа Розенау–Бюргерса с источником
Теперь перейдем к рассмотрению кристаллического полупроводника при учете простран-

ственной дисперсии. Итак, прежде всего учтем влияние двух факторов в векторе поляризуе-
мости P:

(2.35)
Во-первых, учтем сильную пространственную дисперсию

а во-вторых, учтем керровскую нелинейность вида

Предположим, что кристаллический полупроводник, занимающий область  имеет отри-
цательную дифференциальную проводимость, т.е. ток проводимости  можно представить в сле-
дующем виде:

где

а вектор  учитывает временную дисперсию

Таким образом, мы пришли к следующей системе уравнений:
(2.36)

(2.37)

где
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Из системы уравнений (2.36), (2.37) приходим к следующему модельному уравнению пятого по-
рядка с единичными коэффициентами:

Данное уравнение в случае  дополним граничными условиями (2.23) и начальным
условием

2.4. Нелинейное-нелокальное уравнение спиновых волн
Теперь мы приступим к выводу модельного нелокального-нелинейного уравнения спиновых

волн в кристаллическом полупроводнике–магнетике (см. уравнения (2.18)–(2.22)). Рассмотрим
следующие факторы, влияющие на вид квазистационарной намагниченности 

(2.38)

где слагаемое  линейно зависит от напряженности магнитного поля:

слагаемое  учитывает сильную пространственную дисперсию вида

наконец, слагаемое  учитывает “керровскую” нелинейность вида

Заметим, что

Величина  из формулы (2.21) учитывает два фактора. Первый – это наличие временной диспер-
сии

второй – это наличие “источников” магнитных доменов

Таким образом,

Следовательно, если кристаллический полупроводник–магнетик занимает ограниченную по-
верхностно-односвязанную область  то при учете указанных факторов приходим к сле-
дующей системе уравнений

Займемся арифметикой:

(2.39)
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где

Заметим, что

С учетом (2.18)–(2.22) и (2.38), (2.39) приходим к следующему уравнению пятого порядка с еди-
ничными коэффициентами:

(2.40)

где  но  Уравнение (2.40) в случае  дополним граничны-
ми условиями (2.24), а также начальным условием

2.5. Одна нелинейная-нелокальная система уравнений
Теперь рассмотрим систему уравнений (2.35)–(2.37) в смысле комплекснозначных функций,

т.е. когда

однако, функцию  будем считать вещественной. Тогда относительно вещественных потенци-
алов  и  получим следующую систему уравнений:

(2.41)

(2.42)

где  Систему уравнений (2.41), (2.42) в случае  необходимо дополнить гра-
ничными условиями

а также начальными условиями

2.6. Нелинейная-нелокальная система уравнений А.П. Осколкова с источником
Приведем без вывода (см., например, [25]) одну важную нелинейную и нелокальную систему

уравнений А.П. Осколкова с источником следующего вида:

(2.43)
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где  – давление в жидкости,  – вектор скорости в жидкости. Систему уравнений (2.43)
необходимо дополнить условием несжимаемости жидкости:

а также в случае  граничным условием

и, наконец, начальным условием

где  а область  является ограниченной с гладкой границей  при

2.7. Нелокальное-нелинейное уравнение с нелинейным граничным условием

Теперь рассмотрим кристаллический полупроводник в ограниченной области  при
учете распределения связанных зарядов вида

(2.44)

источников свободных зарядов, распределение которых описывается функцией  следующе-
го вида:

и, наконец, при учете тока проводимости вида

(2.45)

Предположим, что на границе  области  имеются “стоки” свободных зарядов. В этом случае
согласно (2.25) и (2.26) получим граничное условие

а для потенциала  в области  из условий (2.44), (2.45) вытекает следующее уравнение:

которое осталось дополнить начальным условием

2.8. Нелинейное уравнение с нелинейным эволюционным нелокальным граничным условием

Теперь рассмотрим кристаллический полупроводник в ограниченной области  при
учете распределения связанных зарядов вида

(2.46)

источников свободных зарядов, распределение которых описывается функцией  следующе-
го вида:

(2.47)

и при учете тока проводимости вида

p = , ,1 2 3( )u u uu
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Наконец, учтем наличие распределения свободных зарядов на границе  области  так, что ток
проводимости на границе связан с распределением свободных зарядов вида

(2.48)

Из (2.47), (2.48) вытекает следующая модельная задача:

которую дополним начальным условием

3. МОДЕЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ФУНКЦИИ h(t)
Во всех полученных в предыдущем разделе уравнениях содержится слагаемое вида

описывающее переходные процессы в кристаллических полупроводниках.
В этом разделе мы рассмотрим некоторые модельные выражения для этой функции .

Прежде всего заметим, что в качестве этой функции можно взять следующее выражение:

(3.1)

Действительно, формула (3.1) описывает самый распространенный механизм релаксации. Кро-
ме того, можно рассмотреть следующее уравнение:

Наконец, можно учесть колебательный режим релаксации следующего вида:

или

С другой стороны, в физике обычно релаксационные процессы протекают лишь конечное вре-
мя, т.е. функция  финитна:

где функция . В следующих разделах мы будем изучать полученные в этом разделе
уравнения при обобщении следующего важного условия, что найдутся постоянные a > 0 и h0 > 0
такие, что

4. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ

Рассмотрим банаховы пространства    при  и при  относительно соответ-
ствующих норм
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и с сопряженными банаховыми пространствами    относительно соответствующих ско-
бок двойственностей

и соответствующих норм

Предположим, что банаховы пространства    при  и при  являются рефлек-
сивными и сепарабельными. Предположим также, что

Теперь последовательно укажем условия на все операторные коэффициенты задачи (1.2). Итак,
Условия 

(i) оператор  является линейным, непрерывным и симметричным, причем имеет
место неравенство

(ii) оператор  является коэрцитивным, причем имеет место неравенство

(iii) величина  является нормой на  порождающей рассматриваемую топологию ба-
нахова пространства 

Условия 

(i) оператор  является монотонным и непрерывным оператором;
(ii) оператор  дифференцируем по Фреше, причем его производная Фреше

является непрерывным, симметричным, монотонным и неотрицательно-определенным опера-
тором при фиксированном 

(iii) оператор  является положительно-однородным

(iv) справедливы следующие неравенства сверху и снизу:

(v) величина  является нормой на банаховом пространстве  порождающей рас-
сматриваемую топологию банахова пространства 

Условия :
(i) оператор  является ограниченно липшиц-непрерывным, т.е. имеет место не-

равенство

где  есть ограниченная но всяком компакте неубывающая функция своего аргумента;
(ii) оператор  является положительно однородным, т.е.

(iii) оператор  имеет симметричную производную Фреше

∗,0V ∗,jV ∗
iW
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(iv) оператор  удовлетворяет неравенству сверху

Условия 

(i) оператор  при  является линейным, непрерывным и симметричным,
причем

(ii) оператор  является коэрцитивным, причем

(iii) величина  является нормой на  порождающей рассматриваемую топологию ба-
нахова пространства 

Условия 

(i) оператор  является линейным и непрерывным, причем имеет место неравен-
ство сверху

(ii) оператор  является ограниченно липшиц-непрерывным, т.е.

где функция  – ограниченная на всяком компакте неубывающая функция своего аргу-
мента, ;

(iii) справедливо неравенство сверху

(iv) для всех  имеет место неравенство

Рассмотрим теперь используемые нами банаховы пространства    при  и .
Пусть  – некоторое сепарабельное гильбертово пространство, отождествленное со своим со-
пряженным. Предположим, что выполнены следующие условия.

Условия 
(i) имеют место следующие цепочки плотных и непрерывных вложений:

(ii) имеют место непрерывные вложения

Заметим, что в силу пункта (i) из условий  приходим к следующим равенствам скобок двой-
ственностей

Наконец, потребуем выполнения следующих условий.
Условия h(t):

(i) функция ;

F
+≤ ∈ .2 1

3 3 3
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(ii) функция  удовлетворяет неравенствам

(iii) для функции  выполнено следующее свойство:

В дальнейшем мы будем предполагать, что выполнены все указанные условия.

5. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Прежде всего рассмотрим следующие функционалы:

(5.1)

и, следующий важный функционал

(5.2)

Справедлива (см. [18, лемма 4.1])
Лемма 1. Если оператор  дифференцируем по Фреше и имеет симметричную произ-

водную Фреше

и  при условиях  и , где  – это пространство Банаха с сопряженным 
относительно скобок двойственности  тогда функционал

является непрерывно дифференцируемым по Фреше и его производная Фреше есть

В силу результата этой леммы приходим к выводу о том, что имеют место явные выражения
для производных фреше функционалов, определенных формулами (5.1) и (5.2):

Имеет место следующая (см. лемма 4.2 работы [18]):

Лемма 2. Пусть выполнены все условия леммы 1 и предположим, что  для неко-
торого  тогда функционал

Но тогда в силу этой леммы и цепочек плотных и непрерывных вложений из Условия  при-
ходим к выводу о том, что на функциях

функционалы
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Справедливо утверждение (лемма 4.3 из [18]):

Лемма 3. Пусть выполнены все условия леммы 1 и предположим, что  для неко-
торого  тогда

Поэтому имеют место следующие равенства для функционалов:

(5.3)

Справедлива следующая
Лемма 4. Имеет место неравенство

(5.4)

где

Доказательство. Имеет место следующая цепочка неравенств:

здесь мы воспользовались Условием  пункта (ii), а также Условием .
Лемма доказана.
Справедливо следующее утверждение.
Лемма 5. Имеют место неравенства

(5.5)

Доказательство. В силу свойства (iii) Условия  мы приходим к неравенству Шварца

С другой стороны, имеет место по Условию  непрерывное вложение . Наконец, в силу Усло-
вия  п. (iii) величина  есть норма на  поэтому имеет место неравенство

Осталось воспользоваться неравенством Коши–Буняковского с “ ”.
Лемма доказана.

6. ЛОКАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ В СИЛЬНОМ ОБОБЩЕННОМ СМЫСЛЕ
Дадим определение сильного обобщенного решения задачи (1.2).

Определение 1. Функцию  удовлетворяющую равенству при некотором

(6.1)
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где

назовем сильным обобщенным решением задачи Коши (1.2).
Прежде всего нам нужно доказать, что оператор

является обратимым, причем обратный оператор является липшиц-непрерывным. С этой целью
докажем, что оператор  удовлетворяет всем условиям теоремы Браудера–Минти:

(I) оператор  является радиально-непрерывным.
Это утверждение есть следствие непрерывности операторов  и .
(II) оператор  является сильно монотонным.
Действительно, имеет место следующая цепочка неравенств:

(III) оператор  является коэрцитивным.
Действительно, имеет место следующая цепочка неравенств:

Таким образом, в силу теоремы Браудера–Минти для оператора

определен обратный оператор

Докажем, что оператор  является липшиц-непрерывным. Действительно, в силу сильной
монотонности оператора  имеет место следующая цепочка неравенств:

откуда вытекает искомое неравенство

Таким образом, если ввести следующее обозначение:

то абстрактную задачу Коши (1.2) можно переписать в классе  в эквивалент-
ном виде:

(6.2)
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В проверке корректности формулировки нуждается только начальное условие (6.3). Прежде
всего заметим, что в классе  имеет место следующая цепочка неравенств:

Значит, . В силу непрерывности операторов  и  приходим к выводу о спра-
ведливости следующей цепочки выражений:

Следовательно, начальное условие (6.3) корректно.

Заметим, что в классе  задача (6.2) эквивалентна интегральному уравне-
нию:

(6.4)

где

Будем искать решение интегрального уравнения (6.4) в классе . С этой целью пе-
репишем интегральное уравнение (6.4) в операторном виде

(6.5)

где

Здесь можно воспользоваться результатами работы [26] и доказать следующее утверждение.

Теорема 1. Для любого  найдется такое  что существует единственное ре-
шение  уравнения (6.5), причем либо , либо  и в последнем случае
справедливо следующее предельное свойство:

Отметим, что

и поэтому

Стало быть, решение  уравнения (6.5) принадлежит к классу .
Итак, мы пришли к уравнению с известной правой частью:

(6.6)

Нам понадобится следующая теорема (см. теорему 12.3.3 с. 651 из [27] или теорему 4.2.1 с. 60 из [28]):
Теорема 2. Пусть  – непрерывно дифференцируемое отображение открытого шара 

в банаховом пространстве  в банахово пространство . Предположим, что оператор 
взаимно однозначно отображает  на все . Тогда  взаимно однозначно отображает некоторую
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окрестность  точки  на некоторую окрестность  точки , причем отображение
 непрерывно дифференцируемо и выполнено равенство

Пусть оператор  , . Рассмотрим производную Фреше
оператора 

Докажем, что для любого  оператор  имеет обратный. С этой целью снова восполь-
зуемся монотонностью рассматриваемых операторов.

(I) оператор  является радиально непрерывным.
Это следствие непрерывности оператора  и того, что при фиксированном  оператор

.

(II) оператор  является сильно монотонным.
Действительно, имеет место следующая цепочка неравенств:

(III) Оператор  является коэрцитивным.
Но это утверждение есть следствие пункта (II) и линейности этого оператора при фиксиро-

ванной функции  Итак, оператор

является обратимым. Следовательно, в силу теоремы 2 из (6.6) имеет место равенство

Таким образом, из теорем 1, 2 и (6.6) вытекает
Теорема 3. Для любых функций  найдется такое  что для любого 

существует единственное классическое решение задачи (1.2) класса  причем либо
, либо  и в последнем случае имеем

7. РАЗРУШЕНИЕ СИЛЬНОГО ОБОБЩЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (1.2) ПРИ 

Пусть  – сильное обобщенное решение задачи (1.2). Прежде всего введем
следующие обозначения:

(7.1)
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Справедлива

Лемма 6. Имеет место следующее неравенство:

(7.3)

Доказательство. В силу условий  и  справедливо неравенство Шварца для производных
Фреше  операторов 

(7.4)

Здесь мы воспользовались следующим равенством:

(7.5)

вывод которого приведен в лемме 1. Из (7.4), (7.5) вытекает

где .

Лемма доказана.

Приступим к выводу первого энергетического равенства. Действительно, возьмем в ра-
венстве (6.1)  тогда с учетом обозначения (7.1) получим первое энергетическое равенство:

(7.6)

здесь мы воспользовались формулой (5.3). Теперь возьмем в равенстве (6.1)  и с учетом
обозначения (7.2) получим второе энергетическое равенство:

где мы воспользовались следующими равенствами:
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для всех  которые есть следствия леммы 1. Теперь подставим выражение для
 из первого энергетического равенства во второе энергетическое равенство. Тогда полу-

чим следующее равенство:

(7.7)

Теперь займемся постепенным оцениванием слагаемых в правой части равенства (7.7). В силу
формулы (5.5) при  имеет место первая оценка:

(7.8)

Теперь в силу формулы (5.5) при  имеет место следующая оценка:

Теперь в силу формулы (5.4) имеет место следующее неравенство:

Теперь в силу формулы (5.5) при  имеет место следующая оценка:

Опять в силу формулы (5.5) при  имеет место следующая оценка:

(7.9)

Таким образом, из оценок (7.8), (7.9) и из равенства (7.7) вытекает следующее неравенство:

где
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Потребуем пока, чтобы

тогда из неравенств (7.3) приходим к искомому интегродифференциальному неравенству:

где

Теперь проверим выполнимость условия

Действительно, имеет место следующая цепочка рассуждений:

Итак, приходим к двум условиям:

(7.10)

Таким образом, в силу результата леммы 8 приходим к следующему утверждению.
Теорема 4. Пусть  и выполнены условия (7.10), тогда при выполнении следующих начальных

условий:

существует единственное сильное обобщенное решение класса

причем  и имеет место предельное выражение

где
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Справедлива
Лемма 7. Имеет место двустороннее неравенство

где постоянные   и  больше нуля и не зависят от 

Доказательство. Докажем сначала оценку снизу. Действительно, с одной стороны, имеем

(7.11)

С другой стороны, имеем

(7.12)

Из неравенств (7.11) и (7.12) вытекает оценка снизу

Докажем теперь оценку сверху. Действительно, согласно определению нормы  справедлива
следующая цепочка выражений:

Лемма доказана.
Замечание 1. В силу результата этой леммы имеем  при выполнении условий теоремы 4.

8. ОЦЕНКА СНИЗУ НА ВРЕМЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ
СИЛЬНОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (1.2)

Теперь приступим к получению нижней оценки на время  существования решения за-
дачи (1.2).

Напомним, что величина  для всех  поэтому из первого энергетического ра-
венства (7.6) вытекает следующее неравенство:

(8.1)
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Справедлива следующая цепочка неравенств:

(8.2)

Как и в случае с оценкой (7.9) можно получить следующее неравенство:

(8.3)

Таким образом, из (8.2) и (8.3) и неравенства (8.1) вытекает оценка:

(8.4)

Теперь воспользуемся арифметическим неравенством Гёльдера:

Тогда из (8.4) после интегрирования по времени  получим неравенство вида

из которого в силу леммы Гронуолла–Беллмана–Бихари (см. [29]) получим неравенство

откуда в свою очередь вытекает, что при выполнении условия

имеет место оценка

Следовательно, приходим к неравенству

9. ГЛОБАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ (1.2) ПРИ 
Теперь мы приступим к получению одного достаточного условия глобального во времени су-

ществования сильного обобщенного решения задачи (1.2), которое, как мы увидим, близко к не-
обходимому. Действительно, пусть выполнено следующее условие:

причем предположим, что существует такое  что  и . Тогда справедлива сле-
дующая цепочка неравенств:

(9.1)

Теперь в силу оценки (8.3) и неравенства (9.1) приходим к следующему неравенству:

+ + + /+ / + /, ≤ ≤ ≤ , ≤ Φ .2 2 22 22 2 1 21 2 1 2
3 1 1 0 0 23 0 0( ( ) ) ( )q q qq q

F F FF u u M u M c u M c m A u u c t

− , ≤ Φ + − Φ .∫ ∫2 2 2 2
0 0

( )( ( ) ( )) ( ) | ( )| ( )
t t

dsh t s L u s u t l t l a ds h t s s

+ /Φ ≤ Φ + Φ + Φ .∫ 21 2
2 2 0 2

0

( ) ( ) ( )
t

qd l t l h ds s c t
dt

+ / + /Φ ≤ + Φ .
+ +

2 2 2(2 ) 1 22

2 2

2
2 2

q q qqr r
q q

∈ , ,[0 ]t T

+ /Φ ≤ + Φ ,∫ 21 2
4 5

0

( ) ( ) ( ) ( )
t

qt c T c T ds s

/
/

Φ ≤ ,
⎡ ⎤−
⎢ ⎥⎣ ⎦

2
2

3
2

22
4 5

( )( )
1 ( ) ( )

2

q
q

c Tt
q c T c T t

/∈ , , =2 22
2 4 2 5 2 2[0 ) ( ) ( ) 1

2
qqt T c T c T T

Φ ≤ < +∞ ∈ , .6 2 2( ) ( ) для всех [0 ]t c T t T

≥ .0 2T T

+ ≤2 2q p

≥ + ,2 2p q

∈ , ,1j n ⊂ 3jV W =jp p

+ /+ +
+ /

+ / + /
+ /

, ≤ ≤ = ≤

≤ , ≤ Φ .

22 2

2

2 2

2

( 2)2 2
3 3 ( 2)

( 2) ( 2)
( 2)

( ( ) ) ( )

( )

jj

j

j j

j

q pq q pF j
F F j jj q p j

j

q p q pF j
jq p j

j

M c
F u u M u M c u m u

m
M c

A u u m
m

+ /Φ ≤ Φ + Φ + Φ .∫
2( 2)

2 2 0
0

( ) ( )j

t
q pd m l t l h ds s

dt



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 59  № 4  2019

РАЗРУШЕНИЕ РЕШЕНИЙ НЕКЛАССИЧЕСКИХ 645

Здесь нужно рассмотреть два случая: (I)  и (II) . В первом случае мы приходим
к следующему неравенству:

Рассмотрим теперь более сложный второй случай. Здесь можно воспользоваться арифметиче-
ским неравенством Гёльдера. Действительно, положим

поэтому имеет место неравенство

И в результате и во втором случае мы приходим к неравенству вида

(9.2)

Теперь докажем, что решение дифференциального неравенства (9.2) существует глобально во
времени. С этой целью проинтегрируем обе части неравенства (9.2) по времени , тогда
справедлива следующая цепочка неравенств:

Теперь воспользуемся леммой Гронуолла–Беллмана (см. [29]) и получим следующую оценку:

Отсюда, из теоремы 3 и леммы 7 вытекает, что в данном случае  Таким образом, нами до-
казана

Теорема 5. Пусть  и выполнено неравенство

причем найдется такое  что  и имеет место непрерывное вложение  тогда су-
ществует единственное сильное обобщенное решение задачи (1.2) класса

10. РЕШЕНИЕ ОСНОВНОГО ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО НЕРАВЕНСТВА
Рассмотрим теперь следующее интегродифференциальное неравенство:

(10.1)

где  . Предположим, что найдется такая функция

что имеют место следующие неравенства:

(10.2)

причем

(10.3)
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С учетом неравенства (10.2) мы получим следующую цепочку соотношений:

Отсюда получим следующее неравенство:

(10.4)
где

причем в предположении  имеет место неравенство

Кроме того, потребуем, чтобы

Из неравенства (10.4) вытекает следующая цепочка неравенств:

(10.5)

Заметим, что

Поэтому умножим обе части итогового неравенства из цепочки неравенств (10.5) и получим сле-
дующее неравенство:

Откуда приходим к выводу, что

(10.6)

где

Теперь потребуем выполнения условия  Займемся арифметикой:

Итак, потребуем выполнения следующего условия:
(10.7)

При выполнении условия (10.7) продолжим рассмотрение неравенства (10.6). Проинтегрируем
его по  и получим, что

(10.8)

где
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Потребуем теперь выполнения условия  Займемся арифметикой:

(10.9)

Заметим, что имеет место следующая цепочка равенств:

С учетом этой цепочки приходим из (10.9) к эквивалентному условию 

(10.10)

При выполнении последнего условия (10.10) из неравенства (10.8) получим, что

(10.11)

поскольку

Таким образом, рассуждая дальше как и ранее, получаем, что

но тогда имеет место цепочка неравенств, вытекающая из (10.11):

из которого имеем, что . Действительно, найдется такой момент времени

что верно

Таким образом, справедлива

Лемма 8. Пусть неотрицательная функция  при некотором  удовлетворя-
ет интегродифференциальному неравенству (10.1), при указанных условиях (10.2), (10.3) на
функцию  и выполнены начальные условия

а также условие

тогда . Более того, найдется такой момент времени

что
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