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Рассматривается решение задачи о равновесии упругого тела, содержащего жесткое включе-
ние. На одном из участков границы включения и упругого тела имеется трещина отслоения.
На берегах трещины задаются условия взаимного непроникания берегов друг в друга. Приво-
дится метод решения, основанный на возможности рассмотрения задачи с жестким включе-
нием в качестве предельной для семейства задач с трещиной. Также предлагается численный
метод решения задачи, который основан на модифицированной схеме двойственности и ал-
горитме Удзавы. Приводятся результаты численного счета с помощью МКЭ. Библ. 16. Фиг. 3.
Табл. 1.
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ВВЕДЕНИЕ
В связи с широким применением композиционных материалов в инженерной практике, ис-

следования краевых задач равновесия упругих тел, содержащих жесткие включения, являются
важной актуальной проблемой.

В результате эксплуатации композита включения могут отслаиваться от упругого тела, тем са-
мым образуя трещины. Классические постановки задачи теории упругости с трещиной предпо-
лагают, как правило, что напряжение на берегах трещины равно нулю [1]. Но равенство нулю на-
пряжения на берегах трещины не исключает возможность проникновения берегов трещины друг
в друга, что является неестественным с точки зрения механики. В последнее время в работах по
теории трещин рассматриваются модели с нелинейными краевыми условиями на берегах тре-
щины [2]–[4]. Отметим также работы [5], [6], в которых рассматриваются методы решения зада-
чи с трещиной и задачи с тонким жестким включением. Указанные краевые условия записыва-
ются в виде неравенств и обеспечивают взаимное непроникновение берегов трещины. Такие мо-
дели более предпочтительны в сравнении с их классическими аналогами.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим задачу о равновесии упругого тела, содержащего жесткое включение, на границе

которого расположена трещина. Предполагаем, что на берегах трещины заданы краевые условия
взаимного непроникания берегов.

Пусть  – ограниченная область с достаточно регулярной границей ,  –
подобласть с достаточно регулярной границей  такая, что  (см. фиг. 1). Предполо-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 17-01-00682 А). 
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жим, что  состоит из двух частей  и , , где  – гладкая линия, без самопересе-
чений.

Обозначим через  единичный вектор внешней нормали к . Подобласть  будет со-
ответствовать жесткому включению, а линия  – трещине, расположенной на поверхности этого
включения. Область  соответствует упругой части тела.

Термин “жесткое включение” означает, что перемещения точек подобласти  являются эле-
ментами пространства  инфинитезимальных жестких перемещений, которое определяется
следующим образом:

Обозначим .

Для вектора перемещений  определим тензор деформаций

и тензор напряжений, связанный с ним по линейному закону Гука

где , , и по повторяющимся индексам ведeтся суммирование.

Пусть , где ,  – непустые открытые попарно непересекающиеся подмножества .
Кроме того, пусть заданы вектор функции  и  объемных и поверхностных
сил соответственно.

Краевая постановка задачи о равновесии упругого тела, содержащего жесткое включение  и
трещину , формулируется следующим образом. В области  требуется найти функцию

,  на ,  такую, что

(1.1)
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Фиг. 1. Упругое тело с отслоившимся жестким включением.
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Здесь  – вектор единичной внешней нормали к ,  – положительный берег трещины
, , , где , , . Последнее

интегральное равенство соответствует условию равновесия на жестком включении.

Приведем вариационную постановку задачи (1.1). Введем пространство

и определим множество допустимых перемещений

Вариационная постановка задачи о равновесии упругого тела, содержащего жесткое включе-
ние  и трещину  имеет вид (см. [2])

(1.2)

в которой выпуклый функционал потенциальной энергии  имеет вид

При условии, что тензор модулей упругости  обладает свойством положительной

определенности и , задача (1.2) имеет решение , которое одновременно удовлетво-
ряет вариационному неравенству

Нетрудно показать, что решение  единственное.

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ

Предлагаемый метод решения основан на том, что задачу о равновесии упругого тела, содер-
жащего жесткое включение, на границе которого расположена трещина, оказывается, можно
рассматривать как предельную для семейства задач о равновесии упругих тел с трещиной, сфор-
мулированных в области  [2]. Для упругих пластин данный метод изучен в [7]–[9]. Это означа-
ет, что можно построить семейство задач с положительным параметром  таких, что для любого
фиксированного  задача описывает равновесие упругого тела, занимающего область  с
трещиной . При этом, при  мы получим жесткое включение , так что каждая точка 
имеет перемещение  [2, с. 81]. Дадим необходимое пояснение к сказанному.

Введем тензор , :
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и рассмотрим следующее семейство задач. В области  найти функции , ,
 такие, что

(2.1)

Здесь  – скачок функции  на , где знаки  соответствуют положительному и отри-
цательному берегам  по отношению к нормали .

Введем множество допустимых перемещений

где

Вариационная постановка задачи (2.1) имеет вид

где

Решение  задачи (2.2) удовлетворяет вариационному неравенству

В [2] доказывается, что решения  при  слабо сходятся в  к решению  задачи (1.2).
Лемма. Имеет место предельное соотношение

Доказательство. Отметим, что функционал

является выпуклым и непрерывным в  функционалом. Имеем

Так как , то
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Последнее неравенство следует из слабой сходимости  к . С другой стороны, для  и лю-
бого  справедливо

Поэтому имеем

Следовательно,

то есть существует

3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
Результаты разд. 2 дают основание представить решение упругой задачи с жестким включени-

ем как предел при  на области  решений задач с трещиной вида (2.2).
Для задачи (2.2) с фиксированным  составим двойственную задачу [10], [11]:

(3.1)
где

и ,  – const.
В [12] было доказано соотношение двойственности

Для решения двойственной задачи рассмотрен градиентный метод, порождающий следую-
щий алгоритм Удзавы решения задачи (3.1).

Шаг 1. На начальном шаге  задается произвольная функция .
Шаг 2. Для каждого  последовательно вычисляются (см. [13])

(3.2)

(3.3)
Область  выбиралась в виде единичного квадрата с границей , где включение занимает об-

ласть  и трещина отслоения .
Для численного решения задачи (3.2) воспользуемся методом конечных элементов. На фиг. 2

представлено разбиение области  с помощью триангуляции Делоне. В качестве базисных возь-
мем кусочно-линейные функции  для P1-элементов ( ), где  – это количество уз-
лов триангуляции области .

Введем следующие обозначения:  – шаг сетки на ,  – количество узлов триангуля-

ции на ,  – линейная оболочка базисных функций ,  – конечно-
элементное решение:
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Так как  – многоугольник, обеспечено вложение . Таким образом, заменим задачу (3.2)
конечно-элементной задачей:

(3.4)

Для решения задачи (3.4) в конечно-элементном приближении аппроксимируем гра-
ничный интеграл по  с помощью квадратурной формулы трапеций. Для узлов на нижнем
берегу трещины делаем замену переменных: , где . Пусть

, тогда задача минимизации (3.4) сводится к нахождению опти-
мальных значений компонент вектора . Так как конечномерный функционал в (3.4) является
сильно выпуклым и непрерывно дифференцируемым функционалом, в [12] для этого использу-
ется метод покоординатного спуска.

Однако для задачи с жестким включением данный метод показал плохую сходимость.
При уменьшении параметра  растет число обусловленности матрицы жесткости, что влечет за
собой большое количество итераций.

Для преодоления этого затруднения в работе был применен обобщенный метод Ньютона
[14]–[16]. Пусть заданы матрица жесткости  и вектор правой части . Опреде-

лим вектор  – приближенное значение двойственной переменной  в узлах на
трещине,  и градиент конечномерного функционала :

где  – вектор с отличными от нуля компонентами только в узлах сетки, лежащих
на трещине .

Тогда обобщенный метод Ньютона будет выглядеть следующим образом.

1. На начальном шаге задаем .
2. Для каждого  вычисляем

3. Проверяем

Здесь  – обобщенный Якобиан функции , который определяется в виде
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На шаге (3.3) вычисляем компоненты двойственной переменной по формуле

Для метода Удзавы условие останова имеет вид

Приведем результаты численного решения поставленной задачи. Значения параметров брались
следующими: , поверхностное усилие с правой ,  МПа,
верхней  МПа,  МПа и нижней  МПа,  МПа сторон, модуль

упругости Юнга   МПа, коэффициент Пуассона , константа ,
 МПа.

Для выполнения расчетов были использованы вычислительные ресурсы ЦКП “Центр данных
ДВО РАН” [17]. Численные эксперименты были проведены на гибридном вычислительном кла-
стере на базе архитектуры OpenPOWER. Вариант с использованием метода покоординатного
спуска считался на процессоре IBM POWER8 4.023 GHz, так как данный метод плохо поддается
распараллеливанию. В свою очередь обобщенный метод Ньютона легко и хорошо распараллели-
вается, поэтому расчеты для него проводились на NVIDIA Tesla P100 GPU c использованием
библиотеки cuBLAS. Это дало существенный прирост в скорости выполнения счета.

В таблице представлены результаты численного решения двойственной задачи с использова-
нием разных методов минимизации на шаге (3.2). Из нее видно, что обобщенный метод Ньюто-
на сходится за небольшое количество итераций, причем разница между полученными решения-
ми оказалась порядка , . Это говорит о близости полученных решений. Однако, в отли-
чие от метода покоординатного спуска, для обобщенного метода Ньютона не удается показать
теоретическую сходимость к решению рассматриваемой задачи.

⎧ , α + θ > ,= ⎨ , .⎩

если 0
0 в противном случаеj

k
j j

i
rh r

d

++ +
γα = , = , .α + θ1 1 1( )

k k k
i i i i Nr

+ −
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1 21 2p g x Γ =
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2 0p
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1 0p Γ = −
1
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1

1 0p Γ =
1

2 1p

= 73 000E μ = .0 34 = 1010r
= 27g

−910 −1010

Таблица. Результаты счета метода Удзавы

λ
Метод покоординатного спуска* Обобщенный метод Ньютона** Δ

Число итераций 
по t

Число итераций 
по α

Число итераций 
по t

Число итераций 
по α

0.1 61851 5 4 5 1 × 10–10

0.01 136054 8 5 8 2.9 × 10–10

0.001 916501 22 5 22 2.3 × 10–9

∞θ − θ** *

Фиг. 3. Перемещение  и  при .
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НАММ, ЦОЙ

На фиг. 3 представлены перемещения  включения  и скачок  на трещине при
.

На фиг. 3 видно, что с уменьшением параметра  область  ведет себя как жесткое включение.
Также скачок на трещине везде неотрицательный, т.е. не происходит взаимное проникание бе-
регов трещины друг в друга.

Численные результаты показали, что предложенный метод эффективен при решении задач
теории упругости с жестким включением. Отметим, что для решения методом Удзавы двой-
ственной задачи (3.1) в обеих задачах потребовалось сделать небольшое число шагов (3.3). Дан-
ное обстоятельство можно объяснить хорошими дифференциальными свойствами двойствен-
ного функционала  (см. [12, теор. 4]).
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