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С использованием модели связанной термоупругости исследуется динамика термоупругого
полупространства при плоской деформации при действии нестационарных массовых сил и
тепловых источников. В пространстве преобразований Лапласа по времени построен тензор
Грина краевой задачи для полуплоскости со свободной от напряжений и тепловых потоков
границей. Определены перемещения и температура среды для произвольных массовых сил и
тепловых источников. Библ. 15.
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При изучении сейсмических процессов в земной коре для учета реальных свойств породного
массива используются различные математические модели механики деформируемых твердых
тел. Наиболее изучены процессы распространения и дифракции волн в упругих средах при дей-
ствии сосредоточенных и распределенных источников различного вида. Теоретические исследо-
вания в этом направлении на основе классических методов математической физики имеют до-
вольно обширную библиографию (см. [1]–[8]).

Реальный породный массив, помимо упругих, обладает целым рядом других свойств, которые
оказывают существенное влияние на процессы распространения сейсмических волн и его на-
пряженно-деформированное состояние. Поэтому усложнение математической модели для бо-
лее полного учета действующих факторов при изучении сейсмических процессов является абсо-
лютно необходимым. Одним из таковых является температура массива, которая существенно
влияет на его напряженно-деформированное состояние при статических и динамических воз-
действиях.

В связи со сложностью построения решений системы уравнений движения термоупругой
среды, которая относится к классу систем смешанного гиперболо-параболического типа, обыч-
но уравнения упрощают, пренебрегая воздействием упругих деформаций на температурное поле
среды. Для такой модели, которая получила название несвязанной термоупругости, вначале мож-
но определить температурное поле, решая хорошо изученное параболическое уравнение тепло-
проводности, а затем определить перемещения или скорости точек среды, используя классиче-
ские уравнения динамики упругого тела, в которые градиент температурного поля входит как
массовая сила. Но даже для такой модели класс решенных краевых задач весьма невелик.

Наиболее полное исследование уравнений движения термоупругих сред и их решений при
действии нестационарных силовых и тепловых источников возмущений представлено в работах
В. Новацкого [4], В.Д. Купрадзе, Т.Г. Гегелиа, М.О. Башелешвили, Т.В. Бурчуладзе [5] и др.

В данной статье рассматривается волновая динамика термоупругого полупространства при
нестационарных силовых и тепловых воздействиях, для чего используется модель связанной тер-
моупругости, которая учитывает взаимное влияние как температуры на напряженно-деформи-
рованное состояние среды, так и скорости упругой деформации на температурное поле. В про-
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странстве преобразований Лапласа построен тензор Грина для термоупругого полупростран-
ства, описывающего перемещения среды при действии мгновенных сосредоточенных силовых и
тепловых источников. На его основе построено обобщенное решение задачи динамики термо-
упругого полупространства в условиях плоской деформации при действии произвольных массо-
вых сил и тепловых источников.

Схожие задачи для упругих и термоупругих сред в двумерной и трехмерной постановках ре-
шались в работах H.G. Georgiadis и др. [7], [8], M. Raoofian Naeeni [9], Mahmoodi Kordkhieli H.
[10]. Однако при этом использовалась модель несвязанной термоупругости.

1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ СВЯЗАННОЙ ТЕРМОЭЛАСТОДИНАМИКИ
Изотропная термоупругая среда характеризуется конечным числом положительных термоди-

намических параметров: массовой плотностью , упругими постоянными Ламе  и , а также
термоупругими константами . Все константы положительные.

Динамика термоупругой среды в декартовой системе координат описывается системой диф-
ференциальных уравнений смешанного гиперболо-параболического типа [1], [2]

(1)

 Здесь  – компоненты вектора перемещений, температура ;
 – массовые силы,  – орты декартовой системы координат;  – тепловой источ-

ник,  (в трехмерном случае , в случае плоской деформации ).

Параметры Ламе: , ,  – модуль Юнга,  – коэффициент Пуассо-

на. Постоянная  связана со свойством расширения свободного элемента изотроп-
ного тела при возрастании температуры. Коэффициент температуропроводности  – фи-
зический параметр, характеризующий скорость выравнивания температуры в веществе,  – ко-
эффициент теплопроводности,  – удельная теплоемкость при постоянной деформации.

Величина , где  – текущая абсолютная температура среды в естественном (начальном)

состоянии, измеряемая в градусах Кельвина ( ).
Тензор напряжений  связан с перемещениями  и температурой  соотношением

Дюамеля–Неймана:

(2)

где  – символ Кронекера.
Всюду символом после запятой обозначены производные по координатам: , диф-

ференцирование по времени  обозначено точкой над символом . Здесь и далее по по-
вторяющимся индексам подразумевается суммирование (тензорная свертка).

2. ПОСТАНОВКА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ТЕРМОУПРУГОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ
Здесь рассмотрим термоупругое полупространство в условиях плоской деформации:

 Обозначим  – полуплоскость, ее граница: .
Предполагается, что начальное состояние среды известно:

(3)

и .
Граница полуплоскости свободна от действия поверхностных сил и тепловых потоков:

(4)
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Действующие массовые силы  и тепловые источники  известны. Предполагается, что
они интегрируемы на  и допускают преобразование Лапласа по времени. Для регулярных
функций оно имеет вид:

Заметим, что действующие источники возмущений могут описываться сингулярными сила-
ми из класса обобщенных функций медленного роста по времени. Такими функциями можно
описать ударные сейсмические воздействия на породный массив, характерные для землетрясе-
ний естественного и искусственного происхождения. Для сингулярных обобщенных функций
следует использовать определение преобразования Лапласа обобщенных функций [11].

Система уравнений (1) является гиперболо-параболической. Она имеет характеристические
поверхности в пространстве-времени, на которых производные решений разрывны. Им соот-
ветствуют подвижные волновые фронты, которые описывают ударные термоупругие волны.
Ударные волны, возникающие в среде, имеют скачки напряжений, скоростей и тепловых пото-
ков на фронтах. В [12], [13] получены условия на фронтах ударных волн и доказана единствен-
ность решений четырех классических нестационарных краевых задач термоупругости с учетом
ударных термоупругих волн.

Условия на фронтах ударных волн имеют вид:

(5)

Здесь  – единичный вектор нормали к волновому фронту , который распространяется
в термоупругой среде с одной из следующих скоростей:

Эти скорости совпадают со скоростями распространения дилатационных и сдвиговых волн в
изотропных упругих средах. Первое условие в (5) является законом сохранения импульса на
фронте волны. Второй подтверждает, что температура непрерывна на волновом фронте, но ее
производная по t терпит скачок, который пропорционален скачку нормальной компоненты ско-
рости перемещений среды на фронте ударной волны.

Требуется найти перемещения, температуру и напряжения термоупругой полуплоскости при
действии различных массовых сил и тепловых источников.

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ДЛЯ ТЕНЗОРА ГРИНА
СВОБОДНОЙ ТЕРМОУПРУГОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ

Сначала определим матрицу фундаментальных решений  уравнений термоупругости (1)
для свободной полуплоскости. Эта матрица удовлетворяет уравнениям под действием импульс-
ных сосредоточенных массовых сил и тепловых источников, которые описываются сингулярны-
ми дельта-функциями:

(6)

Здесь  – символ Кронекера. Дифференциальные операторы, как следует из (1), имеют следу-
ющий вид:
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Вычислим граничные условия (4) на свободной поверхности с использованием закона Дюаме-
ля–Неймана при 

(7)

(8)

здесь  – напряжения, порождаемые перемещениями  при фиксированном m
( ):

(9)

Условие (8) указывает на отсутствие теплового потока на границе.
Фундаментальные решения определяются с точностью до решений однородной системы

уравнений. Назовем матрицу фундаментальных решений тензором Грина, если он удовлетворяет
граничным условиям (7), (8) и условиям излучения и затухания на бесконечности:

(10)

(11)

Также позже определим дополнительные условия излучения, которые описывают отраженные
от границы полуплоскости волны.

Для произвольных массовых сил и тепловых источников, используя известные свойства фун-
даментальных решений, решение представимо в форме тензорно-функциональной свертки:

(12)

Здесь

Если тензор Грина известен, то формулы (12) позволяют моделировать динамику термоупругой
полуплоскости для широкого класса массовых сил и тепловых источников, которые описывают-
ся функциями, допускающими такие свертки.

4. ТЕНЗОР ГРИНА И ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЙ ТЕНЗОР НАПРЯЖЕНИЙ

Представим  как сумму двух тензоров:

(13)

где тензор  является тензором Грина бесконечной термоупругой плоскости, который удовле-
творяет уравнению (6) и условиям (10), (11). Аналитическое выражение для его компонент может
быть построено только в пространстве преобразований Лапласа по времени  (см. [14]):

где , . Динамические функции   имеют следующий вид:
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где ,  функции Макдональда. Здесь , , , 

Величины  (i = 1, 2, 3) – это корни характеристического уравнения:

которое имеет вид:

Это характеристическое уравнение имеет 6 корней:

Тензор  описывает термоупругие волны, отраженные от плоской границы. Он удовле-
творяет однородным уравнениям термоупругости (1), и, как следует из (7), (8), граничным
условиям при

(14)

(15)

Здесь  – термоупругие напряжения, генерируемые фундаментальным тензором  на границе
полуплоскости ( ) с нормалью :

(16)

5. ПОСТРОЕНИЕ ТЕНЗОРА  В ПРОСТРАНСТВЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА

Для определения  найдем его вид в пространстве преобразования Лапласа, где этот тензор
должен удовлетворять однородным уравнениям:
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и условиям (14), (15) на границе. Для его построения используем прямое (*) и обратное преобра-
зование Фурье по горизонтальной координате  в (17). Для регулярных вектор-функций

В пространстве преобразований Фурье–Лапласа получаем систему трех обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

(18)

с краевыми условиями на 

(19)

(20)

Здесь, для упрощения записи формул, мы обозначили через  как тензор преобразования

Фурье–Лапласа  с фиксированным индексом .

Граничные условия (14), (15) в пространстве преобразования Лапласа имеют вид (если )

(21)

где  – соответствующий полиномиальный матричный дифференциальный оператор,

 – преобразование Фурье граничных функций

(22)
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Здесь

Решение однородной системы (18) представим в виде вектор-функции в следующей форме:

где  – корни характеристического уравнения системы (18):

(23)

Характеристическое уравнение для фиксированных , p имеет 6 корней:
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Поскольку мы находим решение, описывающее волны, отраженные границей плоскости, кото-
рое должно затухать при , необходимо выбрать корни с учетом знака радикалов:

(24)
Это и есть дополнительные условия излучения. Можно показать, что на двулистной комплекс-
ной плоскости типа Римана можно выбрать корни, с требуемым знаком. Существуют три реше-
ния уравнения (23), удовлетворяющие условиям (24).

Следовательно, решения, удовлетворяющие условиям излучения, могут быть представлены
следующим образом:

(25)

, где  – произвольные функции.
Для определения компонент вектор-функции  положим . Затем, чтобы

определить другие две компоненты, мы можем взять любые два уравнения этой однородной си-
стемы, переводя третью компоненту в правую сторону. Например:

У нас есть три граничных условия на свободной поверхности (19), (20) для определения трех не-
известных функций . Подставляя (25) в это условие, мы получаем линейную систему трех
уравнений для определения 

(26)
Решение уравнения (26), по правилу Крамера, имеет вид:

(27)

где  – определитель матрицы системы (26)

Таким образом, найдены все необходимые функции для вычисления трансформанты Фурье–
Лапласа тензора отраженных волн . Далее получаем соответствующую ему трансфор-

манту Лапласа 

и сам тензор

Подставляя ее в (13), получаем тензор Грина для данной краевой задачи.
Для определения напряжений следует использовать закон Дюамеля–Неймана (2).
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При действии произвольных массовых сил и тепловых источников в (12), удобнее перенести
вычисления в пространство преобразования Фурье–Лапласа, а не брать свертки по трем пере-
менным. Тогда операция свертки по переменным  переходит в произведение трансформант,
и остается только одна свертка по переменной .

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основе представленного метода можно построить тензор Грина для всех четырех класси-

ческих начально-краевых задач для термоупругой полуплоскости, если на границе даны две ха-
рактеристики из четырех (перемещение, напряжение, температура, тепловой поток).

Кроме того, построенный тензор может быть использован для решения начально-краевых за-
дач для многосвязной упругой полуплоскости с отверстием произвольной формы. В работах [14],
[15] были построены решения начально-краевых задач термоэластодинамики для односвязных
областей и разрешающие граничные интегральные уравнения, ядрами которых являлся тензор
Грина уравнений (1) и соответствующий ему тензор фундаментальных напряжений. Если вместо
этих ядер в этих соотношениях использовать построенный здесь тензор Грина и соответствую-
щий ему тензор фундаментальных напряжений, то получим решения начально-краевых задач
термоупругости для полупространства с цилиндрической полостью, при заданной нагрузке на ее
границе. Этот класс задач является модельным для исследования динамики породного массива
в окрестности подземных сооружений вблизи дневной поверхности. А такой класс задач возни-
кает при изучении воздействия динамических нагрузок внутри сооружений или при дифракции
сейсмических волн на сооружениях неглубокого заложения (тоннели, метрополитены, горные
выработки и т.п. (см. [5])).
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