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С использованием методов компьютерной алгебры и численных методов проведено исследо-
вание свойств нелинейной алгебраической системы, определяющей равновесные ориента-
ции системы двух тел, соединенных сферическим шарниром, движущихся по круговой орби-
те под действием гравитационного момента. Главное внимание уделяется изучению равно-
весных ориентаций связки двух тел для специальных случаев, когда одна из главных осей
инерции как первого, так и второго тела совпадает с нормалью к плоскости орбиты, радиусом
вектором или касательной к орбите. Для определения равновесных ориентаций связки двух
тел проводилась декомпозиция системы стационарных алгебраических уравнений движения
на 9 подсистем. Для решения системы алгебраических уравнений применялись алгоритмы
построения базисов Гребнера. Положения равновесия определялись путем численного ана-
лиза корней алгебраических уравнений из построенного базиса Гребнера. Библ. 16. Фиг. 1.
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ВВЕДЕНИЕ
Исследование равновесных ориентаций связки тел, движущихся в центральном ньютоновом

силовом поле по круговой орбите, представляет значительный практический интерес для созда-
ния составных схем гравитационной системы ориентации спутников, которые могут функцио-
нировать на орбите продолжительное время без расходования энергии и (или) рабочего тела.
Принцип работы гравитационных систем ориентации основан на том, что в центральном нью-
тоновом поле сил спутник с неравными главными центральными моментами инерции имеет на кру-
говой орбите 24 положения равновесия, четыре из которых являются устойчивыми (см. [1]–[3]). По-
дробное рассмотрение динамики различных типов составных схем гравитационных систем ори-
ентации представлено в [4].

Данная работа посвящена исследованию стационарных движений системы двух тел (спут-
ник-стабилизатор), соединенных сферическим шарниром, движущихся по круговой орбите.
Схема гравитационной системы ориентации, в соответствии с которой к корпусу спутника с по-
мощью шарнира присоединяется второе тело (стабилизатор), которое выполняет роль демпфи-
рующего устройства, была предложена Д.Е. Охоцимским в 1956 г. Общие идеи предложенной
Д.Е. Охоцимским гравитационной системы ориентации спутников с использованием составной
схемы спутник-стабилизатор с трехосным подвесом изложены в [4], [5]. Исследованию теории
динамики гравитационной системы спутник-стабилизатор посвящен ряд работ (см. [6]–[13]).
В работе [6] выведены общие нелинейные уравнения движения системы спутник-стабилизатор,
получены необходимые и достаточные условия асимптотической устойчивости нулевого реше-
ния системы на круговой орбите, определены амплитуды эксцентриситетных колебаний систе-
мы двух тел, обусловленные влиянием эллиптичности орбиты, и проведено исследование пере-

УДК 519.67



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 1  2020

ИССЛЕДОВАНИЕ СТАЦИОНАРНЫХ ДВИЖЕНИЙ 81

ходных процессов. В [7] проведен анализ динамики системы спутник-стабилизатор с упрощен-
ной схемой одностепенного подвеса. Динамика движения двух соединенных шарниром тел в
плоскости круговой орбиты исследовалась в работах [8]–[11]. Задача нахождения всех простран-
ственных положений равновесия двух соединенных сферическим шарниром тел на круговой ор-
бите в общем виде до сих пор не решена. Подробное исследование задачи о пространственных
положениях равновесия системы двух осесимметричных тел проведено в [12]. В [14] с использо-
ванием комбинации методов компьютерной и линейной алгебры был получен широкий класс
равновесных пространственных решений системы двух тел, соединенных сферическим шарни-
ром, на круговой орбите при определенных ограничениях на параметры задачи.

Основное внимание в данном исследовании уделяется изучению равновесных ориентаций
связки двух тел для специальных случаев, когда одна из главных осей инерции как первого, так
и второго тела совпадает с нормалью к плоскости орбиты, радиусом вектором или касательной к
орбите. Для определения равновесных ориентаций связки двух тел проводилась декомпозиция
системы стационарных алгебраических уравнений движения на 9 подсистем. Для решения си-
стемы алгебраических уравнений применялись алгоритмы построения базисов Гребнера. Поло-
жения равновесия определялись путем численного анализа корней алгебраических уравнений из
построенного базиса Гребнера.

1. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ
Рассмотрим задачу о движении системы двух тел, соединенных сферическим шарниром, по

круговой орбите. Для записи уравнений движения системы спутник–стабилизатор введем сле-
дующие правые системы координат (фиг. 1):  – орбитальная система координат; ось 
направлена вдоль радиуса-вектора, соединяющего центр масс C Земли и центр масс O системы
двух тел; ось  направлена вдоль вектора линейной скорости центра масс , ось  совпадает
с нормалью к плоскости орбиты. Оси систем координат  и  направлены вдоль глав-
ных центральных осей инерции спутника и стабилизатора соответственно (фиг. 1). Ориентацию
системы координат  относительно орбитальной системы координат определим с исполь-
зованием самолетных углов тангажа , рыскания  и крена  (cм. [4]) в виде

(1.1)

Индекс   относится к телу 1 – спутнику (телу 2, стабилизатору). Рассмотрим случай,
когда шарнир расположен в точке пересечения осей  . Тогда координаты сферического
шарнира в связанных с телом 1 и телом 2 системах координат равны  и . В этом
случае выражения для кинетической энергии и силовой функции системы двух тел имеют следу-
ющий вид (см. [4]):
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Используя выражения для кинетической энергии (1.2) и силовой функции (1.3), определяю-
щей действие гравитационного поля Земли на систему двух тел, уравнения движения этой систе-
мы можно записать в форме уравнений Лагранжа II рода, используя возможности символьного
дифференцирования в системе Maple [16], в следующем виде:

(1.4)
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Фиг. 1. Основные системы координат.
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Здесь

(1.5)

В выражениях (1.2)–(1.5)  – масса, ,  – главные центральные мо-
менты инерции тел,  – координаты шарнира в системе координат  (фиг. 1),

 – проекции абсолютной угловой скорости i-го тела на оси системы координат
;  – направляющие косинусы, определяющие ориентацию первого и второго

тела, соответственно, в орбитальной системе координат;  – угловая скорость движения
центра масс системы двух тел по круговой орбите. Точкой обозначено дифференцирование
по времени .

2. ПОЛОЖЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ
Введем обозначения

Положив в (1.4) и (1.5) , , , получим при введенных
выше обозначениях уравнения

(2.1)

позволяющие определить положения равновесия системы спутник-стабилизатор в орбитальной
системе координат. С учетом (1.1) систему (2.1) можно рассматривать как систему 6 уравнений с
неизвестными  .

Другой, более удобный для исследования, способ замыкания уравнений (2.1) заключается в
добавлении 6 условий ортогональности направляющих косинусов

(2.2)

Уравнения (2.1) и (2.2) образуют замкнутую алгебраическую систему уравнений относительно
12 направляющих косинусов, определяющих положения равновесия системы двух тел. Для этой
системы уравнений ставится следующая задача: при заданных  требуется определить
все 12 направляющих косинусов, т.е. все положения равновесия системы двух тел в орбитальной
системе координат. После нахождения направляющих косинусов  и

  оставшиеся направляющие косинусы  могут быть по-
лучены из условий ортогональности.

В [14] была проведена декомпозиция системы уравнений (2.1) и (2.2) на ряд однородных под-
систем, для которых были найдены решения с использованием алгоритмов построения базисов
Гребнера. Решение системы 12 алгебраических уравнений (2.1) и (2.2), коэффициенты которых
зависят от 4 параметров, с использованием методов построения базисов Гребнера является очень
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трудной алгоритмической задачей. Проводились эксперименты построения базиса Гребнера си-
стемы полиномов (2.1), (2.2) с использованием реализованного в системе компьютерной алгеб-
ры Maple [16] пакета Groebner[Basis] на персональном компьютере с 8 гигабайт оперативной па-
мяти и процессором Intel Core i7 2.4 ГГц. Время вычисления базиса Гребнера с опцией лексико-
графического упорядочивания занимало более 10 ч машинного времени, после чего происходило
прерывание программы из-за превышения допустимого размера памяти, который использует
система Maple. Построить базис Гребнера системы полиномов (2.1), (2.2) удается только в самых
простых частных случаях, когда ,  и когда все параметры равны между со-
бой . В первом случае для вычисления базиса Гребнера потребовалось бо-
лее 4 ч машинного времени на персональном компьютере, во втором случае для вычисления ба-
зиса Гребнера потребовалось более 24 ч машинного времени на сервере с 16 процессорами Intel
Xeon, с использованием системы Maple 18. В общем случае построить базис Гребнера для этой
системы не удается.

3. ИССЛЕДОВАНИЕ ПОЛОЖЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ
Проведем подробное исследование решений системы алгебраических уравнений (2.1), (2.2)

для 9 специальных случаев, когда одна из главных осей инерции как первого, так и второго тела
совпадает с нормалью к плоскости орбиты, радиусом вектором или касательной к орбите.

Случай 1: , . Тогда система (2.1), (2.2) при ,  и
,  примет вид

(3.1)

Уравнения (3.1) определяют равновесные ориентации системы двух связанных тел в плоскости
орбиты. Система (3.1) имеет следующие 4 типа решений:

(3.2)

Эти решения (3.2) при  , , в зависимости от знаков параметров определяют
в каждом случае 16 различных положений равновесия системы двух связанных тел. В работе [8]
были определены все положения равновесия, которые задаются уравнениями (3.1) в самолетных
углах (1.1). С использованием интеграла энергии в качестве функции Ляпунова получены доста-
точные условия устойчивости положений равновесия. Рассмотрена возможность обеспечения
асимптотической устойчивости положений равновесия при наличии диссипации.

Случай 2: , . В этом случае ось  спутника и ось  стабилизатора совпадают с
нормалью к плоскости орбиты. Система (2.1), (2.2) при , ; и ,

 примет вид

(3.3)
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Решения системы (3.3) в случае 2 имеют вид

(3.4)

Решения (3.4) при , ,  в зависимости от знаков параметров определяют в каж-
дом случае 16 различных положений равновесия системы двух связанных тел.

Случай 3: ,  и Случай 4: ,  очень похожи на случаи 1 и 2.
Далее рассмотрим подробно

Случай 5: , . Тогда система (2.1), (2.2) при ,  и ,
, когда  или  примет вид

(3.5)

Решения системы (3.5) получим с использованием алгоритма построения базиса Гребнера [15].
Для вычислений базиса Гребнера системы полиномов, представляющих собой левые части урав-
нений (3.5), применялся реализованный в системе компьютерной алгебры Maple 18 (см. [16]) па-
кет построения базисов Гребнера Groebner[Вasis] с опцией лексикографического упорядочения
переменных plex. Число полиномов в построенном базисе Гребнера равнялось 9. Выпишем из
построенного базиса Гребнера для системы (3.5) полином, который зависит только от одной пе-
ременной  в виде

(3.6)
где

(3.7)

Для определения равновесных решений необходимо рассмотреть отдельно три случая:

В случае  из системы (3.5), получим следующие решения: 

В случае  получим следующие решения:
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ГУТНИК, САРЫЧЕВ

Рассмотрим далее третий случай, когда равновесия спутника определяются действительными
корнями биквадратного уравнения . Число действительных корней биквадрат-
ного уравнения четно и не превышает 4. Для каждого решения  из третьего уравнения (3.5)
можно получить два значения  и далее значения .

Для каждого набора значений , ,  можно однозначно получить из исходной систе-
мы (2.1), (2.2) соответствующие значения направляющих косинусов  и . Таким обра-
зом, каждому действительному корню биквадратного уравнения из (3.6) соответствуют два набо-
ра значений ,  (две равновесные ориентации). Так как число действительных корней биквад-
ратного уравнения из (3.6) не превышает 4, количество положений равновесия системы
спутник-стабилизатор в третьем случае из случая 5 не превышает 8. Решения биквадратного
уравнения из (3.6)

(3.8)

существуют при выполнении условий ,  и при условии, когда правая часть (3.8)
неотрицательна и не превышает 1.

Решения ,  в Случае 6 очень похожи на случай 5, если параметры  в случае 5
заменить на параметры .

В Случае 7:  из системы (2.1), (2.2) получим простые уравнения, которые не за-
висят от параметров системы двух тел:

(3.9)

Случай 8: ( , ) и Случай 9: ( , ) рассматриваются аналогично Случаю 7.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе проведено исследование движения системы двух тел, соединенных сфе-

рическим шарниром, движущихся по круговой орбите под действием гравитационного момента.
Главное внимание уделено изучению равновесных ориентаций системы двух тел. Предложен

алгебраический метод (основанный на построении базиса Гребнера) определения положений
равновесия системы двух тел в орбитальной системе координат при заданных значениях пара-
метров системы для специальных случаев, когда одна из главных осей инерции как первого, так
и второго тела совпадает с нормалью к плоскости орбиты, радиусом вектором или касательной к
орбите.

Полученные результаты могут быть использованы на этапе предварительного проектирова-
ния гравитационных систем управления ориентацией искусственных спутников Земли.
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