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Описан алгоритм вычисления полного множества примитивных ортогональных идемпотен-
тов централизаторного кольца перестановочного представления сплетения конечных групп.
Это множество определяет разложение представления на неприводимые компоненты.
В формализме квантовой механики примитивные идемпотенты являются операторами про-
екции в неприводимые инвариантные подпространства гильбертова пространства, описыва-
ющего состояния многочастичной квантовой системы. Предлагаемый алгоритм использует
методы компьютерной алгебры и вычислительной теории групп. Реализация алгоритма на
языке Си способна строить разложения на неприводимые компоненты представлений высо-
ких размерностей и рангов. Библ. 15. Фиг. 3.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Описание физической системы обычно включает геометрическое пространство , на кото-

ром действует группа пространственных симметрий , и множество локальных состояний
 с группой локальных (или внутренних) симметрий . Множества ,  и группу  мож-

но рассматривать, соответственно, как базу, типичный слой и структурную группу расслоения.
Состояния системы в целом описываются функциями из  в , то есть сечениями расслоения.
Естественной группой симметрий, действующей на множестве сечений  с сохранением
структуры расслоения, является комбинация локальной  и пространственной  групп, назы-
ваемая сплетением [1], [2]. Сплетение, обозначаемое символом , имеет структуру полупря-
мого произведения [3] множества функций  на точках пространства со значениями в локаль-
ной группе и пространственной группы:

(1)

Действие сплетения  на множестве сечений  описывается формулой

(2)

где , , . В формуле (2) и далее мы записываем действия групп справа, как это
принято в теории групп. Приведем несколько примеров приложений сплетений.

1. Универсальная теорема вложения (теорема Калужнина–Краснера) утверждает, что любое
расширение группы  с помощью группы  изоморфно некоторой подгруппе сплетения ,
т.е., сплетение представляет собой универсальный объект, содержащий все расширения.

2. Сплетения играют важную роль в описании всех максимальных подгрупп симметрической
группы (теорема О’Нэна–Скотта) [4].
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3. Сплетение  является группой автоморфизмов гиперкубического графа или схемы
Хэмминга  в теории кодирования [5].

4. Унитарные представления сплетений возникают естественно при описании многочастич-
ных квантовых систем.

При изучении представлений групп и их приложений естественным начальным шагом явля-
ется разложение представлений на неприводимые подпредставления. Ранее мы предложили ал-
горитм разложения представлений конечных групп [6], [7], основанный на построении полного
множества взаимно ортогональных инвариантных проекторов. Это множество является част-
ным случаем конструкции, которая в общей теории колец называется полным множеством при-
митивных ортогональных идемпотентов. Любое кольцо с единицей содержит такое множество
(возможно, тривиальное, т.е., состоящее из одной единицы). Кольцо, содержащее нетривиаль-
ное полное множество примитивных ортогональных идемпотентов, может быть представлено в
виде прямой суммы неразложимых колец. Это представление называется разложением Пирса
[8], [9]. В нашем случае неприводимые инвариантные проекторы являются примитивными
идемпотентами централизаторного кольца рассматриваемого представления группы. Централи-
заторное кольцо определяется как кольцо матриц, коммутирующих со всеми матрицами пред-
ставления. Централизаторное кольцо можно рассматривать как алгебру над полем, содержащим
элементы матриц. Эта алгебра называется централизаторной алгеброй, а ее размерность называ-
ется рангом представления, который мы будем обозначать символом .

Подход, описанный в [6], [7], вкратце сводится к следующему. Пусть у нас имеется группа 
и ее представление  в некотором пространстве. Вначале мы вычисляем базис централиза-
торной алгебы . Это несложная задача линейной алгебры, поскольку матрицы 
являются решениями системы линейных уравнений , . Предположим, что
централизаторное кольцо содержит  примитивных ортогональных идемпотентов .
Условия ортогональности и идемпотентности можно записать в виде системы квадратных урав-
нений

(3)
Записав идемпотенты в общем виде в базисе централизаторной алгебы

(4)

и подставив (4) в (3), мы получаем систему квадратных уравнений относительно неизвестных .
Из общей теории представлений групп следует, что корни этой системы полиномиальных урав-
нений принадлежат к абелевым расширениям (aбелевым расширением называется расширение
поля рациональных чисел  с помощью корней полинома, имеющего абелеву группу Галуа. Со-
гласно теореме Кронекера–Вебера любое абелево расширение является подполем некоторого
циклотомического поля – расширения  с помощью примитивного корня некоторой степени
из единицы) и поэтому, в принципе, всегда могут быть вычислены алгоритмически. В нашем
случае число переменных в полиномах равно рангу и наш опыт показывает, что современные си-
стемы компьютерной алгебры легко справляются лишь с задачами невысоких рангов, обычно

 (в отдельных случаях удается решить задачи с рангами 18 и 19). Это связано с тем, что ал-
горитмы работы с полиномами по своей природе являются трудными (имеют двойную экспо-
ненциальную сложность по числу переменных).

Многие важные представления имеют невысокие ранги. Например, около 96% представле-
ний простых групп (и “небольших” расширений простых групп, имеющих нетривиальный муль-
типликатор Шура и/или нетривиальную группу внешних автоморфизмов), содержащихся в из-
вестном Атласе представлений конечных групп [10], удовлетворяют условию . Компью-
терная реализация алгоритма, описанного в [6], [7], расщепляет представления из [10], имеющие
размерности в сотни тысяч, в наиболее трудном для вычислений случае полей характеристики
нуль.

Сплетения, поскольку они содержат все возможные расширения, весьма “далеки” от простых
групп и их представления имеют высокие ранги. Поэтому в данной статье предлагается другой
подход. Компьютерная реализация этого подхода расщепляет представления сплетений размер-
ностей в квадриллионы и рангов в сотни миллионов.

S Sm n�

( )H n m,

R
G

( )G8

1{ }RA … A, , 1 RA … A, ,
1( ) ( )g A g A− =8 8 g G∈

L 1 LB … B, ,

k kB B B= δ .� � �

1

R

r r
r

B b A
=

= � �

rb �

Q

Q

17R ≤

17R ≤



98

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 1  2020

КОРНЯК

2. ЦЕНТРАЛИЗАТОРНОЕ КОЛЬЦО ПЕРЕСТАНОВОЧНОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
СПЛЕТЕНИЯ

Мы предполагаем, что  и , и, следовательно, пространственная и локальная
группы являются подгруппами соответствующих симметрических групп:  и .
Перестановочное представление  сплетения  реализуется -матрицами размера

, имеющими вид

(5)

Мы предполагаем, что пространством представления является -мерное гильбертово про-
странство  над некоторым абелевым расширением  поля , являющимся расщепляющим
полем (расщепляющим полем для конечной группы называется поле, над которым любое ли-
нейное представление этой группы может быть полностью разложено на неприводимые компо-
ненты) для локальной группы . Обозначим базис централизаторной алгебры представления 
через

(6)

где  означает ранг представления. Элементы множества (6) являются решениями системы урав-
нений, выражающих условия инвариантности

(7)

Более детальный анализ соотношения (7) показывает, что базисные элементы из множества (6)
находятся во взаимно однозначном соответствии с орбитами действия группы  на декартовом
квадрате . Такие орбиты называются орбиталами. Для удобства представим этот декар-
тов квадрат в виде , то есть в виде массива

(8)

Для вычисления орбиталов рассмотрим структуру группы  более подробно. Ее под-
группа

(9)

называется базовой группой сплетения. Группа  является нормальным делителем (или инва-

риантной подгруппой) группы . Это означает, что  для любого  и обозна-

чается символически отношением . Подгруппа

(10)

является дополнением к  в , т.е.

Таким образом, мы можем построить орбиты множества , действуя сначала элементами

базовой группы (9), а затем элементами дополнения (10). Поскольку  является прямым про-
изведением  копий , т.е. , мы можем действовать группой  на массив (8)
покомпонентно.

Действие локальной группы  разбивает множество  на  орбит  которые мы
будем называть локальными орбиталами. Вычисление локальных орбиталов – простая задача, по-
скольку локальная группа “экспоненциально меньше” сплетения. Пусть , а  обо-
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значает множество всех отображений из  в . Определим действие  на отображение
 следующим образом:

(11)

Орбитал сплетения в терминах локальных орбиталов имеет вид

где  обозначает орбиту отображения  относительно действия (11). Для перевода с языка мно-
жеств на язык матриц мы должны заменить локальные орбиталы базисными элементами локаль-
ной централизаторной алгебры, объединение – суммированием и декартовы произведения –
тензорными. В результате мы получаем следующее выражение для базисного элемента центра-
лизаторной алгебры сплетения:

(12)

где  – базисные элементы локальной централизаторной алгебры. Легко проверить, что
базисные элементы (12) образуют полную систему, т.е.

где  обозначает матрицу размера , все элементы которой равны единице;  обо-

значает некоторую нумерацию орбит группы  на множестве .

3. ПОЛНОЕ МНОЖЕСТВО ПРИМИТИВНЫХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ИДЕМПОТЕНТОВ
Полное множество примитивных ортогональных идемпотентов является подмножеством

централизаторного кольца, выделяемым условиями идемпотентности и взаимной ортогональ-
ности. Для выделения этого подмножества мы использовали свойства тензорного (кронекерова)
произведения. Наиболее важными для наших целей являются следующие тождества [11]:

(13)

где , ,  и  – матрицы,  и  – обратимые матрицы и  – скаляр. Непосредственно из этих
тождеств следует, что

1) если  и  инвариантны, то  также инвариантная матрица;
2) если  и  идемпотенты, то  – идемпотент;

3) если  и , то

Это соотношение позволяет независимо выбирать наиболее удобные базисы в каждом мно-
жителе тензорного произведения.

Используя приведенные выше тождества, их следствия и некоторые дополнительные сообра-
жения технического характера, мы получаем основной результат этого раздела.

Пусть  – полное множество примитивных ортогональных идемпотентов перестано-
вочного представления локальной группы . Обозначим символом  множество всех отобра-
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жений из  в , где . Действие  на отображение  определяется как
. Тогда мы имеем

Предложение. Примитивный ортогональный идемпотент централизаторного кольца переста-
новочного представления сплетения имеет вид

(14)

где  обозначает -орбиту отображения  на множестве .

Легко проверить, что выполняется условие полноты . Здесь  обозначает чис-
ло примитивных ортогональных идемпотентов, равное числу неприводимых подпредставлений
перестановочного представления сплетения;  – единичная матрица в перестановочном про-

странстве;  обозначает некоторую нумерацию орбит пространственной группы  на множе-
стве отображений .

Для вычисления базисных элементов (12) централизаторной алгебры и примитивных ортого-
нальных идемпотентов (14) мы написали программу на языке Си. Входными данными для про-
граммы являются порождающие элементы пространственной и локальной групп, а также пол-
ное множество примитивных ортогональных идемпотентов локальной группы (полученное, на-
пример, с помощью программы, описанной в [6], [7]).

4. ПРИМЕРЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ
Для иллюстрации работы программы приведем примеры вычислений примитивных идемпо-

тентов для сплетений, построенных из групп симметрий октаэдра, икосаэдра и додекаэдра. Пол-
ная группа симметрий для октаэдра изоморфна прямому произведению , а полные группы
икосаэдра и додекаэдра изоморфны группе . Здесь  обозначает симметрическую группу,
т.е. группу всех перестановок  объектов;  обозначает знакопеременную группу – группу всех
четных перестановок  объектов. Заметим, что  – наименьшая некоммутативная простая ко-
нечная группа. Заметим также, что полная группа симметрий октаэдра сама по себе имеет струк-
туру сплетения: . Множитель  в полных группах симметрий рассматриваемых
многогранников описывает отражения, а дополнительные к  множители описывают враща-
тельные (или сохраняющие ориентацию, или хиральные) симметрии. Чтобы убрать несуще-
ственные технические усложнения, мы будем рассматривать только вращательные симметрии.
Далее для краткости мы будем называть их просто “симметриями”, опуская слово “вращатель-
ные”. Для начала опишем реализации вращательных симметрий, как групп перестановок вер-
шин указанных многогранников, а также неприводимые разложения их представлений. Непри-
водимые представления обозначаются их размерностями в жирном шрифте, а перестановоч-
ные – размерностями в жирном шрифте с подчеркиванием. Перестановки приводятся в
формате произведений непересекающихся циклов [3]. Символы  и  обозначают соответ-
ственно нулевую и единичную матрицы размера .  

4.1. Октаэдр

• Для указанной нумерации вершин группу симметрий октаэдра  можно породить, на-
пример, следующими двумя перестановками:

• Шестимерное перестановочное представление , которое мы обозначаем символом ,
имеет ранг .

• Базис централизаторной алгебры представления  имеет вид

(15)
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• Разложение на неприводимые подпредставления имеет вид

• Полное множество примитивных ортогональных идемпотентов в базисе (15) имеет вид   

(16)

4.2. Икосаэдр

• Перестановки, порождающие группу симметрий икосаэдра :

• Ранг перестановочного представления  группы  равен .
• Ввиду громоздкости мы не приводим в явном виде базис централизаторной алгебры, состо-

ящий из четырех симметричных матриц    и  размера .
• Разложение на неприводимые подпредставления:

Здесь  и  обозначают два неэквивалентных неприводимых трехмерных представления
группы .
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• Полное множество примитивных ортогональных идемпотентов:   

4.3. Додекаэдр

• Группа симметрий додекаэдра  порождается перестановками:

• Ранг перестановочного представления  группы  равен .
• Базис централизаторной алгебры состоит из восьми матриц размера :

• Разложение на неприводимые подпредставления:

Нижней фигурной скобкой мы подчеркнули тот факт, что перестановочное представление 
содержит четырехмерное неприводимое подпредставление  c кратностью два.

• Полное множество примитивных ортогональных идемпотентов:
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Заметим, что примитивные идемпотенты, соответствующие четырехмерному неприводимому
подпредставлению, из-за нетривиальной кратности, образуют бесконечное двухпараметриче-
ское семейство. Выражения  и  представляют собой достаточно произвольно выбранную
пару взаимно ортогональных представителей этого семейства.

4.4. Компьютерные вычисления
В этом разделе представлены результаты применения программы, написанной на языке Си,

полученные с помощью персонального компьютера с частотой процессора 3.30GHz и оператив-
ной памятью 16GB. Мы рассмотрим три примера, в которых пространством  всегда будет ико-
саэдр с соответствующей пространственной группой, а множествами локальных состояний 
будут, в порядке возрастания трудности вычислений, октаэдр, икосаэдр и додекаэдр с их группа-
ми симметрий. В случае октаэдра мы приведем подробный вывод программы с комментариями.
В остальных случаях ограничимся сжатой информацией о результатах вычислений.

4.4.1. Сплетение .
1. Программа считывает порождающие элементы пространственной и локальной групп и пе-

чатает сопутствующую информацию: ‘Name’ – имя файла, содержащего порождающие пере-
становки, ‘Number of points’ – число точек множества  или  (размерность перестано-
вочного представления) и т.д.

Space G(X) group:
Name = “A5_on_icosahedron”
Number of points = 12
Comment = “Action of A_5 on 12 vertices of icosahedron”
Size = “60"
Number of generators = 2

Local F(V) group:
Name = “S4_on_octahedron”
Number of points = 6
Comment = “Action of S_4 on 6 vertices of octahedron”
Size = “24"
Number of generators = 2

2. Программа из порождающих элементов пространственной и локальной групп строит по-
рождающие элементы сплетения и записывает их в отдельный файл. Этот шаг предназначен для
исследования сплетений другими средствами и может быть пропущен, поскольку не требуется
для дальнейших вычислений.

Whole F(V).wr.G(X) group:
Name = “S4_on_octahedron_wr_A5_on_icosahedron”
Number of points V^X = 2176782336
Size = “24^12*60"
Number of generators = 4

3. Программа печатает общий заголовок для вывода дальнейшей информации в формате
LATEX:

Wreath product 
Representation dimension: 
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4. Программа вычисляет базисные элементы централизаторной алгебры перестановочного
представления сплетения. Этот шаг не требуется для вычисления идемпотентов и может быть
пропущен. Если он включен, то вычисляются следующие элементы:

(а) Ранг представления (размерность централизаторной алгебры).
(б) Множество длин подорбит. Для группы перестановок подорбитами называются орбиты

стабилизатора одной точки переставляемого множества [4]. Подорбиты находятся во взаимно
однозначном соответствии с орбиталами. Размеры орбиталов равны длинам подорбит, умно-
женным на размерность представления. Сумма длин подорбит равна размерности представле-
ния и мы используем этот факт для контроля возможных ошибок вычисления, выводя значение
переменной ‘Checksum’. Мы печатаем только различные длины подорбит, указывая кратности
длин в виде верхнего индекса.

(в) Базисные элементы централизаторной алгебры представления сплетения. Выражения для
базисных элементов представляют собой тензорные полиномы от матриц (15). Мы выводим
здесь только по три элемента из начала, середины и конца большого массива.

Rank: 

Number of different suborbit lengths: 
Wreath suborbit lengths:

135, 2249, 311, 4258, 516, 6403, 81442, 161890, 242418, 323943, 4843, 645082, 8051, 966482, 1286629, 2568858, 38410735,
5127237, 76867, 10249901, 128058, 153612006, 20485611, 40968209, 61449603, 81923093, 1228839, 163844795, 20 48046,
245765558, 327681225, 655362171, 983042389, 131072310, 19660815, 262144674, 32768014, 393216743, 52428877,
1048576146, 1572864177, 209715218, 419430416, 52428802, 629145624, 167772167

Checksum =  Maximum multiplicity = 

Wreath invariant basis forms:

5. Основная часть программы вычисляет полное множество примитивных ортогональных
идемпотентов (14). Приведенный ниже вывод содержит следующее.

(а) Информация о том, содержит ли разложение на неприводимые подпредставления нетри-
виальные кратности.

(б) Полное число примитивных ортогональных идемпотентов.
(в) Число различных неприводимых размерностей.
(г) Полный список неприводимых размерностей. Верхние индексы представляют числа

идемпотентов соответствующей размерности. Сумма всех размерностей должна совпадать с
размерностью представления сплетения, что проверяется прямым вычислением величины
‘Checksum’.
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(д) Несколько выражений для примитивных ортогональных идемпотентов (неприводимых
проекторов), которые представляют собой тензорные полиномы от матриц локальных идемпо-
тентов (16).

Wreath product decomposition is multiplicity free

Number of irreducible components: 

Number of different dimensions: 
Irreducible dimensions:

1, 46, 63, 86, 93, 1215, 1632, 187, 20, 2470, 3241, 3686, 45, 48191, 5426, 6484, 72298, 804, 817, 96412, 108223, 128114,
144913, 16254, 1808, 192704, 216926, 2434, 256104, 2881804, 3207, 324504, 384772, 4054, 4322517, 48699, 51276,
5762508, 6481909, 72017, 7299, 768705, 8644303, 972818, 102451, 11522562, 12803, 12964455, 1458141, 1536479, 162016,
17285322, 19442712, 204820, 21874, 23041935, 25926708, 288014, 2916961, 3072223, 34564575, 36457, 38885495,
40964, 4374136, 46081004, 5120, 51846924, 58322754, 614459, 648018, 65619, 69122719, 77766966, 81923, 8748822,
9216329, 103684760, 1152010, 116644695, 1228819, 1312298, 138241011, 1458013, 155525781, 174961999, 1843283,
196833, 207362085, 233284826, 2592016, 26244511, 27648260, 311042964, 328053, 349922775, 368645, 3936655,
41472534, 46080, 466563012, 524881023, 5529615, 5832019, 59 0495, 62208877, 699842173, 78732242, 8294448,
933121038, 1036804, 1049761079, 11809827, 124 416102, 1312208, 139968905, 157464355, 186624130, 209952568,
2332807, 23619684, 279936148, 295245, 314928254, 3542946, 419904116, 47239279, 5248803, 531441,
62985662, 70858815; 94478426; 1180 980; 14171769

Checksum =  Maximum number of equal dimensions = 

Wreath irreducible projectors:

Time: 0.58 sec
Maximum number of tensor monomials: 531441

122 776
134

2176 782336 6966

�

�

�

12
1 1

3 6
2 1 2 1 2 1

9 2 4 7
3 1 2 1 1 2 1

B B

B B B B B B

B B B B B B B

⊗

⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗ ⊗

=
= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

= ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗
�

�

2 3 2
61387 2 3 1 2 1 3 2 3

3 2 1 2 1 3 1 2 3 1 3 2
2 2 2

1 3 2 3 2 3 1 2 1
2 2

1 2 3 1 3 2 3 1 2 1

B B B B B B B B B
B B B B B B B B B B B B

B B B B B B B B B

B B B B B B B B B B

⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

�

2 2 2
61388 2 3 1 3 1 2 3 2 3

2 2 2
1 2 3 2 3 2 3 1 3

B B B B B B B B B B

B B B B B B B B B

⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

�

2 3 2
61389 1 2 1 2 3 2 1 3

2
2 1 2 3 2 1 3 2 1 2 3

3 3
1 3 2 1 3 2 3 2

2 2 3 3 3
3 2 3 2 1 2 1 2 3 2 2 3 1 2 1 2

2 2 3
3 2 3 2 1 3 1 2

B B B B B B B B B

B B B B B B B B B B B

B B B B B B B B

B B B B B B B B B B B B B B B B

B B B B B B B B

⊗ ⊗ ⊗

⊗

⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
�

�

�

�

2 9 3 8 10 11
122774 3 2 3 3 2 3 3 2 3 3 2

2 7 2 2 6 3 4 3
122775 3 2 3 2 3 3 2 3 2 3 3 2 3 2 3

5 4 8 2 9
3 2 3 2 3 3 2 3 2 3 2 3 2

3 2 7
122776 3 2 3 2 3

B B B B B B B B B B B B

B B B B B B B B B B B B B B B B

B B B B B B B B B B B B B

B B B B B B

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗

= ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗
= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +

+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗
= ⊗ ⊗ + ⊗ 4 6 3 6

2 3 3 2 3 2 3
6 3 7 2 3 9 2

3 2 3 2 3 3 2 3 3 2 3

B B B B B B B

B B B B B B B B B B B

⊗ ⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ +
+ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗



106

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 1  2020

КОРНЯК

4.4.2. Сплетение .

Wreath product 
Representation dimension: 

Rank: 

Wreath product decomposition is multiplicity free

Number of irreducible components: 

Number of different dimensions: 
Time: 7.35 sec
Maximum number of tensor monomials: 16777216

4.4.3. Сплетение .

Wreath product 
Representation dimension: 

Rank: 

Wreath product decomposition has non-trivial multiplicities

Number of irreducible components: 

Number of different dimensions: 
Time: 26 min 46.16 sec
Maximum number of tensor monomials: 2176782336

5. ЗАМЕЧАНИЯ О МОДЕЛИРОВАНИИ МНОГОЧАСТИЧНЫХ КВАНТОВЫХ СИСТЕМ
Квантовое описание можно сделать конструктивным, если заменить в квантовом формализ-

ме непрерывные группы унитарных операторов эволюции унитарными представлениями конеч-
ных групп. Известно, что любое линейное (автоматически унитарное) представление конечной
группы является подпредставлением некоторого перестановочного представления. В частности,
так называемое регулярное представление, т.е. перестановочное представление действия
группы на своих собственных элементах, содержит все возможные неприводимые представ-
ления данной группы. Таким образом, мы можем вложить любую конструктивную кванто-
вую модель в подходящее инвариантное подпространство некоторого перестановочного
представления [12], [13].

Пространством состояний составной (многокомпонентной) квантовой системы является
тензорное произведение пространств состояний входящих в нее компонент. Состояния состав-
ной системы, представимые в виде взвешенной суммы тензорных произведений состояний ком-
понент, называются сепарабельными. Состояния, не являющиеся сепарабельными, называются
запутанными. Фактически, из-за экспоненциальной зависимости размерности пространства со-
стояний составной системы от числа компонент, подавляющее большинство состояний состав-
ной системы являются запутанными. Понятие запутанности лежит в основе квантовой инфор-
матики. Запутанность приводит к таким экспериментально наблюдаемым явлениям, как кван-
товая телепортация, нелокальные квантовые корреляции (нарушение неравенств Белла) и т.д.
Более того, в последнее время все большую популярность приобретает идея (см., например, [14],
[15]), что само геометрическое пространство не является фундаментальной сущностью, а возни-
кает как феноменологическая (“эмерджентная”) структура внутри большого гильбертова про-
странства за счет его приближенного разложения (для данного “квантового состояния Вселен-
ной”) в тензорное произведение большого числа факторов, которые интерпретируются как точ-
ки (или области) геометрического пространства, расстояния между которыми (метрика)
определяются мерами запутанности, типичным примером которых является квантовая взаим-
ная информация.

Одной из основных наших целей была разработка средств изучения моделей составных кван-
товых систем. Операторы проектирования, получаемые нашей программой, предполагается ис-
пользовать для вычислений в таких моделях. Эти операторы представляют собой матрицы
огромных размерностей (например, четыре квадриллиона в примере ). Очевидно, явное вы-
числение таких матриц невозможно и не нужно. Представление проекторов для сплетений в ви-
де тензорных полиномов позволяет свести вычисление квантовых корреляций к последователь-

( ) ( )5 5A A�icosahedron icosahedron

( ) ( )5 5A icosahedron A icosahedron�

8 916100 448 256
3 875157

3 875 157
261

( ) ( )5 5A A�dodecahedron icosahedron

( ) ( )5 5A dodecahedron A icosahedron�

4 096 000 000 000 000
>502 985 717

502 985717
1065

4 4 3. .
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ности вычислений с маленькими матрицами локальных проекторов. Рассмотрим, например,
вычисление скалярного произведения. Пусть  – ортонормальный базис в локальном
гильбертовом пространстве . Тогда ортонормальный базис в гильбертовом пространстве спле-
тения  образуют элементы вида

Здесь , , . Векторы общего вида в гильбертовом про-
странстве сплетения можно записать следующим образом:

где  и  – произвольные скаляры из базового поля . (Можно ограничиться натуральными
 и , если придерживаться идеологии подхода [12], [13].) Скалярное произведение этих век-

торов в инвариантном подпространстве, определяемом проектором (14), имеет вид

где

(17)

(18)

Последнее выражение (18), полученное применением тождества (13) к (17), представляет собой
просто произведение  скаляров.

Анализ всевозможных сценариев вычислений, которые могут возникнуть в конструктивных
моделях многокомпонентных квантовых систем, показывает, что вычисления могут включать
длинные циклы суммирования вида , короткие циклы суммирования , а также
циклы умножения длины . Величины, обрабатываемые внутри циклов, можно вычислить
предварительно и собрать в таблицы небольших размеров. Этими величинами являются скаляры

считываемые непосредственно из явных выражений для матриц локальных проекторов, и
 матрицы вида , образующие таблицу размера , где  и

Автор благодарен Ю.А. Блинкову за помощь в подготовке статьи и В.П. Гердту за плодотвор-
ные обсуждения и полезные советы.
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