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Рассматривается периодическая краевая задача для модернизированного уравнения Камас-
са–Холма, которое отличается от известного классического уравнения наличием еще не-
скольких квадратичных слагаемых. Сформулированы три важных условия на коэффициенты
уравнения, выполнение которых относит исходное уравнение к уравнениям типа Камасса–
Холма. Исследуется вопрос о динамических свойствах так называемых регулярных решений
в окрестностях всех состояний равновесия. Для определения “главных” составляющих реше-
ний строятся специальные нелинейные краевые задачи. Получены асимптотические форму-
лы для множества периодических решений и конечномерных торов. Изучается вопрос о бес-
конечномерных торах. Показано, что компактная запись в виде уравнения в частных произ-
водных нормализованного уравнения в задаче о таких торах возможна лишь для
классического уравнения Камасса–Холма. Приведен асимптотический анализ в случаях, ко-
гда один из коэффициентов линейной части уравнения является достаточно малым и когда
значение периода в граничных условиях является достаточно большим. Библ. 16.
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1. ВВЕДЕНИЕ

1. Описание краевой задачи. При ,  рассматриваем уравнение

(1)

В классическом уравнении Камасса–Холма для коэффициентов  выполнены равенства

(2)

В дальнейшем считаем, что .
Уравнение (1) исследовалось многими авторами (см. [1]–[9]). Основные результаты посвяще-

ны вопросам интегрируемости и нахождению решений.
Вместе с уравнением (1) будем рассматривать -периодические краевые условия

(3)

Сначала сформулируем три важных вывода о решениях краевой задачи (1), (3).
Вывод 1. Каждое стационарное значение функции :   является состоя-

нием равновесия краевой задачи (1), (3).
Положим в (1)

(4)
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и будем рассматривать все такие функции , которые при ,  удовлевoряют
условию (3) и соотношению

(5)

Вывод 2. Из условия  следует, что  для всех таких значений ,
для которых решение  существует.

Произведем в (1), (3), (5), замену (4) и перейдем к “движущейся” переменной

(6)
В результате получаем уравнение

(7)

с краевыми условиями
(8)

В (7) приняты обозначения

Отметим, что в результате другой замены в (1)

получаем уравнение с третьей пространственной производной в линейном слагаемом

(9)

где .
Поставим задачу исследования локального – в достаточно малой окрестности нулевого со-

стояния равновесия – поведения всех решений краевой задачи (7), (8) при каждом .
Основу асимптотического исследования составляет построение уравнений для главных членов
асимптотических представлений решений. Такое представление часто называют нормализацией.

Важную роль играет характер расположения корней  характеристического уравнения для
линеаризованной в нуле краевой задачи (7), (8):  где

Вывод 3. При всех значениях параметра  все корни характеристического уравнения являют-
ся чисто мнимыми, а значит, в задаче об устойчивости нулевого решения краевой задачи (7), (8)
при всех  реализуется критический случай бесконечной размерности.

Обозначим через  квадратичное выражение, содержащие величины :

Рассмотрим более общую по сравнению с (7) краевую задачу

(10)

(11)
Для этой краевой задачи тоже верны выводы 1 и 2. Потребуем, чтобы для краевой задачи (10), (11)
был верен и вывод 3. Произведем в (10), (11) замену (4) и рассмотрим вопрос о корнях
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 получающегося характеристического уравнения для линеаризованной в нуле
краевой задачи. Для  тогда приходим к формуле

Согласно выводу 3 из условия , , вытекает, что .
В ряде задач, например, в задачах об асимптотике периодических по времени решений полез-

но рассмотреть уравнение, которое отличается от (10) наличием линейных членов со второй и
четвертой производными по пространственной переменной и с малым множителем :

(12)

Здесь прослеживаются аналогии в вопросе изучения уравнения Кортевега–де Вриза и Кортеве-
га–де Вриза–Бюргерса (см., например, [10]–[12]).

Итак, после замены (4) и  и с учетом выражения (12) приходим к краевой задаче

(13)

(14)
Здесь приняты обозначения

Для этой краевой задачи можно предложить другую – эквивалентную запись. Сначала введем
одно обозначение. Пусть  – есть ( )-периодические функции с нулевым средним:

Через  обозначен оператор “интегрирования”

Отметим, что для произвольной (дифференцируемой) периодической функции  имеем соот-
ношение

(15)

Продифференцируем (13) и (14) по  и положим , т.е. . Тогда приходим к урав-
нению, не содержащему оператор усреднения:

(16)
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Краевые условия имеют вид

(17)

Здесь .
Важно отметить, что краевые задачи (13), (14) и (16), (17) зависят от параметра  и от

“внутреннего” параметра .
Ниже вводится еще один малый параметр , который учитывает варьирования значения пе-

риода . Предполагаем, что значение  как-то фиксировано и для некоторого  выполнено
равенство

(18)

В работе рассматриваются так называемые регулярные решения (см. [12]–[14]). Регулярность
означает, что эти решения и их производные являются ограниченными по  функциями
при каждом фиксированном . В частности, верно асимптотическое представление

Отметим, что пространственные производные нерегулярных решений могут достигать боль-
ших значений при стремлении к нулю малого параметра. Результаты исследования нерегуляр-
ных решений существенно отличаются от приводимых ниже. Им будет посвящена отдельная
публикация.

Поставим задачу исследования поведения всех решений этих краевых задач из достаточно ма-
лой окрестности нулевого состояния равновесия. При условии (18) в разд. 2 изучается асимпто-
тика периодических по  решений и одномерных торов в рассматриваемых краевых задачах. Со-
ответствующие построения можно применить и к рассмотрению асимптотики торов большей
размерности. Для бесконечномерных торов методика оказывается неэффективной, поскольку
приводит к бесконечной системе нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений,
которую, вообще говоря, нельзя упростить.

В связи с этим возникает задача определения таких коэффициентов краевой задачи (13), (14)
((16), (17)), для которых соответствующую бесконечномерную систему удается записать в ком-
пактной форме в виде уравнения в частных производных. Решению этой задачи посвящен
разд. 3.

Наконец, отметим, что без ограничения общности можно считать, что выполнено условие

(19)

Это равенство (при ) достигается нормировкой пространственной переменной и очевид-
ными переобозначениями параметров краевой задачи. Возникает, конечно, необходимость
асимптотического изучения рассматриваемых краевых задач отдельно при условиях

(20)

и

(21)

Кроме этого, весьма важно изучение решений в предположении, что значение параметра  в
краевых условиях достаточно велико:

(22)

Этому случаю и случаю (20) посвящен разд. 4. Случай (21) будет изучен в отдельной публика-
ции, посвященной нерегулярным решениям.

2. ПОСТРОЕНИЕ АСИМПТОТИКИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ И ТОРОВ

Во всех приведенных выше краевых задачах фигурирует “внутренний” параметр , входящий
в периодические краевые условия. Будем варьировать этот параметр и изучать зависимость от
него асимптотики решений.
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Фиксируем произвольно  и , а через  обозначим малый положительный параметр.
Положим

(23)

Еще один малый параметр , фигурирующий в (13) и (16), удобно представить в виде

(24)

Остановимся для определенности на рассмотрении при условии (19) краевой задачи (13), (14).
Для того чтобы период по пространственной переменной у решений не зависел от , в (13), (14)
произведем замену

(25)
В результате приходим к краевой задаче

(26)

(27)
Здесь приняты обозначения

2.1. Построение асимптотики периодических решений

Фиксируем произвольно целое  и положим . Отметим, что выполнены усло-
вия

(28)

Линеаризованная в нуле краевая задача (26), (27) имеет, в частности, периодические решения

где  – произвольная комплексная постоянная.
Введем в рассмотрение формальный ряд

(29)

Здесь  – “медленное” время, функции  являются -периодическими по  и

 – периодическими по . Подставим (29) в (26) и будем приравнивать коэффициенты
при одинаковых степенях . Тогда для определения  получаем уравнение

в котором
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Отсюда находим, что

(30)
где

На следующем шаге, собирая в формальном тождестве коэффициенты при , получаем
уравнение для . Из условия его разрешимости в указанном классе функций приходим к
уравнению для определения :

(31)

Для коэффициентов  и  имеем равенства

Сформулируем итоговое утверждение.
Теорема 1. Пусть  – ограниченное при  решение уравнения (29). Тогда краевая зада-

ча (26), (27) имеет асимптотическое по невязке с точностью до O( ) периодическое решение
, для которого

Сделаем ряд выводов. Сначала отметим, что при  коэффициенты в
уравнении (31) являются чисто мнимыми. Поэтому все его решения периодические (негрубые).
Это дает основание говорить о том, что в малой окрестности нуля краевая задача (26), (27) имеет
континуальное семейство асимптотических по невязке решений. Их асимптотика определяется
по решениям  уравнения (31) из формулы (29).

Уравнение (31) интегрируется в явном виде при любых значениях коэффициентов  и . На-
пример, при условии  это уравнение имеет устойчивый цикл

Краевая задача (26), (27) тогда имеет периодическое решение

Отметим, что устойчивость решения  уравнения (31) – лишь необходимое условие устойчи-
вости решения  в (26), (27).

Обратим внимание, что произвольно фиксированный (континуальный) параметр  и пара-
метр , принимающий целые значения, являются “внутренними” параметрами: само урав-
нение (26) от них не зависит. Поэтому формулы (29) дают представление для довольно богатого
множества асимптотических по невязке решений в (26), (27).

2.2. Построение 2-мерных торов

Фиксируем произвольно два различных целых положительных значения  и . Рассмотрим
формальный ряд

(32)

где  суть -периодичны по  и почти периодичны по , , . Под-
ставим (32) в (26). Производя стандартные действия, сначала определяем функцию . За-
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тем, собирая коэффициенты при , учитывая дополнительно некоторые соотношения типа
общности положения (аналогичные (28)), приходим к уравнению для . Из условия его
разрешимости получаем систему уравнений относительно комплексных величин  и :

(33)

Явные формулы для коэффициентов (33) довольно громоздкие, поэтому здесь их не приводим.
Отметим лишь, что при  все коэффициенты в (33) – чисто мнимые. Это
означает что все решения (33) – негрубые двумерные торы. Из (32) вытекает, что и рассматрива-
емая краевая задача (26), (27) имеет континуальное семейство асимптотических по невязке дву-
мерных торов с соответствующей асимптотикой.

2.3. О более общих случаях

По аналогии с (32) можно рассмотреть вопрос об асимптотике 3, 4-мерных торов. В общем
случае формальные выражения имеют вид

(34)

, . Действуя по аналогии с предыдущими построениями, для определения
всех величин  получаем бесконечную систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (ОДУ) и по ее решениям формулируем выводы об асимптотических по невязке решениях
исходной краевой задачи (26), (27). Отметим, что эту бесконечную систему ОДУ, вообще говоря,
не удается записать в компактной форме. В следующем разделе будет получено такое уравнение
вида (26), которое допускает компактное представление для уравнения первого приближения.

3. АСИМПТОТИКА БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫХ ТОРОВ

Остановимся подробнее на схеме построения асимптотики решений этой краевой задачи, ба-
зирующейся на формальном ряде (34).

3.1. Построение функций 

Ниже для простоты будем предполагать, что , значение  не зависит от малого параметра ,
а варьируется только параметр , . Таким образом, рассматривается крае-
вая задача

(35)

(36)

Положим здесь

(37)

Отметим, для примера, что запись

(38)

/ε3 2
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при целых неотрицательных  и  эквивалентны выражению

(39)

при целом  и выражению

при целых  и .
Подставим (34) в (26). Тогда для  приходим к уравнению

(40)

в котором

Функцию  ищем в виде

(41)

Из (40) тогда получаем, что

где

(42)

Поставим задачу определения всех таких коэффициентов , при которых функцию 
из (41) можно записать, не используя бесконечное суммирование, а используя только производ-
ные и интегралы от  и от их квадратичных произведений. Ниже удобно нормировать функ-
цию  так, чтобы выполнялось равенство

(43)

а коэффициент  переобозначить через .
Сформулируем основной результат
Теорема 2. Функцию  можно выразить через , не используя бесконечные суммирова-

ния, в том и только в том случае, когда выполнены равенства

(44)

(45)

(46)

Доказательство. Положим в (40)  и . Выражение  можно тогда записать
в виде

а выражение  имеет вид , где

m n
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Согласно (36) и (37), условие представления  через функции  и через производные и “ин-
тегралы” от нее состоит в том, чтобы выражение  было представимо в виде

Тем самым при  функция  должна тождественно обращаться в нуль.
Тем самым из равенства нулю тождественно многочлена 6-й степени относительно 

следует, что коэффициенты при всех степенях этой функции нулевые. Тем самым приходим к
равенствам (43)–(46). Теорема доказана.

В порядке обобщения теоремы 2 заметим, что при условии  на основании равенств (43)–(46)
получаем классическое уравнение Камасса–Холма, а если бы вместо (43) принять условие

, то имеем уравнение

(47)

После дифференцирования по  в (47) и переобозначения  снова приходим к уравнению
Камасса–Холма.

В общем случае из теоремы 2 получаем уравнение (без учета слагаемого с множителем )

(48)

Приведем явный вид функции  при условиях (44)–(46). В случае , т.е. для уравне-
ния Камасса–Холма, имеет равенство , где

(49)

Соответственно при  имеем

(50)

а при условии (38) и  получаем

(51)

3.2. Построение нормализованного уравнения

На следующем шаге, подставляя ряд (34) в (26) соберем коэффициенты при . В результате
с учетом (48) проходим к уравнению

(52)

Ограничимся рассмотрением случая, когда , т.е. классического уравнения Камасса–Холма.
При  новых сложностей не возникает, только соответствующие построения более громозд-
кие.

Критерий разрешимости (52) относительно  в указанном классе функций состоит в
отсутствии в правой части гармоник вида . Отсюда, учитывая формулы (49) и (37),
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для величин  приходим к бесконечной системе обыкновенных дифференциальных уравне-
ний

(53)

Основной результат состоит в том, что эту систему можно записать в компактной форме в виде
специальной краевой задачи. Чтобы показать это, сначала введем несколько обозначений. По-
ложим

(54)

где коэффициенты Фурье  – те же, что и в (37) и (53). Далее, через  обозначим бесконеч-
номерный вектор ( ). Произведение двух бесконечномерных
векторов  и  – покоординатное, т.е. . Тогда для скалярного
произведения ( ) верна формула

Введем в рассмотрение краевую задачу

(55)

(56)
где

Будем говорить, что уравнение из (55) эквивалентно бесконечной системе разностных урав-
нений (53), если при подстановке в (55) ряда Фурье функции  для коэффициентов Фурье
получаем систему (53).

Из приведенных выше построений вытекает
Теорема 3. Уравнение (55) эквивалентно системе (53).
Сделаем важное замечание. Уравнение (55) можно существенно упростить, “убрав” слагае-

мые, содержащие функции . Для этого в системе (51) произведем замены

(57)

где

Тогда для величин  получим бесконечную систему, которой эквивалентно уравнение
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с краевыми условиями

(59)

4. АСИМПТОТИКА РЕГУЛЯРНЫХ РЕШЕНИЙ ПРИ УСЛОВИЯХ  И ПРИ 

Обратим внимание, что с помощью функций  определяются, согласно формуле (34),
коэффициенты Фурье  функции , а не сама эта функция.

В этом разделе коротко остановимся на построении нормализованных уравнений для двух
случаев: когда  и когда .

4.1. Здесь предполагаем, что коэффициент  является малым параметром:  и .
Формально при  главная часть уравнения (7) имеет вид

(60)

Для того, чтобы (60) действительно являлось главной частью (7), необходимо выполнение усло-
вия регулярности. Оно состоит в том, что при каждом из рассматриваемых значений -периоди-
ческие по  функции  являются ограниченными при . Тем самым выражение

  есть  при .
Учитывая условие регулярности и формулу (60), из (7) приходим к более точной, порядка , за-

писи уравнения (7)

(61)

Формально асимптотический ряд для правой части (61) можно получить и из условия регулярно-
сти, и из выражения

Уравнение (60) лишь последним слагаемым отличается от одной из разновидностей классиче-
ского уравнений Кортевега–де Вриза (см., например [10]–[12]). В [13]–[16] исследовались
асимптотические свойства решений обобщенного уравнения Кортевега–де Вриза с периодиче-
скими краевыми условиями. Кратко остановимся на этих результатах применительно к урав-
нению (61) с добавлением в его правую часть последних слагаемых, соответствующих правой
части (9):

(62)

(63)

Корни  характеристического уравнения для линеаризованной в нуле краевой задачи (62), (63)
с точностью O( ) имеют вид

Фиксируем произвольно , как и в предыдущем разделе подставим в (62) формальное выра-
жение

(64)
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где , зависимость от  и  функции  периодическая. Для коэффициента  получаем
выражение

Из условия разрешимости уравнения для  имеем равенство

(65)

в котором

И здесь при  и  все коэффициенты в (65) являются чисто мнимыми, а значит все
асимптотические по невязке решения (62), (63) согласно (64) тоже периодические. При 
речь может идти об одном периодическом решении.

Как и выше, можно рассмотреть вопрос о построении асимптотики конечномерных асимпто-
тических по невязке торов. Более интересен вопрос о бесконечномерных торах. В отличие от
уравнения (7), здесь удается получить компактную запись системы уравнений, которая играет
роль нормальной формы. Покажем это.

Рассмотрим формальный ряд

(66)

где , а зависимость от  и  периодическая, а для  имеем формулу

Подставим его в (62) и будем приравнивать коэффициенты при одинаковых степенях . На пер-
вом шаге получаем верное тождество (для ). На втором шаге приходим к уравнению для

:

(67)

Это уравнение разрешимо в указанном классе функций при выполнении условия равенства
нулю коэффициентов при всех гармониках вида  в его правой части:

На следующем шаге соберем коэффициенты при . В результате получим уравнение для
определения :

(68)
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Эта система допускает компактную запись подобно тому, как согласно теореме 3 систему (52)
удалось записать в компактной форме (54). Соответствующее выражение для функции

не сложное, но достаточно громоздкое. Линейной части в (68) отвечает для  выражение

а для нелинейной части ограничимся здесь только тем, что приведем один (в некотором смысле –
основной) фрагмент соответствующего выражения в нормализованном уравнении, полученном
из (68). Так выражению , входящему в функцию , отвечает выражение

4.2. Асимптотика решений при условии достаточно больших значений параметра .
Кратко остановимся на исследовании регулярных решений в случае, когда

(69)
Рассматривается модернизированное уравнение Камасса–Холма, которое отличается от

формы записи в (10) тем, что вместо слагаемого  имеем (как и в (9)) слагаемое . Предпо-

лагается, конечно, что выполнены условия  на коэффициенты функции .
Произведем формализующие замены

В результате приходим к краевой задаче

(70)

(71)

Осталось заметить, что с точностью до величины  уравнение (70) совпадает с классическим
уравнением Кортевега–де Вриза. Результаты изучения асимптотики регулярных периодических
решений и торов для уравнения Кортевега–де Вриза приведены в [15].

ВЫВОДЫ
Представлен класс модернизированных уравнений Камасса–Холма, который существенно

обобщает классическое уравнение Камасса–Холма и сохраняет ряд его основополагающих
свойств. Эти уравнения с периодическими ограниченными условиями имеют однопараметриче-
ское семейство состояний равновесия, в окрестности каждого из которых реализуется критиче-
ский случай бесконечной размерности в задаче об устойчивости стационаров.

Рассмотрено поведение так называемых регулярных решений в малых окрестностях состоя-
ний равновесия. Приведены асимптотические формулы для семейств периодических по време-
ни решений и конечномерных торов.

Исследован вопрос о построении в окрестности состояний равновесия нормализованных
уравнений, играющих роль нормальных форм. Эти нормальные формы представляют собой бес-
конечно мерные системы специальных нелинейных обыкновенных дифференциальных уравне-
ний. Решена задача о компактной записи таких бесконечномерных систем в виде нелинейного
уравнения в частных производных. В частности, показано, что такая запись возможна только для
классического уравнения Камасса–Холма.

Изучены асимптотические свойства решений при условиях, когда коэффициент  в (7) явля-
ется достаточно малым параметром или значение периода  в граничных условиях (8) является
достаточно большим. В обоих случаях исходная краевая задача сводится в главном к уравнению
Кортевега–де Вриза.
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Отметим, что построенные выше нормализованные уравнения, как правило, обладают тем
свойством, что в окрестности их состояний равновесия тоже реализуется критический в задаче
об устойчивости случай бесконечной размерности. Поэтому можно запустить процесс повтор-
ной нормализации.
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