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1. ВВЕДЕНИЕ
Хорошо известно [1]–[5], что численное интегрирование стохастических дифференциальных

уравнений (СДУ) Ито, исходя из сильного критерия сходимости приближений [1], широко при-
меняется при численном моделировании выборочных траектории решений СДУ (что необходи-
мо при построении новых математических моделей на основе данных уравнений), численном
решении задачи фильтрации сигнала на фоне случайной помехи в различных постановках (ли-
нейная фильтрация Калмана-Бьюси, нелинейная оптимальная фильтрация, фильтрация мар-
ковской цепи с непрерывным временем и конечным пространством состояний и т.д.), задачи
стохастического оптимального управления (в том числе по неполным данным), задач тестирова-
ния процедур оценивания параметров стохастических систем и некоторых других задач.

В настоящей статье применяется перспективный подход [1], [2], [6]–[8] к численному инте-
грированию СДУ Ито, основанный на стохастическом аналоге формулы Тейлора (разложении
Тейлора–Стратоновича) [1], [9], [10] для решений СДУ Ито. Этот подход подразумевает конеч-
ную дискретизацию временнóй переменной и численное моделирование решения СДУ Ито в дис-
кретные моменты времени с помощью указанного стохастического аналога формулы Тейлора.

В ряде работ [1], [2], [6], [7] содержатся численные схемы с порядками сильной сходимости
1.5, 2.0 и 2.5 для СДУ Ито, однако без эффективных процедур среднеквадратической аппрокси-
мации входящих в них повторных стохастических интегралов (ПСИ) для случая многомерного
неаддитивного шума.

В настоящей работе особое внимание уделяется заполнению указанного пробела, т.е. методам
численного моделирования ПСИ Стратоновича кратностей 1–5, входящих в рассматриваемый
численный метод. Также поясняются достоинства и недостатки применения унифицированного
разложения Тейлора–Стратоновича [10] к постороению численных методов для СДУ Ито в
сравнении с его аналогом – унифицированным разложением Тейлора–Ито [11].
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В статье применяется так называемое, унифицированное разложение Тейлора–Стратонови-
ча [10], позволяющее (в отличие от своего классического аналога [9]) использовать минималь-
ную совокупность ПСИ Стратоновича, что является упрощающим фактором на стадии реализа-
ции численного метода. Для аппроксимации ПСИ Стратоновича, входящих в рассматриваемую
численную схему с порядком сильной сходимости 2.5, используется метод кратных рядов Фу-
рье–Лежандра, рассмотренный в ряде работ автора [8], [12]–[15]. Важно отметить, что указан-
ный метод кратных рядов Фурье не приводит к дроблению промежутка интегрирования 
упомянутых ПСИ Стратоновича, который представляет собой шаг интегрирования численных
методов для СДУ Ито и поэтому является уже достаточно малой величиной без дополнительного
дробления.

Ряд численных экспериментов показывает [8], что применение методов численного модели-
рования ПСИ (в которых применяется дробление промежутка ) приводит к неприемлемо
большим вычислительным затратам и накоплению ошибок вычислений.

Пусть задано фиксированное вероятностное пространство ( , , ) неубывающая совокуп-
ность -алгебр  на нем и -измеримый при всех  -мерный стандартный

винеровский процесс  с независимыми компонентами , .
Рассмотрим СДУ Ито в интегральной форме:

(1)

где  – случайный процесс, являющийся сильным решением уравнения (1); второй инте-
грал в правой части (1) понимается как стохастический интеграл Ито [16]; ,

 – функции, для которых существует правая часть (1) и которые удовлетво-
ряют стандартным условиям существования и единственности сильного решения  урав-
нения (1) [16];  и , , предполагаются независимыми, причем  есть -измери-
мая случайная величина, для которой ;  – оператор математического ожидания.

2. ЯВНАЯ ОДНОШАГОВАЯ ЧИСЛЕННАЯ СХЕМА С ПОРЯДКОМ СИЛЬНОЙ 
СХОДИМОСТИ 2.5, ОСНОВАННАЯ НА УНИФИЦИРОВАННОМ РАЗЛОЖЕНИИ 

ТЕЙЛОРА–СТРАТОНОВИЧА
Дадим определение сильной сходимости численного метода для СДУ Ито [1], [7].

Рассмотрим разбиение  промежутка  с рангом дробления  такое, что
. Через ;  обозначим дискретную аппроксимацию

процесса ,  (решение СДУ Ито (1)), соответствующую максимальному шагу дискрети-
зации .

Определение 1 (см. [1], [7]). Будем говорить, что дискретная аппроксимация (численный ме-
тод) ; , соответствующая максимальному шагу дискретизации  сходится силь-
но с порядком  к процессу , , если существуют постоянная  которая не зави-
сит от  и  ( ), а также число  такие, что

(2)

для всех 

В (2) мы положили , .
В ряде публикаций [2], [6] авторы рассматривают вместо сильной сходимости среднеквадра-

тическую сходимость, которая в силу неравенства Ляпунова влечет сильную сходимость.
Достаточно нетривиален вопрос, какие ПСИ (Ито или Стратоновича) целесообразно приме-

нять для численного моделирования решений СДУ Ито. В разд. 3 настоящей статьи приведен
ряд теорем, сформулированных и доказанных автором в [8], [12]–[15], которые демонстрируют,
что аппроксимации ПСИ Стратоновича (в рамках метода кратных рядов Фурье–Лежандра [8],
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[12]–[15]) существенно проще, чем соответствующие аппроксимации ПСИ Ито. Однако проце-
дура оценки среднеквадратической погрешности аппроксимации, наоборот, оказывается проще
для ПСИ Ито, нежели для ПСИ Стратоновича.

Рассмотрим явную одношаговую численную схему для СДУ Ито, основанную на унифициро-
ванном разложении Тейлора–Стратоновича [10] и имеющую при стандартных условиях [1] по-
рядок сильной сходимости, равный 2.5:

(3)

где ,  – постоянный шаг интегрирования; , ,  – ап-
проксимация ПСИ Стратоновича вида

(4)

; ; ;  есть -й столбец, а  есть -й элемент мат-
ричной функции  соответственно;  есть -й элемент векторной функции , а  есть -й эле-
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мент столбца ; столбцы , , , , , , , , , , , ,
, , , , , , ,  вычислены в точке 

Известно [1], что при стандартных условиях численная схема (3) имеет порядок сильной схо-
димости 2.5. Отметим здесь лишь условие, которому должны удовлетворять аппроксимации
ПСИ Стратоновича, входящие в численную схему (3):

(5)

где  – аппроксимация ПСИ , а постоянная  не зависит от 
На основе численной схемы (3) можно строить ее неявные или многошаговые аналоги [1], [2],

[6], [7]. При этом набор ПСИ Стратоновича, необходимый для реализации указанных числен-
ных методов, будет таким же, как и для численной схемы (3).

Отметим, что усеченное унифицированное разложение Тейлора–Стратоновича (на основе
которого построена численная схема (3)) [10] содержит 12 различных типов ПСИ Стратоновича,
которые не могут быть связаны линейными соотношениями [10]. Аналогичное классическое
разложение Тейлора–Стратоновича [1], [9] содержит уже 17 различных типов ПСИ Стратонови-
ча, часть из которых связаны друг с другом линейными соотношениями и часть имеют большую
кратность, нежели ПСИ Стратоновича из (3). Данное обстоятельство обусловливает мотивацию
применения численной схемы (3) на основе унифицированного разложения Тейлора–Страто-
новича [10].

Основной проблемой на стадии реализации численной схемы (3) является проблема совмест-
ного численного моделирования ПСИ Стратоновича, входящих в (3).

В следующем разделе рассмотрим эффективный метод численного моделирования ПСИ
Стратоновича.

3. ТЕОРЕМЫ О РАЗЛОЖЕНИЯХ И ОЦЕНКЕ СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОЙ 
ПОГРЕШНОСТИ АППРОКСИМАЦИИ ПСИ СТРАТОНОВИЧА И ИТО

В настоящем разделе приведены формулировки теорем о разложениях и оценке среднеквад-
ратической погрешности аппроксимации ПСИ Стратоновича и Ито методом кратных рядов
Фурье–Лежандра и тригонометрических рядов Фурье, сформулированных и доказанных авто-
ром в [8], [12]–[15].

Введем в рассмотрение следующие ПСИ Стратоновича и Ито:

(6)

(7)

где ,  – непрерывные на промежутке  функции;  – случайный вектор с 

компонентой вида  при  и  величины  принимают значения

; ,  – независимые стандартные винеровские процессы;  – кратность

ПСИ;  и  – стохастические интегралы Стратоновича и Ито соответственно.

Введем в рассмотрение следующую функцию:

и .
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Теорема 3.1 (см. [8]). Пусть выполнены следующие условия:
1. ;  – непрерывные на промежутке  функции;

2.  – полная ортонормированная система полиномов Лежандра или тригонометрических
функций в пространстве 

Тогда ПСИ Ито  вида (7) разлагается в сходящийся в среднеквадратическом смысле
кратный ряд

(9)

где  – предел в среднеквадратическом смысле,

суть независимые стандартные гауссовские случайные величины при различных  или  (если ),
 ( ),  есть разбиение промежутка  удовлетворяющее усло-

вию (8).
Выпишем в несколько преобразованной и более удобной для применения на практике форме

частные случаи теоремы 3.1 для :
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(14)

где  если условие  выполнено и  в противном случае.

В ряде работ автора [13]–[15] теорема 3.1 адаптирована для ПСИ Стратоновича вида (6) крат-
ности 2–5 при различных условиях гладкости функций , , и различных способах
суммирования рядов в (11)–(14). Сформулируем некоторые из этих результатов в виде следую-
щей теоремы.

Теорема 3.2 (см. [13]–[15]). Пусть  – полная ортонормированная система полиномов
Лежандра или система тригонометрических функций в пространстве . При этом  –
непрерывно дифференцируемая на интервале  функция, а ,  – дважды непрерывно диф-
ференцируемые на интервале  функции. Тогда имеем

(15)

где , причем  и  в (15) при , а
 в (15) при ; другие обозначения соответствуют обозначениям теоремы 3.1.

Несмотря на относительную сложность разложений (11)–(14) (в сравнении с разложениями
ПСИ Стратоновича (теорема 3.2)), именно для ПСИ Ито удается эффективно оценить и даже
вычислить точно среднеквадратическую погрешность аппроксимаций вида

(16)

где  – допредельное выражение в (9) при .
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В частности справедлива
Теорема 3.3 (см. [12]). Пусть выполнены условия теоремы 3.1 при . Тогда полу-

чаем

(17)

где  имеет вид (16), а

есть сумма по всем возможным перестановкам ( ), причем, если  в перестановке ( )
поменяется местами с , то и  поменяется местами с  в перестановке ( ); остальные обо-
значения такие же, как в теореме 3.1.

Поскольку

то по теореме 3.3 для случая попарно различных чисел  получим

(18)

Следует отметить, что ПСИ Стратоновича и Ито вида (6) и (7) совпадают с вероятностью 1
при попарно различных . Этот факт означает, что формула (18) может приме-
няться для вычисления среднеквадратической погрешности аппроксимации ПСИ Стратонови-
ча вида (6) при попарно различных . Заметим также, что правая часть (18) стре-
мится к нулю при  в силу равенства Парсеваля.

При фиксированном  и различных сочетаниях  формула (17) порождает до-
статочно большое количество своих частных случаев, отвечающих конкретным значениям

. В связи с этим может оказаться полезной следующая оценка [12], [14]:

где сохранен смысл обозначений теоремы 3.3 и .

4. АППРОКСИМАЦИЯ ПСИ СТРАТОНОВИЧА С ПОМОЩЬЮ
КРАТНЫХ РЯДОВ ФУРЬЕ–ЛЕЖАНДРА

Отметим, что в [12] показано преимущество системы полиномов Лежандра перед системой
тригонометрических функций при аппроксимации ПСИ Стратоновича и Ито в рамках метода
кратных рядов Фурье (теоремы 3.1, 3.2).

Рассмотрим аппроксимации ПСИ Стратоновича, входящие в численную схему (3), с помо-
щью кратных рядов Фурье–Лежандра (теорема 3.2):
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где

где ;  – полиномы Лежандра и

В работах [8], [12], [14] отмечалось, что коэффициенты Фурье , , , , ,  мо-
гут быть вычислены точно с помощью компьютерных пакетов символьных преобразований та-
ких, как, например, DERIVE или MAPLE. В монографии [8] составлены таблицы точно вычис-
ленных с помощью пакета DERIVE указанных коэффициентов Фурье. Отметим, что указанные
коэффициенты Фурье не зависят от шага интегрирования  численного метода, который
может быть и переменным.

Вообще говоря, минимальные числа , обеспечивающие выполнение условия (5) для каждой
из аппроксимаций (19)–(27), различны и резко убывают с ростом порядка малости (в средне-
квадратическом смысле) аппроксимации ПСИ Стратоновича по величине .

Рассмотрим более подробно вопрос выбора указанных чисел .
В силу стандартных соотношений между стохастическими интегралами Стратоновича и Ито
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Это означает, что среднеквадратические погрешности аппроксимации ПСИ Стратоновича
, ,  будут равны соответствующим среднеквадратическим погрешно-

стям аппроксимации ПСИ Ито , , , которые могут быть вычислены по
теореме 3.3 [12]–[14]:

(28)

(29)

(30)

Рассмотрим вопрос об оценке среднеквадратических погрешностей аппроксимации ПСИ
Стратоновича 3–5 кратности, входящих в численную схему (3).

Согласно (28) имеем

(31)

где  постоянная.

Поскольку (как уже отмечалось ранее) величина  играет роль шага интегрирования в чис-
ленных методах для СДУ Ито, то эта величина достаточно мала. Принимая во внимание это об-
стоятельство, нетрудно заметить, что существует такая постоянная , что

(32)

где  – аппроксимация ПСИ Стратоновича  из семейства (4), полученная по
теореме 3.2 при ; .

Из (31) и (32) мы окончательно получаем

(33)

где  – постоянная, которая не зависит от 

+ +τ ,τ τ ,τ =
∗= + Δ ,1 2 1 2

1 1 1 2

( ) ( ) 2
(10) (10) { }

11
4p p p p

i i i i
i iI I

+ +τ ,τ τ ,τ =
∗= + Δ .1 2 1 2

1 1 1 2

( ) ( ) 2
(01) (01) { }

11
4p p p p

i i i i
i iI I

+τ ,τ
∗ 1 2

1

( )
(00) p p

i iI
+τ ,τ

∗ 1 2

1

( )
(01) p p

i iI
+τ ,τ

∗ 1 2

1

( )
(10) p p

i iI

+τ ,τ
1 2

1

( )
(00) p p

i iI
+τ ,τ

1 2

1

( )
(01) p p

i iI
+τ ,τ

1 2

1

( )
(10) p p

i iI

( ){ }+ +τ ,τ τ ,τ
=

 Δ− = − , 
− 

1 2 1 2

1 1

22( ) ( )
(00) (00) 2

1

1 1M
2 2 4 1p p p p

q
i i i i q

i

I I
i

( ){ } ( ){ }+ + + +τ ,τ τ ,τ τ ,τ τ ,τ

= = =

− = − =

 + + +Δ= − − − ≠ , 
− − + + + + 

  

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1

2 2( ) ( ) ( ) ( )
(10) (10) (01) (01)

2 24

1 22 2 2 2
2 1 0

M M

( 2) ( 1)5 1 12 ,
16 9 4 1 (2 1) (2 3) (2 1)(2 5)(2 3)

p p p p p p p p

i i i i q i i i i q

q q q

i i i

I I I I

i i i i
i i i i i i

( ){ } ( ){ }+ + + +τ ,τ τ ,τ τ ,τ τ ,τ

= =

− = − =

 Δ= − − . 
+ + + − + 

 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2 2( ) ( ) ( ) ( )
(10) (10) (01) (01)

4

2 2 2
0 1

M M

1 1 12
16 9 (2 1)(2 5)(2 3) (2 1) (2 3)

p p p p p p p p

i i i i q i i i i q

q q

i i

I I I I

i i i i i

( ){ }+ +

∞

τ ,τ τ ,τ
= +

∞

Δ∗ ∗− = ≤
−

Δ Δ Δ≤ = − − ≤ ,
+−





1 2 1 2

1 1

22( ) ( )
(00) (00) 2

1

2 2 2

12

1M
2 4 1

1 2ln 1
2 8 2 14 1

p p p p

i i i i q

i q

q

I I
i

dx C
q qx

1C

Δ

1K

( ){ } ( ){ }+ ++ + τ ,τ τ ,ττ ,τ τ ,τ
∗ ∗ ∗ ∗− ≤ − ,1 1 1 2 1 2

1 11 1 1 1

2 2( ) ( ) ( ) ( )
1 (00) (00)( ) ( )M Mk k

p p p pk p p k p p

i …i i …i q i i i i q
l …l l …lI I K I I

+τ ,τ
∗
…

1

1 1

( )
( )

k

k p p

i …i q
l lI

+τ ,τ
∗ 1

1 1

( )
( )

k

k p p

i …i
l …lI

, , = , ,… …1 1ki i m = , ,3 4 5k

( ){ }+ +τ ,τ τ ,τ
Δ∗ ∗− ≤ ,1 1

1 1 1 1

22( ) ( )
( ) ( )M k k

k p p k p p

i …i i …i q
l …l l …lI I K

q

K Δ.



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 3  2020

ЯВНЫЙ ОДНОШАГОВЫЙ ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД 389

Заметим, что оценка типа (33) была получена в [1], [2], [6], [17] для случая тригонометриче-
ской системы базисных функций и метода аппроксимации ПСИ Стратоновича, основанного на
тригонометрических разложениях Фурье компонент векторного винеровского процесса, по ко-
торым строится ПСИ Стратоновича [2], [6].

Отметим, что существенно больше информации о числах , входящих в формулы (22)–(27),
можно получить с помощью (18) при попарно различных . В частности, уже при 
в (22),  в (23)–(26) и  в (27) имеем

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

Отметим, что в формулах (34)–(39) коэффициенты Фурье вычислялись точно с помощью па-
кета DERIVE [8]. Соотношения (34)–(39) показывают, что достижение приемлемой точности
среднеквадратических аппроксимаций (22)–(27) для ПСИ Стратоновича 3–5 кратности дости-
гается уже при небольших значениях .
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