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В 1971 г. вышел обзор (см. [1]). Обзор был первой статьeй в СССР по дискретным моделям
уравнения Больцмана и содержал исследование модели с тремя скоростями. Как выяснилось
позже, похожую модель выписал Больцман в 1872 г., но в настоящее время эта модель известна
как модель Годунова–Султангазина [2], хотя за рубежом ее часто называют одномерной моделью
Бродуэлла.

В обзоре было сформулировано много вопросов, задач и предположений. Одно из таких
предположений было сформулировано следующим образом: “Выбранная нами модельная си-
стема на первый взгляд не намного сложнее, чем модель Карлемана; oднако детальный анализ
этой системы показывает, что она не имеет квадратичных диссипирующихся интегралов, в связи
с чем получение для нее теоремы существования, охватывающей все положительные времена

, затруднительно”. Сотрудник ИПМ им. М.В. Келдыша B.B. Веденяпин на основе этого
поставил ряд задач: 1) выявить разницу между двумя моделями, 2) понять существо диссипиру-
ющихся интегралов, 3) установить, как разница между моделями влияет на свойства уравнения
Больцмана. В результате работы в этих направлениях была получена теорема о единственности

-функции Больцмана: для газа, описываемого уравнением Больцмана, энтропия является
единственным экстенсивным (аддитивным) функционалом, возрастающим со временем. Также
была выяснена причина единственности Н-функции как диссипирующего интеграла для моде-
лей Бродуэлла и Годунова–Султангазина и неединственности для модели Карлемана. Это стало
основным результатом кандидатской и докторской диссертаций В.В. Веденяпина, и опублико-
вано в УМН [3].

Сергей Константинович Годунов тесно сотрудничал с ИПМ им. М.В. Келдыша РАН. В одно
из своих посещений ИПМ он обратил внимание отдела кинетических уравнений на дважды дивер-
гентную форму гидродинамических следствий дискретных моделей (1) уравнения Больцмана:
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В.В. Веденяпин не дал ответа на это обращение C.K. Годунова, и в следующий приезд C.K. Го-
дунов передал ему выписку из своего обзора для простой дискретной модели на одну страничку.
После этого В.В. Веденяпину пришлось серьезно изменить свое отношение к поднятому
вопросу: такая форма была получена и для уравнения Больцмана (что было сделано, как оказа-
лось, самими авторами обзора) и для его квантовых аналогов:

где

и параметры  связаны с макроскопическими параметрами: плотностью , температурой  и
средней скоростью  согласно формулам

Эта связь получается из сравнения двух различных форм максвеллиана:

где  – индикатор статистики:  соответствует статистике Больцмана,  – статистике
Бозе–Эйнштейна,  – стaтистике Ферми–Дирака.

В это же время вышла книга по кинетическим уравнениям [4]. Вышеприведенные формы Го-
дунова были туда включены. Но С.К. Годунов не остановился на полученном, и предложил сде-
лать то же самое для уравнения Власова. В.В. Веденяпин и М.А. Негматов эту проблему решили
достаточно быстро, и решили опубликовать соответствующие результаты. Рецензент в отзыве на
их работу написал, что основным результатом по новизне является как раз форма Годунова, в
соответствии с чем предложил изменить название статьи. Авторы учли это пожелание, и даже
написали вторую работу; так что были опубликованы практически одновременно две статьи с
именем Годунова [5], [6]. Далее мы приведем полученную в этих работах форму Годунова для
уравнений магнитной гидродинамики.

Двухжидкостная и одножидкостная МГД (или ЭМГД) с ненулевой температурой имеют мно-
го модификаций; для примера мы рассмотрим систему:

где  – давление,  – внутренняя энергия, а для электромагнитных полей имеем систему Макс-
велла:
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Обычно получают уравнения гидродинамического типа из системы кинетических уравнений,
последовательно интегрируя и вводя моменты:

Здесь  – плотность числа частиц сорта ,  – математическое ожидание импульса
или средний импульс ( -я компонента, ),  – дисперсия по импульсам всех частиц
каждого сорта, которая пропорциональна энергии хаотического движения:

(1)

В этой системе первое уравнение представляет собой уравнение неразрывности, второе есть
уравнение движения, a третье уравнение описывает изменение энергии хаотического движения.
Эта точная система уравнений, но она не замкнута. Чтобы ее замкнуть, предполагают максвел-
лизацию либо из парных столкновений (добавляя интеграл столкновений), либо из взаимодей-
ствия со средой (добавляя линейный интеграл столкновений). Это означает, что моменты выс-
шего порядка определяются через низшие с помощью максвелловского распределения

(2)

При этом оказывается, что:

Более кратко эти уравнения записываются в форме Годунова, для этого введем в рассмотрение
функцию Годунова:

(3)

Здесь  – новые переменные (переменные Годунова) вместо плотности , температуры  и

среднего импульса  в максвелловском распределении . Сравнивая

с выражением (2), получим связь между  и обычными термодинамическими переменными:
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Определим вектор

тогда уравнения с ненулевой температурой в нулевом приближении метода Чэпмена–Энскога
можно записать в следующей форме Годунова:

(4)

Такие уравнения являются источниками экономичных разностных схем “солверов” ( ):
система уравнений (4) coдержит только одну неизвестную функцию  (для каждого сорта ча-
стиц ).

Вот еще одно замечание из вышеупомянутого обзора Годунова и Султангазина 1971 г.,
которое привело к новым результатам, полученным позднее в ИПМ им. М.В. Келдыша: “Следу-
ет заметить, что способ выбора дискретных скоростей, обеспечивающих описание течения газа
с законами сохранения трех компонент импульса и с сохранением энергии, в общем случае не
разработан. Эта разработка связана с трудностями комбинаторно-геометрического характера”
[1]. Теперь можно уверенно сказать, что такой способ выбора дискретных скоростей разработан.
В этой разработке помогла аналогия между гамильтоновой механикой и дискретными уравнени-
ями Больцмана [7]–[11].

Задачи и перспективные направления исследований, поставленные в обзоре Годунова и Сул-
тангазина [1], стали развиваться и дальше, в том числе получены законы сохранения для уравне-
ний химической кинетики и уравнения Лиувилля [12]–[18]. А результаты для уравнения Власова
сейчас переносятся на уравнения Власова–Максвелла–Эйнштейна [19]–[21].
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