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ВВЕДЕНИЕ
Широкое применение полимерных материалов в самых разных областях современной про-

мышленности вызывает необходимость в создании и изучении подробных математических мо-
делей полимерных сред. Отдельный интерес представляют соединения нескольких несмешива-
емых жидких полимеров, широко использующихся для получения материалов определенных
свойств. Но нужно отметить, что математическое моделирование динамики полимеров пред-
ставляет собой масштабную проблему, которую на данный момент нельзя считать решенной, не-
смотря на большое количество различных реологических моделей, предложенных за последние
полвека. Сложность заключается в комплексной анизотропной структуре полимеров, состоя-
щих из очень длинных перепутанных макромолекул. Это накладывает на модели ряд противоре-
чивых требований, связанных как с молекулярной структурой вещества, так и макроскопиче-
скими свойствами, которые невозможно учесть в рамках одной модели. Более того, существую-
щие на сегодняшний день известные модели динамики жидких полимеров достаточно слабо
изучены математически.

В рамках данной работы мы будем рассматривать сравнительно недавно предложенную обоб-
щенную реологическую модель Покровского-Виноградова [1], которая использует мезоскопи-
ческий подход, представляющий собой определенный компромисс между статистическими мо-
делями, сфокусированными на микроструктуре вещества [2], и феноменологическими моделя-
ми, отталкивающимися от эмпирически полученных макроскопических соотношений [3]. Для
этой модели был получен ряд математических результатов (например, [4]–[6]), но в целом ее
свойства требуют дальнейшего изучения. Так, в данной работе мы предлагаем анализ классиче-
ского течения несмешиваемых вязких жидкостей в плоском канале в рамках рассматриваемой
модели. Поставленная задача является обобщением задачи, рассматриваемой в [5], на случай,
когда жидкости могут иметь разные плотности. Мы формулируем начально-краевую задачу о те-
чении двух несмешиваемых вязкоупругих несжимаемых полимерных жидкостей с границей раз-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 17-01-00791А и при поддержке программы фунда-
ментальных научных исследований СО РАН I.1.5, проект 0314-2016-0013.
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дела, на которой мы выводим условия разрыва. Для линеаризованной на состоянии покоя задачи
мы ищем частные решения, неограниченно растущие со временем. Наличие таких решений
означает неустойчивость состояния покоя в данной постановке.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Следуя [1], сформулируем обобщенную реологическую модель Покровского-Виноградова, кото-
рая описывает течения несжимаемой вязкоупругой полимерной жидкости (например, в плоском
канале, см. фиг. 1). В безразмерной форме (сам процесс обезразмеривания подробно описан
в [4]) эта математическая модель имеет следующий вид:

(1.1)

Здесь  – время, ,  – компоненты вектора скорости  в декартовой системе координат , ;
 – давление,   – компоненты симметрического тензора анизотропии  второго ран-

га; ,  – столбцы симметрической матрицы ; , ;

, ; ,

,  ( ) – феноменологические параметры, характеризующие вклады, связанные с анизо-
тропией (см. [1]);  – число Рейнольдса,  – плотность среды,  – число
Вайсенберга; ,  – начальные значения сдвиговой вязкости и времени релаксации;  – харак-
терная длина (см. фиг. 1),  – характерная скорость, , ;

В системе (1.1) время , координаты , , компоненты вектора скорости , , давление  отнесе-
ны к  , ,  соответственно.
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Замечание 1. Исходная математическая модель (1.1) может быть переписана в так называемом “дивер-
гентном” виде:

(1.2)

где

Следуя [2], на стенках плоского канала (см. фиг. 1) мы должны поставить следующие краевые
условия:

(1.3)

В отличие от работы [5], далее будем рассматривать более общую ситуацию, когда в плоском
канале мы имеем течение двух несмешивающихся несжимаемых полимерных жидкостей, зани-
мающих области   с границей раздела  (см. фиг. 1) и имеющих разные постоянные
плотности  и  .

Уравнение границы  возьмем в виде

Тогда единичный вектор нормали  определяется так:

а скорость точек сильного разрыва  в направлении нормали  находится следующим образом
(см. [6], [7]):

(1.4)

Из (1.4) следует

т.е.

(1.5)

Здесь   – значения компонент вектора скорости при ;   – при .
Как известно (см. [6], [8]), на сильном разрыве  должны выполняться определенные соотно-

шения. Вывод условий на сильном разрыве для полимерной жидкости подробно описан в [4]
(см. также [6]). Выпишем эти условия (см. систему (1.2)):
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Здесь  на , где ,  – значения функции  сверху  и снизу 
от сильного разрыва .

Замечание 2. В силу (1.5) (см. также [6]) справедливо соотношение

(1.7)

где  – некоторая скалярная функция. С учетом (1.7), из (1.6) окончательно получаем

(1.8)

Здесь .
В качестве основного стационарного решения мы возьмем далее состояние покоя (механиче-

ское равновесие):

(1.9)

здесь

В силу (1.7), для (1.9) имеем

Здесь

2. ЗАДАЧА НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ

В [4] была сконструирована линейная система, полученная линеаризацией системы (1.1) от-
носительно ее стационарных решений, аналогичных решениям Пуазейля для системы уравнений
Навье–Стокса. Если в качестве стационарного решения взять состояние покоя (1.9), то линейная
система будет иметь следующий вид:
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Здесь

); , ( ) – малые возмущения компонент вектора скорости; ( ),
,  ( ); ( ), ,  ( ) – малые возмущения компонент симмет-

рического тензора анизотропии; , ; ,  ( ), 

( ) – малые возмущения давления;  – оператор Лапласа,  – еди-
ничная матрица порядка 2,  – нулевая матрица порядка 2.

К (2.1), (2.2) надо добавить начальные данные:

(2.3)

и граничные условия (см. (1.3), (1.5), (1.8)):
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(2.6)

Следуя работе [5], заметим, что справедливо представление

   
∞ ∞   

   
   ∞ ∞
   ∞ ∞
   ∞   
      
   ∞ 

Ω Ω   
   Ω Ω
   = , = , = , = ,

α α    
   α α    

v v

12 12

22 22

( )
( )

0 0
0 0

x x

y y

u u

U U F F

−

 
 −   = κ =   −κ 
 
 

2
2 21 2

2
2 2

2

0 2
1 0

(W) W , ( ) ,
0
0 0

R B
I

O
O O

O
O

− 
 
 κ = =
 −κ
  − κ 

O

O

2
2

2

22

1 0
0 0

( ) ,0

0 2

C C

∈v
ˆ, (( , ) )u x y H ∞u ∞v ∞, ∈ ˆ( )x y H 11a = − 22a

12a 22a , ∈ ˆ( )x y H ∞11a ∞= − 22a ∞12a ∞22a ∞, ∈ ˆ( )x y H

∞ ∞ ∞α = /Reij ija , = ,1 2i j ∞ ∞ ∞Ω = − α22p p , ∈ ˆ( )x y H ∞p

∞, ∈ ˆ( )x y H ,Δ = ∂ ∂ + ∂ ∂2 2 2 2/ /x y x y 2I
O2

= =

∞ ∞ ∞ ∞ ∞= =

= , , Ω = Ω , , , ∈ ,

= , , Ω = Ω , , , ∈

(0) (0)
0 0

(0) (0)
0 0

ˆ( ) ( ) ( )
ˆ( ) ( ) ( )

t t

t t

x y x y x y H

x y x y x y H

U U

U U

∞ ∞ ∞ ∞

= = , Ω = α = , ∈ , > ,
= = , Ω = α = , ∈ , > ,

v

v

�

�

1
12

1
12

0 ( ) при 1 0

0 ( ) ( ) при 0 0
y x

y x

u y x t

u y x t

∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

= = ,
= = , κ = θκ , α = θα , Ω = θΩ ,

Ω = θ Ω + θ − = , ∈ , > .

v v

v

v �

2 2
12 12

1

[ ] [ ] 0
1( ) ( 1)( ) при 0
2

t

y y t

f

u

y x t

= ,( )f f t x S

∞ ∞ ∞ ∞= , = , = , , = , .v vdiv 0 div 0 ( ) ( )u uu u u u

−

 
 
 = κ κ κ = κ 
 −κ 

O

O

2
1 2 2 2

2

0 1
0 0

( ) ( ) ( ) ,0
0

D T C T



692

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 4  2020

БЛОХИН, СЕМЕНКО

где

После замены

системы (2.1), (2.2), краевые условия (2.4), (2.5) можно переписать в виде
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Будем искать у задачи (2.7)–(2.10) решения специального вида:

(2.11)

где ; , ,  – постоянная.
Далее крышку над искомыми переменными в (2.11) опускаем. После подстановки (2.11), из

(2.7)–(2.10) следует

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Здесь

Положим , . Тогда для агрегатов ,  будем иметь такие задачи: (см. (2.13),
(2.14)):
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Из (2.12), (2.13), (2.6) следует

(2.16)

где

С учетом (2.16) для векторов ,  получаем следующие системы:
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(2.18)
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системы (2.17), (2.18) примут следующий вид:

(2.19)

(2.20)

В покомпонентной записи (2.19), (2.20) перепишутся в виде

(2.21)

(2.22)

а задачи (2.15) примут вид

(2.23)

Здесь , . Кроме этого, если ввести в рассмотрение агрегаты

то системы (2.21), (2.22) можно еще переписать в виде
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Объединяя (2.23), (2.24), (2.25) получаем

(2.26)

Здесь

Ищем решение (2.26) в виде

где вектора ,  находятся как нетривиальное решение линейной системы

(2.27)
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при этом

то условие существования нетривиального решения (2.27) примет вид:

(2.28)

При заданных , , , , ,  формула (2.28) представляет собой уравнение для нахожде-
ния , поскольку все остальные величины, входящие в определитель, однозначно выражаются
через указанные. Приведем далее результаты численных расчетов, в которых мы будем искать
корни уравнения (2.28) в предположении, что  – вещественное положительное число. Во всех
примерах взяты значения , , . Значения оставшихся параметров указаны в
подписях к рисункам. На фиг. 2 показаны значения определителя (2.28) в зависимости от  для
значений параметров, при которых вещественный корень присутствует, и при которых его не
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наблюдается. Отметим, что на фиг. 2а график полностью находится в отрицательной области,
хоть и подходит близко к нулю при малых .

На фиг. 3 проиллюстрированы дисперсионные соотношения между вещественными величи-
нами  и  для случаев, когда плотности жидкостей различаются как в одну, так и в другую сто-
рону (  и ). Обрывы графиков означают, что в смежной области корней уравнения (2.28)
не существует.

Фигура 4 показывает зависимость корней  от соотношения плотностей  для низкочастот-
ных и высокочастотных колебаний.
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Приведем также на фиг. 5 график функции  для более высокой частоты колебаний
( ). Впрочем, стоит заметить, что в этом случае скачки значений функции при численном
расчете становятся очень резкими, и подтвердить точность этих вычислений мы не можем.

Отметим, что отсутствие у уравнения (2.28) вещественных положительных корней, вообще
говоря, не означает отсутствия у задачи растущих по времени решений. У уравнения (2.28) также
могут существовать комплекснозначные корни с положительной действительной частью. Одна-
ко численный поиск таких корней затруднен в связи с большой амплитудой значений определи-
теля (2.28) в зависимости от .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе предложена модель течения двух вязкоупругих несмешиваемых жидкостей в плос-

ком канале, являющаяся обобщением модели, рассмотренной в [5], и исследована устойчивость
состояния покоя для данной модели. Мы сформулировали линейную задачу на собственные зна-
чения и численно продемонстрировали наличие вещественнозначных собственных значений,
что означает линейную неустойчивость состояния покоя, по крайней мере, при некоторых зна-
чениях параметров задачи. Для более тщательного анализа спектра задачи необходимо исследо-
вать всю комплексную плоскость, что потребует дальнейшего изучения.
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