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1. ВВЕДЕНИЕ
Работа посвящена исследованию устойчивости решений систем дифференциальных уравне-

ний с запаздывающим аргументом следующего вида:

(1.1)

где , ,  – матрицы размера  с непрерывными -периодическими элементами, т.е.

 – параметр запаздывания,  – непрерывная вещественнозначная вектор-
функция. Мы предполагаем, что  – липшицева функция по  на любом компакте

 и удовлетворяет неравенству

(1.2)
при , , .

Наша цель – получить условия экспоненциальной устойчивости решений и установить оцен-
ки, характеризующие скорость экспоненциального убывания решений при .

Исследованию проблемы устойчивости решений уравнений с запаздыванием посвящено
очень много работ (см., например, монографии [1]–[11] и имеющуюся в них библиографию).
Для получения условий устойчивости исследователи часто используют функционалы Ляпуно-
ва–Красовского (типа Ляпунова) (например, см. библиографию в обзорах [12], [13]). Отметим,
что функционал Ляпунова–Красовского является аналогом функции Ляпунова для обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. В случае постоянных коэффициентов для ее построения
можно использовать решение уравнения Ляпунова, с помощью которого удается не только фор-
мулировать условия асимптотической устойчивости (критерий Ляпунова), но и указывать ско-
рость экспоненциального убывания решений на бесконечности (оценка Крейна) [14]. Критерий

1)Работа выполнена при поддержке Математического Центра в Академгородке, соглашение с Министерством науки
и высшего образования Российской Федерации № 075-15-2019-1613.

( )= + − τ + − τ + , , − τ , − τ , ≥ ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0d d dy t A t y t B t y t C t y t F t y t y t y t t
dt dt dt

( )A t ( )B t ( )C t ×n n T
+ ≡ , + ≡ , + ≡ ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A t T A t B t T B t C t T C t

τ > 0 , , ,v( )F t u w
, , ,v( )F t u w u

⊂ , ∞ × × ×R R R[0 ) n n nG

, , , ≤ + + , ≥ , , , ∈ ,v v v �1 2 3( ) 0 nF t u w q u q q w t u w

1q 2q ≥3 0q

→ ∞t

УДК 517.929.4



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 4  2020

ОЦЕНКИ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО УБЫВАНИЯ РЕШЕНИЙ 613

Ляпунова и оценка Крейна были взяты С.К. Годуновым за основу при разработке алгоритмов с
гарантированной точностью для численного исследования устойчивости решений обыкновен-
ных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами [15]. Эти исследования
были развиты в работах его учеников.

Однако для уравнений с запаздыванием далеко не каждый функционал Ляпунова–Красов-
ского, с помощью которого можно указать условия экспоненциальной устойчивости, позволяет
получать оценки, характеризующие скорость экспоненциального убывания решений на беско-
нечности. В последние годы исследования в этом направлении активно развиваются. Очень
много работ посвящено уравнениям с постоянными коэффициентами, включая уравнения ней-
трального типа. В неавтономном случае число таких работ существенно меньше, особенно в слу-
чае, когда матрица  не является постоянной.

Данная работа продолжает наши исследования экспоненциальной устойчивости решений
неавтономных дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом (см., например, ра-
боты [16]–[26]). В статьях [16], [17] рассматривались системы с , в [18]–[21], [24] – систе-
мы, когда  – постоянная матрица, в [22], [23], [25], [26] – системы, когда  есть -пе-
риодическая матрица. Были указаны условия экспоненциальной устойчивости нулевого реше-
ния и получены оценки экспоненциального убывания решений на бесконечности. При
получении этих результатов авторы перечисленных статей использовали введенные ими функ-
ционалы Ляпунова–Красовского.

Выбор подходящего функционала Ляпунова–Красовского позволяет для более широкого
класса систем устанавливать экспоненциальную устойчивость и получать более точные оценки
скорости убывания решений на бесконечности. В работе [26] был введен достаточно общий
функционал Ляпунова–Красовского, который содержит все функционалы, предложенные и ис-
пользованные в работах [16]–[25]. С использованием этого функционала были указаны условия
экспоненциальной устойчивости и получены оценки экспоненциального убывания решений
линейных систем следующего вида:

(1.3)

В данной работе, используя этот функционал, мы проводим исследования экспоненциальной
устойчивости решений систем вида (1.1). В разд. 2 мы вводим необходимые обозначения и фор-
мулируем основные результаты, их доказательство проводится в разд. 3. Отметим, что из полу-
ченных результатов будут вытекать условия робастной устойчивости для систем вида (1.3).

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Для формулировки результатов введем ряд обозначений. Определим матрицы размера 

такие, что

(2.1)

(2.2)

(2.3)

где  – непрерывная -периодическая функция,

(2.4)

(2.5)

Здесь и далее матричное неравенство  (или ) означает, что  – положительно (или от-
рицательно) определенная эрмитова матрица. Для матриц мы используем спектральную норму.
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Определим матрицу

(2.6)

с элементами

(2.7)

Введем функции

(2.8)

(2.9)

и матрицу

(2.10)

где  – единичная матрица.
Рассмотрим начальную задачу для системы (1.1)

(2.11)

где  – заданная вектор-функция. Ниже мы устанавливаем условия экспоненциаль-
ной устойчивости нулевого решения системы (1.1) и оценки, характеризующие скорость экспо-
ненциального убывания решений начальной задачи (2.11) при .

Теорема 1. Предположим, что существуют матрицы , , удовлетворяющие условиям
(2.1)–(2.5) такие, что для матрицы  в (2.10) справедливо неравенство

(2.12)

 
 

=  
 
 

11 12 13

12 22 23

13 23 33

( ) ( ) ( )

*( ) ( ) ( ) ( )

* *( ) ( ) ( )

Q t Q t Q t

Q t Q t Q t Q t

Q t Q t Q t

= − − − − , − , −

− , − , ,

11 1 1 1 1 2

2 3

( ) ( ) ( ) ( ) *( ) ( ) ( 0) ( 0) ( )

**( ) ( 0) *( ) ( 0) ( )

dQ t H t H t A t A t H t K t K t A t
dt

A t K t A t K t A t

= − − − − , − , ,

= − − − , − , ,

= − − − + , τ − , ,

12 2 1 2 2 3

13 1 2 2 3

22 3 2 2 1 3

( ) ( ) ( ) ( ) *( ) ( ) ( 0) ( ) *( ) ( 0) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( 0) ( ) *( ) ( 0) ( )

*( ) ( ) ( ) ( ) *( ) ( ) ( ) *( ) ( 0) ( )

dQ t H t H t B t A t H t K t B t A t K t B t
dt

Q t H t C t H t K t C t A t K t C t
dQ t H t H t B t B t H t K t B t K t B t
dt

= − − + , τ − , ,
= , τ − , .

23 2 3 2 3

33 3 3

*( ) ( ) ( ) ( ) ( ) *( ) ( 0) ( )
( ) ( ) *( ) ( 0) ( )

Q t H t C t H t K t B t K t C t
Q t K t C t K t C t

β = + , + + , ,
β = + + , ,

β = + , ,

1 1 2 1 3

2 2 2 3

3 3 3

( ) 2 ( ) 2 ( 0) (2 ( ) ) ( 0)
( ) 2 ( ) (2 ( ) ) ( 0)

( ) (2 ( ) ) ( 0)

t H t K t A t q K t
t H t B t q K t

t C t q K t

β + ββ + βα = β + + ,

β + ββ + βα = β + + ,

β + β β + βα = β + +

1 3 3 11 2 2 1
1 1 1

2 3 3 22 1 1 2
2 2 2

3 1 1 3 3 2 2 3
3 3 3

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2 2

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2 2

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

q t q tq t q tt q t

q t q tq t q tt q t

q t q t q t q tt q t

α
α 
 = − α ,
  α 

1

2

3

( ) 0 0
( ) ( ) 0 ( ) 0

0 0 ( )

t I
Q t Q t t I

t I

I

( )= + − τ + − τ + , , − τ , − τ , > ,

= ϕ , ∈ −τ, , + = ϕ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) [ 0] ( 0) (0)

d d dy t A t y t B t y t C t y t F t y t y t y t t
dt dt dt

y t t t y

ϕ ∈ −τ,1( ) [ 0]t C

→ ∞t
*( )t ,_( )t s

α( )Q t

α
   

      , ≥ , , , , ∈ , ≥ ,             
   

v v v

v v

�*( ) ( ) ( ) 0n
u u

u u
Q t p t t u w t

w w



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 4  2020

ОЦЕНКИ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО УБЫВАНИЯ РЕШЕНИЙ 615

где  есть -периодическая функция, , . Если существует -пери-
одическая функция  такая, что

(2.13)

и

(2.14)

тогда нулевое решение системы (1.1) экспоненциально устойчиво. Более того, для решения задачи (2.11)
имеет место оценка

(2.15)

где

(2.16)

функция  определена в (2.3).

Нетрудно убедиться, что неравенство (2.15) при условии (2.14) гарантирует экспоненциальное
убывание решений задачи (2.11) при . Действительно, из (2.15) вытекает оценка

(2.17)

где

Замечание 1. Неравенство (2.17) позволяет оценить скорость экспоненциального убывания решений
системы (1.1) на бесконечности, при этом мы не используем спектральную информацию (спектр операто-
ра монодромии или корни квазимногочленов в случае постоянных коэффициентов).

Замечание 2. Из полученных результатов вытекает утверждение о робастной устойчивости для систем
вида (1.3). Действительно, рассмотрим возмущенную систему

(2.18)

где ,  и  – произвольные матрицы размера  с непрерывными элементами такие, что

Очевидно, в этом случае вектор-функция

удовлетворяет неравенству (1.2). Тогда теорема 1 дает условия робастной устойчивости для (1.3)
и оценки экспоненциального убывания решений возмущенной системы (2.18) при .

Скорость убывания в (2.15) зависит от функции . Поэтому естественно возникает вопрос
о нахождении этой функции. Ниже при чуть более ограничительных условиях по сравнению с
теоремой 1 мы укажем такую функцию в явном виде. Этот факт может быть полезен при иссле-
довании конкретных задач.
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Предположим, что существуют матрицы , , удовлетворяющие условиям (2.1)–(2.5)
такие, что матрица  в (2.10) положительно определена при . Перепишем матрицу 
в виде

где

,  определены в (2.7), (2.9) соответственно. Очевидно,

(2.19)

где

(2.20)

Если  положительно определена, то матрица  также положительно определена. Обозна-
чим через  минимальное собственное значение матрицы . Имеет место следующий ре-
зультат.

Теорема 2. Предположим, что существуют матрицы , , удовлетворяющие условиям
(2.1)–(2.5) такие, что матрица  в (2.10) положительно определена при . Если существует

-периодическая функция  такая, что выполнены (2.13) и (2.14) при , тогда для ре-

шения задачи (2.11) имеет место оценка (2.15).

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Доказательство теоремы 1. Очевидно, экспоненциальная устойчивость нулевого решения си-
стемы (1.1) вытекает из оценки (2.17), которая следует из неравенства (2.15), как показано выше.
Поэтому достаточно доказать (2.15).

Пусть  – решение начальной задачи (2.11). Используя матрицы , , удовлетворя-
ющие условиям теоремы 1, рассмотрим на решении следующий функционал Ляпунова–Красов-
ского
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Обозначим

Учитывая, что  удовлетворяет системе (1.1), получаем

Используя матрицу , определенную в (2.6), имеем

(3.2)

где
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В силу определения матриц ,  имеем

Очевидно,

В силу условия (1.2) имеем

где функции , , определены в (2.8). Очевидно, справедлива оценка

(3.3)

где функции , , определены в (2.9). Из (3.2) в силу (3.3) получаем

(3.4)

где матрица  определена в (2.10). Используя (2.12), получаем

В силу (2.13) имеем
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Тогда в силу определения функционала (3.1) получаем

где  определено в (2.14). Из этого дифференциального неравенства имеем оценку

где  определено в (2.16). Используя (2.3), с учетом определения функционала (3.1) получаем

Отсюда получаем неравенство (2.15).
Теорема 1 доказана.
Доказательство теоремы 2. Используя матрицы , , удовлетворяющие условиям тео-

ремы 1, рассмотрим на решении задачи (2.11) функционал (3.1). После дифференцирования и
проведения рассуждений как при доказательстве теоремы 1 имеем оценку (3.4). В силу представ-
ления (2.19):

где  – положительно определенная эрмитова матрица, заданная в (2.20). Тогда верно

где  – минимальное собственное значение матрицы . Поскольку

то

Используя (2.13), из (3.4) имеем

Тогда в силу определения функционала (3.1) получаем

где

Отсюда, как при доказательстве теоремы 1, имеем неравенство (2.15).
Теорема 2 доказана.
Автор выражает благодарность Г.В. Демиденко за полезные обсуждения.
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