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1. ВВЕДЕНИЕ
Граничные методы решения задач математической физики давно и успешно используются

для решения, в основном, эллиптических задач. Главное преимущество граничной постановки –
снижение размерности исходной задачи на единицу путем перехода к уравнениям для неизвест-
ных величин, заданных лишь на границе области, в которой требуется найти решение [1]. Непо-
средственное обобщение такого подхода на нестационарные задачи наталкивается на очевидную
трудность: граница для эволюционной задачи представляет собой пространственно-временнóе
многообразие – прямое произведение пространственной границы области и отрезка времени, на
котором требуется найти решение, – причем с ростом времени интегрирования эта граница раз-
растается, заставляя хранить и решать все большее количество переменных и уравнений [2]. На
практике подобный подход оказывается неприменим уже при малых временах интегрирования.

В данной работе представлен граничный метод решения некоторых гиперболических уравне-
ний, свободный от указанного недостатка. Мы рассматриваем уравнения, для которых выполня-
ется принцип Гюйгенса, т.е., иными словами, решения которых обладают конечной памятью
“назад” по времени. Последнее эквивалентно наличию лакун в решении данных уравнений, т.е.
областей пространства-времени, где решения обращаются в ноль по окончании работы источ-
ника (правой части уравнения), порождающего данное решение. Практически важными приме-
рами подобных уравнений являются трехмерное волновое уравнение с постоянными коэффи-
циентами и система Максвелла в вакууме. Ограниченная во времени зависимость решений этих
уравнений позволяет разбить интервал интегрирования на небольшие части и продвигаться по
времени шагами фиксированной длительности, последовательно обновляя решение некоторых
граничных уравнений. Тем самым удается совместить преимущества граничной формулировки
(снижение размерности по пространственным переменным на единицу) с алгоритмом обновле-
ния решения в духе обычной разностной схемы для эволюционного уравнения. За счет сниже-
ния размерности построенный алгоритм оказывается более эффективным с точки зрения вычис-
лительной сложности, чем традиционное решение эволюционного уравнения с помощью явной раз-
ностной схемы (это свойство выполняется начиная с определенной длительности расчета).

1)Работа поддержана Бюро Научных Исследований Армии США (United States Army Research Office), грант номер
W911NF-16-1-0115, а также Американо-Израильским Двусторонним Научным Фондом (US-Israel Binational Science
Foundation), грант номер 2014048.

УДК 519.63



726

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 4  2020

ПЕТРОПАВЛОВСКИЙ, ЦЫНКОВ

Другой особенностью предлагаемого подхода является способ сведения и особенно решения
граничной задачи. Традиционный подход базируется на дискретизации интегралов, взятых по
границе, и решении возникающей алгебраической системы. Для областей со сложной геометри-
ей указанный прием может вызвать значительные вычислительные сложности. Дополнительная
трудность связана с сингулярностью ядер в фигурирующих свертках. В нашем изложении мы
опираемся на метод разностных потенциалов [3], позволяющий вычислять возникающие сверт-
ки путем решения вспомогательной задачи, поставленной в геометрически простой области
(скажем, кубе), с помощью любой подходящей разностной схемы на простейшей прямоуголь-
ной сетке. Последнее обстоятельство обеспечивает легкость реализации алгоритма, возмож-
ность контролировать и увеличивать точность расчета путем использования схем повышенной
точности и другие преимущества, присущие конечно-разностному подходу. При этом никакой
потери точности, связанной с аппроксимацией криволинейных границ/граничных условий на
прямоугольной сетке, не происходит.

В данной работе мы описываем метод, используя для демонстрации внешнюю задачу для
трехмерного волнового уравнения. Иными словами, мы решаем задачу рассеяния волн на пре-
пятствии с произвольно сложной формой границы, интересуясь отраженным полем. Примени-
тельно к задачам рассеяния дополнительным преимуществом любого граничного метода, в част-
ности, описанного ниже, служит точный учет условия излучения на бесконечности. При исполь-
зовании объемных методов интегрирования условия излучения на бесконечности заменяются
специально построенными для этой цели искусственными краевыми условиями на внешней
границе расчетной области, см., например, [4]. Кроме того, в наших расчетах мы используем раз-
ностную схему повышенного (четвертого) порядка точности, что позволяет эффективно бороть-
ся с проявлениями так называемой численной дисперсии.

В разд. 2 представлена общая идея метода в непрерывной формулировке. Основным момен-
том здесь является схема продвижения во времени небольшими шагами. Разд. 3 содержит детали
дискретизации алгоритма. В разд. 4 приводятся результаты тестового расчета.

2. ИДЕЯ МЕТОДА

Рассмотрим внешнюю задачу для трехмерного волнового уравнения с постоянными коэффи-
циентами

(2.1)

(2.2)

(2.3)

где  есть оператор Даламбера, а  – скорость распространения взаимодействия.

Решение  требуется найти снаружи ограниченной области  в течение времени
. Подобная постановка задачи характерна для (нестационарного) процесса рассеяния

волн на препятствии , причем функция  играет роль отраженного поля. В такой трактовке
нулевые начальные условия (2.3) отвечают ситуации, когда падающее излучение только достигло
(в момент ) препятствия . Оператор  в (2.2) задает граничные условия на поверхности
рассеивателя и определяет тип рассеяния. Простейшими примерами граничных условий на 

могут служить условия Дирихле  или Неймана  (  – внешняя нор-

маль к границе  области ), записанные в терминах падающего излучения . В общем случае
граничные условия могут быть гораздо более сложными, в т.ч. нелокальными, обеспечивающи-
ми, однако, корректность поставленной задачи (2.1)–(2.3).

Рассмотрим несколько бóльшую вспомогательную область  такую, что разность 
(черта над  означает замыкание) содержит в себе, в частности, расчетную область, где требует-
ся найти решение поставленной задачи. Без потери общности будем предполагать, что  пред-
ставляет собой параллелепипед. Выберем также некоторую запаздывающую функцию Грина

= , , ∈ Ω × , ,u R
30 ( ) \ (0 ]cu t Tx

Γ = φ, , ∈ ∂Ω × , ,( ) (0 ]u t Tl x

= == ∂ ∂ = ,0 0/ 0t tu u t

∂≡ − Δ
∂

u
2

2 2
1

c
c t

c

,( )u tx Ω ⊂ R
3

∈ ,(0 ]t T
Ω ,( )u tx

= 0t Ω Γl
∂Ω

Γ ≡ = − incu u ul Γ
∂ ∂≡ = −∂ ∂

incu uul
n n

n

Γ Ω incu

Ω ⊃ Ω' Ω Ω'\
Ω

Ω'



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 4  2020

МЕТОД РАЗНОСТНЫХ ПОТЕНЦИАЛОВ 727

(фундаментальное решение)  уравнения (2.1). Применим формулу Грина к четырехмерной
области ,  (см. [5]):

(2.4)

выражающую решение  внутри данной области через значения решения на границе. Дан-
ная (трехмерная) граница состоит из кусков, отвечающих начальному моменту времени,

, и ненулевым временам  и , причем  отвечает про-
странственно-временнóй границе вспомогательной области .

Первый член в (2.4) равняется нулю из-за однородных граничных условий (2.3). Последний
интеграл в формуле (2.4) берется по пространственно-временнóй границе вспомогательной об-
ласти  и равняется нулю при условии, что выбранная функция Грина есть фундамен-
тальное решение трехмерного волнового уравнения, распространяющееся в пустом пространстве,
т.е.

(2.5)

В этом случае граничные значения решения и его производной на  не дают вклада в решение
 во внутренних точках , поскольку все, что достигло пространственной границы  есть

уходящие вовне  волны. Таким образом, при указанном выборе функции Грина в выраже-
нии (2.4) остается лишь второе слагаемое, которое позволяет выразить значение решения в рас-
четной области  через его значения (и значения его нормальной производной) на границе
рассеивателя  во все предыдущие моменты времени.

По аналогии с формулой (2.4) вводится потенциал Кальдерона с плотностью ,
определенной на :

(2.6)

где . Отметим, что потенциал Кальдерона (2.6) удовлетворяет волновому уравне-
нию на , т.е. , для произвольной плотности .

Сравнивая формулы (2.4) и (2.6), нетрудно заметить, что функции  и  можно интерпрети-
ровать как след на  уходящего из  решения и его нормальной производной. Доказывается,
см. [3], что пара  действительно является следом уходящего решения тогда и только
тогда, когда  удовлетворяет граничному уравнению с проектором (ГУП):

(2.7)

где , а оператор взятия следа определяется как . Очевидно, что

существует (бесконечное) множество решений ГУП (2.7), поскольку существует множество рас-
пространяющихся вовне решений исходного уравнения (2.1). Чтобы выделить то из них, которое
отвечает типу рассеяния, заданному граничным условием (2.2), нужно решить ГУП (2.7) сов-
местно с граничным условием, связывающим решение и его нормальную производную на гра-
нице рассеивателя:
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Подчеркнем, что граничное условие (2.2) может определять одну из компонент плотности, 
(задача Дирихле с заданной на границе функцией) или  (задача Неймана с заданной нормаль-
ной производной), или связь между ними (задача третьего рода и более сложные нелокальные
условия). Однако никогда обе компоненты плотности (и функция, и нормальная производная на
границе) не фиксируются одновременно, поскольку это привело бы к переопределенной задаче,
не имеющей однозначного решения.

Таким образом, ГУП (2.7) совместно с граничным условием (2.8) являются эквивалентной
граничной формулировкой исходной системы (2.2) с искомой величиной  (возможно, только
одной неизвестной компонентой в случае условий Дирихле и Неймана). Размерность задачи при
этом снижается на единицу по сравнению с исходной системой. По найденной плотности  ре-

шение  в трехмерной области  восстанавливается по формуле (2.6).

Подчеркнем, что интегрирование в формуле (2.6) проводится по (2 + 1)-мерному многообра-
зию и в случае геометрически сложного рассеивателя  может представлять вычислительно не-
тривиальную задачу. В этой связи удобно использовать другое, эквивалентное представление по-
тенциала Кальдерона. Рассмотрим функцию , определенную на  и такую, что

, . Иными словами, от функции  требуется лишь то, чтобы ее

след и след ее нормальной производной на  совпадал с , а также выполнялись указанные на-
чальные условия. В остальном эта функция произвольна, в частности, она не обязана быть реше-
нием волнового уравнения (2.1), т.е. в общем случае  на . На практике функ-
цию  можно построить продолжением с границы  с помощью ряда Тейлора, где необхо-
димые производные второго и более высоких порядков вычисляются с помощью исходного
уравнения (2.1), см. разд. 2. Применяя формулу Грина к данной функции на  и разре-
шая получающееся соотношение относительно интересующей нас величины (2.6), нетрудно
убедиться, что потенциал Кальдерона можно представить в следующем виде:

(2.9)

где функция  определяется через свертку функции Грина (2.5) c величиной
, доопределенной нулем внутри рассеивателя, т.е. на . Отметим, что эта свертка берется

по всему трехмерному пространству  и по временнóму интервалу . Эту свертку удобно вы-
числять как решение вспомогательной задачи (ВЗ):

(2.10)

поставленной формально в неограниченной области  с однородными начальными условиями.
На практике эта задача решается, конечно, в ограниченной области , но на границе  ставятся
условия излучения. Последнее эквивалентно выбору требуемой функции Грина (2.5). Переход от
расчета потенциала Кальдерона через интеграл (2.6) к расчету в виде решения ВЗ (2.10) играет клю-
чевую роль в удобстве, гибкости и простоте реализации излагаемого подхода.

Подчеркнем еще раз, что ВЗ (2.10) решается в простой (прямоугольной) вспомогательной об-
ласти  без “дырки”, отвечающей рассеивателю ; вся информация о геометрии этого объекта
(возможно, сложной и не совпадающей с линиями декартовой сетки), а также граничных усло-
виях на нем содержится в функции  и переходит в правую часть (2.10) и далее в формулу (2.9).
Данное обстоятельство позволяет использовать конечно-разностный метод на простейших прямо-
угольных сетках для расчета объектов сложной геометрической формы без какой-либо потери точ-
ности, связанной с несовпадением границ объекта с линиями сетки.

Представим теперь, что нам требуется найти решение задачи указанным методом в конечный
момент времени . С ростом  граница , где определена плотность , увели-
чивается линейно, и уже при умеренных  метод становится практически неприменимым из-за
необходимости хранения и решения уравнения относительно разрастающейся со временем ве-
личины .  
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Для того, чтобы снять это ограничение, разобъем интервал  на  частей длины ,
, и на каждой парциальной пространственно-временной границе

отвечающей указанному разбиению, введем соответствующие плотности , см. фиг. 2а. На пер-
вый взгляд, подобное формальное разбиение не решает проблемы разрастания границы  со
временем, поскольку в силу причинности плотность  на любом -м элементе разбиения долж-
на зависеть от плотностей на всех предыдущих участках , . Казалось бы, это не
позволяет решать систему (2.7), (2.8) для  изолированно, не задействуя все предыдущие вели-
чины .
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Фиг. 1. Рассеиватель  и вспомогательная область .
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Фиг. 2. (a) Разбиение во времени, конус зависимости решения. (б) Лакуна в решении. По горизонтальной оси
условно отложено трехмерное пространство.
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Однако легко заметить, что для выбранной функции Грина (2.5) интегрирование в потенциа-
ле Кальдерона (2.6) осуществляется по пересечению светового конуса с вершиной в точке грани-
цы  и поверхности рассеивателя  в предыдущие моменты времени, см. фиг. 2а, где для демон-
страции положено . Рассматривая все точки из , где мы интересуемся плотностью ,
данное пересечение не пусто максимум в течение времени , отсчитывая назад от последнего
(наиболее позднего) момента времени множества  (т.е. для случая, изображенного на рисунке,

), при условии, что размер разбиения принят равным

(2.11)

Иными словами, при условии (2.11) плотности , отвечающие более ранним элементам разби-
ения , , никак не влияют на плотность, определенную на элементе . То же са-
мое можно объяснить на языке лакун решения волнового уравнения в свободном пространстве,
когда решение, порожденное источником (правой частью), локализованным в пространстве-
времени на границе предыдущего элемента разбиения (  на фиг. 2б), заведомо уходит из обла-
сти  за время (2.11). Таким образом, глубина зависимости решения уравнения (2.7) ограничена
назад одним элементом разбиения, что позволяет построить рекуррентную схему обновления
плотности:

(2.12)

где

(2.13)

и  в (2.13). Отметим, что интеграл (2.13) берется по предыдущему элементу разбиения
, но его значение рассчитывается в точке из следующего элемента .

Парциальные плотности  и  удобно разложить в ряд на  и  по системе каких-либо
базисных функций

(2.14)

где двухкомпонентные базисные функции  и  используются для пред-
ставления решения и его нормальной производной на границе. Естественно также использовать
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Фиг. 3. Сетка, покрывающая вспомогательную область . Зелеными точками обозначены узлы, составляющие
дискретную границу рассеивателя . Желтыми квадратами условно обозначен шаблон разностной схемы [6].
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одни и те же базисные функции для любого элемента разбиения . Например, в случае сфериче-
ского рассеивателя  в качестве  можно взять прямое произведение сферических гармо-
ник (по угловым переменным) и полиномов Чебышева (по времени). В зависимости от наложен-
ного граничного условия (2.2) часть коэффициентов в указанных разложениях может быть из-
вестна; например, в случае условия Дирихле заданная на границе функция однозначно
определяет величины , ; условие Неймана фиксирует , , а условие III рода устанавли-
вает связь между этими системами коэффициентов.

Укажем также, что ядро интегралов (2.6) и (2.13) с учетом явного вида (2.5) инвариантно отно-
сительно сдвигов во времени. Поэтому с учетом использования одного и того же базиса для всех
элементов разбиения результат действия операторов (2.6) и (2.13) на базисные элементы на мно-
жестве  (левая часть уравнения (2.12)) можно рассчитать на любых двух смежных элементах
разбиения длительностью , например,  и , и обозначить результат через  и . При
этом уравнение (2.7) примет вид

(2.15)

Подчеркнем, что действие этих операторов вычисляется через вспомогательную задачу (2.10),
причем ВЗ для вычисления  решается в течение времени , а для  – в течение

. Число таких ВЗ равно числу базисных элементов в разложении (2.14). После указан-
ного расчета уравнение (2.15) превращается в уравнение для коэффициентов разложения плот-
ности на двух смежных элементах разбиения  и ,

(2.16)

где через I обозначается тождественный оператор, причем  и  известны с предыдущего ша-
га. Для выбора нужного решения к уравнению (2.16) следует добавить граничное условие (2.8),
записанное в терминах коэффициентов разложения:

(2.17)

3. ДИСКРЕТИЗАЦИЯ
Введем на вспомогательной области  (параллелепипиде) прямоугольную сетку с шагом  по

каждому пространственному измерению. Еще раз подчеркнем, что хотя разностное решение за-
дачи определено и требуется лишь вне препятствия , мы тем не менее рассматриваем дискре-
тизацию всей области . Заметим также, что граница объекта  может не совпадать с линиями
введенной прямоугольной сетки. Решением задачи будем интересоваться в дискретные моменты
времени с шагом , т.е., иными словами, введем сетку на четырехмерной области  с ука-
занными шагами. Для дискретизации уравнения (2.2) воспользуемся компактной разностной
схемой четвертого порядка точности с шаблоном, состоящим из  точек:

(3.1)

с параметром . Подчеркнем, что уравнение (3.1) описывает лишь дискретизацию по време-

ни; отметим, что эта схема является неявной. На временнóм слое  уравнение (3.1) далее ап-
проксимируется с четвертым порядком по пространственным переменным на шаблоне из

 точек, используя общую идею компактных схем, см. [6].
Обозначим через  точки сетки, принадлежащие данному 81-точечному шаблону с центром

в узле сетки . Введем, далее, несколько требуемых в дальнейшем подмножеств пространствен-
но-временной прямоугольной сетки, покрывающей . Именно, обозначим через  и

 подмножества узлов сетки, попадающих в области  и  соответственно.
Таким образом,  и  представляют собой узлы сетки, лежащие вне и внутри объекта  во все
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моменты времени ; узлы, попадающие на границу препятствия , включаются в .
При этом центр шаблона  находится внутри областей  и , если  и

 соответственно.

Пусть  обозначает подмножество узлов, удовлетворяющих одновременно двум условиям:
эти узлы принадлежат шаблону  с центром  и лежат внутри . Аналогично, подмноже-
ство  обозначает узлы, принадлежащие шаблону  с центром  и лежащие вне . Объ-
единение  образует тонкий слой узлов, охватывающий пространственно-временную
границу  рассеивателя  и заменяющий  в дискретной постановке, см. фиг. 3. Рассмотрим

также множества  и , включающие все точки шаблона , когда

центр последнего пробегает все точки из  или  соответственно. В частности,  содержит
точки на границе , первый и последний слои по времени  внутри области , а так-
же подмножество . Объединение  есть набор всех точек сетки, которые попадают
в шаблон , когда .

Все введенные выше (под)множества узлов отвечали сетке, покрывающей всю простран-
ственно-временную область , отвечающую конечному моменту времени . Очевидно,
что все эти конструкции можно определить и на любой части , , снабдив их под-
строчным индексом . В частности, множество  является дискретным аналогом границы 
из разд. 2.

3.1. Разностные потенциалы

Введем сеточную функцию , определенную на сеточной границе . Рассмотрим также се-

точную функцию , определенную в точках  и такую, что ее след на  совпадает с :

Оператор взятия следа , введенный выше, осуществляет сужение сеточной функции с мно-

жества  на дискретную границу . Обозначим через  дискретный оператор Лапласа,
отвечающий избранной разностной схеме. По аналогии с формулой (2.10) построим “правую
часть”, дополненную нулем для узлов сетки внутри рассеивателя :

Определим разностный потенциал с плотностью  как сеточную функцию, заданную на ,
по следующему правилу:

(3.2)

где  – функция Грина (резольвента) для разностного волнового уравнения. Вычитаемое в

правой части (3.2), , вычисляется как решение разностной ВЗ

(3.3)

на множестве  с условиями излучения на внешней границе, ср. с (2.10). Поскольку
, разностный потенциал (3.2) является решением однородного разностного вол-

нового уравнения на :
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Проекция разностного потенциала на множество  определяется через его след на данном мно-
жестве:

(3.4)

По построению ни разностный потенциал (3.2), ни его проекция (3.4) не зависят от выбора вспо-
могательной функции , если выполняется условие .

Можно показать, что конечно-разностное граничное уравнение с проектором (ГУП) [ср. c (2.7)]

(3.5)

выполняется тогда и только тогда, когда , где  есть разностное решение волнового

уравнения:  с нулевыми начальными условиями.

Как и в непрерывной формулировке, разностное ГУП (3.5), определенное на дискретной гра-
нице , эквивалентно заменяет собой разностное волновое уравнение  с нулевыми

начальными условиями, рассматриваемое на множестве , т.е. вне рассеивателя .

Очевидно, существует множество решений  разностного ГУП (3.5), т.к. существует множе-

ство решений  разностного волнового уравнения  во внешних по отношению к рассе-

ивателю узлах . Для выбора требуемого решения уравнение (3.5) должно быть дополнено со-
ответствующим условием, следующим из граничного условия на рассеивателе (2.2). Однако
условия (2.2) поставлены на аналитической границе , а не на ее дискретном аналоге , где рас-
сматривается уравнение (3.5). Поэтому требуется некоторая дополнительная процедура, позво-
ляющая перенести информацию о граничном условии с  на .

3.2. Продолжение граничных данных

Пусть плотность  на аналитической границе  задана. Определим в окрестности 
функцию  с помощью ряда Тейлора с конечным числом слагаемых :

(3.6)

Точка  в формуле (3.6) расположена вблизи границы объекта , а точка  отвечает осно-
ванию нормали к поверхности , направленной в точку . Величина  есть расстояние от точки 
до поверхности , взятое со знаком плюс для внешних по отношению к  точкам и со знаком
минус для внутренних точек, т.е. , если , и , если .

Производные по внешней к  нормали в (3.6) определяются следующим образом. Для 

полагаем , для  кладем . Такой выбор отвечает тому, что

. Производные более высокого порядка вычисляются при помощи волнового уравне-
ния (2.1), рассматриваемого в локальной ортогональной системе координат с центром в точке .
Эта система выбирается так, чтобы две из осей лежали в касательной плоскости, а третья ось сов-
падала с нормалью  (с точностью до знака последней). В таком случае трехмерный лапласиан в
точке  можно записать в следующем виде:
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где оператор содержит тангенциальные производные и, возможно, производную по n порядка не
выше первого. Например, если  является сферой, то в сферических координатах имеем

Используя исходное уравнение , для нормальной производной порядка

 в ряде (3.6) получаем:

(3.7)

В правой части (3.7) производные по  если и имеются, то порядка не выше первого. Подставляя
известные величины  и  в данное выражение, находим таким образом значение нормальной
производной второго порядка. Для того чтобы получить нормальные производные порядка

, продифференцируем уравнение (3.7) по  и при необходимости рекурсивно выразим по-
явившуюся в правой части вторую производную по  через уравнение (3.7). Идейно сходная тех-
ника часто используется при решении эволюционных уравнений конечно-разностным методом,
когда аналитические данные Коши, заданные в , требуется продолжить на первый времен-
нóй слой  для запуска разностной схемы. Получающуюся согласно (3.6) функцию  бу-
дем называть продолжением граничных данных  с помощью исходного уравнения.

Если плотность  отвечает какому-либо решению  волнового уравнения, т.е. если  и
 являются следом этого решения и его нормальной производной на , то функция , по-

строенная согласно (3.6), аппроксимирует данное решение с точностью . Формально
данная техника переноса граничных данных может быть применена к любой паре функций

, не выбранных согласованно и не являющихся следом какого-либо решения и его
производной. В этом случае правило (3.6) просто определяет новую функцию. В рамках излага-
емого подхода нас интересует продолжение (3.6) в узлы дискретной границы , расположенные
вблизи точной границы . Обозначим это продолжение следующим образом:

(3.8)

где  есть оператор продолжения, определенный формулами (3.6), (3.7). В частности, таким об-
разом можно продолжить на  любой базисный элемент , , заданный на точной границе ,
т.е. рассчитать сеточные функции , .

3.3. Схема обновления решения во времени

Рассмотрим разбиение границы во времени, описанное в разд. 2, но примененное теперь к
дискретной границе . Обозначим через  разностный аналог оператора , определяемый
формулой (3.4). Разностный аналог  определим следующим образом:

(3.9)

где  получается продолжением плотности с точной границы на множество  согласно (3.8).
Еще раз подчеркнем, что аргумент  (плотность ) определен для времен , а сам раз-
ностный потенциал рассчитывается в течение времени  как решение ВЗ (3.3), и след
этого решения сохраняется на “верхней” части двух смежных элементов разбиения дискретной
границы . Схема обновления коэффициентов (2.16) в разностной постановке
имеет вид

(3.10)
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где коэффициенты в правой части

известны с предыдущего шага, а неизвестными служат наборы коэффициентов (возможно, толь-
ко один из них в случае условий Дирихле или Неймана)

Столбцы матриц в (3.10) отвечают отдельным элементам используемого базиса:

(3.11)

(3.12)

Размерность данных матриц равна , где  – размерность используемого базиса, а  –
число точек в множестве . Подчеркнем, что матрицы (3.11) требуется рассчитать только один
раз перед началом решения задачи. Данный расчет требует решения  вспомогательных за-
дач (3.3) в течение времени  для матриц (3.11) и  для матриц (3.12). Эти задачи решаются в
“удобной” трехмерной прямоугольной области без дырок и необходимости заботиться о согла-
совании линий сетки и геометрической формы объекта . Фиксированное время расчета дан-
ных ВЗ , выбранное согласно правилу (2.11), обычно составляет ничтожную долю от общего
времени расчета, . Заметим, что размерность базиса  может быть достаточно большой,
что требует решения большого количества ВЗ. Однако все эти ВЗ полностью независимы друг от
друга, что позволяет максимально эффективно осуществить параллелизацию этих вычислений.

После того как матрицы (3.11), (3.12) посчитаны, рекуррентное соотношение (3.10) решается
совместно с граничным условием на рассеивателе в виде (2.17) относительно неизвестных коэф-
фициентов. Это решение ищется в смысле наименьших квадратов методом QR-разложения мат-
риц , , поскольку, как правило, число строк матриц (3.11), (3.12) значительно превосходит
число столбцов и система относительно неизвестных коэффициентов является переопределен-
ной. При этом наиболее вычислительно нагруженную часть решения, QR-разложение, доста-
точно выполнить только один раз перед началом расчета, так что рекуррентное обновление ко-
эффициентов в (3.10) сводится к обратной подстановке в методе QR-разложения.

Также отметим, что, поскольку матрицы не содержат в себе информацию о конкретном гра-
ничном условии на рассеивателе , они универсально подходят для любого типа рассеивания.
То есть, чтобы пересчитать задачу с другим типом граничного условия на , достаточно решить
рекуррентное соотношение (3.10) с новым типом граничного условия (2.17) без относительно
“дорогого” перерасчета матриц (3.11), (3.12).

4. ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
Для демонстрации работы описанного метода рассмотрим задачу рассеяния плоской волны

на сфере радиуса  см. Эта классическая задача имеет аналитическое решение в виде ряда,
см. [5], с которым мы и будем сравнивать численное решение. В качестве падающего излучения
возьмем не одну, а сумму двух плоских волн с несоизмеримыми угловыми частотами,  c–1

и , получая тем самым апериодическое во времени решение. Отметим, что для из-
бранных частот длина волны падающего излучения является величиной порядка диаметра рас-
сеивателя . Решением будем интересоваться в сферическом слое вокруг рассеивателя

, где  см.

В качестве вспомогательной области  возьмем куб , , такой, что за макси-
мальное время расчета вспомогательной задачи  волны, отраженные от внешней границы
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, не успеют достичь расчетной области , см. фиг. 2б. Нетрудно проверить, что для
этого величина  должна удовлетворять условию . Такой выбор размера
вспомогательной области позволяет поставить произвольные граничные условия на  вместо
каких-либо приближенных условий излучения и получить решение ВЗ (3.3) в интервале времени

 на  как если бы ВЗ решалась в неограниченной области. Отметим, что подоб-
ный прием позволяет точно, без какого-либо приближения, смоделировать процесс ухода отражен-
ных волн в бесконечность и является существенным преимуществом излагаемого метода. Возмож-
ность этого обусловлена коротким временем расчета ВЗ (максимум  секунд), необходимым
для формирования матриц (3.11), (3.12).

Построенная таким образом область  покрывается прямоугольной сеткой, на которой алго-
ритм реализуется в рамках упомянутой разностной схемы четвертого порядка [6]. Уменьшая шаг
сетки, можно проследить за сходимостью алгоритма, см. фиг. 4. Из данного рисунка видно, что
двоичный логарифм ошибки уменьшается на четыре при измельчении сетки вдвое, что подтвер-
ждает правильную работу алгоритма. Заметим также, что на данном рисунке представлен резуль-
тат достаточно длительного расчета: конечный момент  отвечает времени, за которое сигнал
пересечет шар  около 6000 раз. При этом никаких признаков возрастания ошибки со вре-
менем не наблюдается.

Отметим также, что для построения базиса ,  используется прямое произведение поли-
номов Чебышева  (по времени) и сферических гармоник  (для разложения по грани-
це , т.е. по сфере). Как показал эксперимент, максимального порядка  и  хватает с
большим запасом для результатов с уровнем точности, представленным на фиг. 4.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе предложен алгоритм расчета нестационарных процессов распространения волн,

позволяющий: (i) понизить размерность задачи на единицу за счет сведения к граничной форму-
лировке (ii) производить расчеты для областей сложной геометрической формы, пользуясь
обычными разностными схемами на простейших прямоугольных сетках без какой-либо потери
точности, связанной с аппроксимацией границ (iii) точно учитывать условия излучения для
внешних задач (iv) эффективно использовать возможности параллелизации вычислений.

Обсудим следствия (i) и (iv) более подробно. Очевидно, что обновление решения на элементе
разбиения длины  согласно (3.10) занимает меньше времени, чем продвижение решения на это
же время с помощью какой-либо явной разностной схемы, в силу того, что размерность задачи в
первом случае на единицу меньше. Однако чтобы начать решать рекуррентное соотношение (3.10),
требуется рассчитать матрицы, фигурирующие в (3.10). Это наиболее вычислительно длительная
часть алгоритма, т.к. на этом этапе приходится решать  задач на протяжении времени макси-
мум . Из-за этого обстоятельства при небольших временах расчета обычная явная схема спра-
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вится с заданием быстрее, чем предложенный алгоритм. При более длительных временах затра-
ты времени на вычисление матриц , , ,  будут скомпенсированы более быстрым,
чем в случае явной схемы, продвижением согласно (3.10). Таким образом, существует время рас-
чета, начиная с которого предложенный алгоритм становится выгоднее самого очевидного, про-
стого и быстрого решения – продвижения с помощью явной разностной схемы. Также важно от-
метить, что матрицы , , ,  рассчитываются параллельно, т.к. их столбцы независи-
мы друг от друга. Чем больше ядер, узлов и т.д. задействовано в этом расчете, тем меньшее время
потребуется на данный расчет, и тем скорее (при меньших временах расчета) описанный алго-
ритм окажется эффективнее явной схемы. Укажем также, что подробное исследование описан-
ного метода применительно к внутренним задачам представлено в работе [7].

Дальнейшее развитие метода связано с обобщением на систему Максвелла, а также на объек-
ты с произвольной формой границы с использованием подходящих сплайнов.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Kleinman R.E., Roach G.F. Boundary integral equations for the three-dimensional Helmholtz equation // SIAM

Rev. 1974. V. 16. P. 214–236.
2. Sayas F.-J. Retarded Potentials and Time Domain Boundary Integral Equations. A Road Map. Switzerland:

Springer Series in Computational Mathematics. Vol. 50. Springer, 2016.
3. Рябенький В.С. Метод разностных потенциалов и его приложения. М.: Физматлит, 2002.
4. Софронов И.Л. О применении прозрачных граничных условий в задачах аэроакустики // Матем. моде-

лирование, 2007. Т. 19. № 8. С. 105–112.
5. Морс Ф.M., Фешбах Г. Методы теоретической физики. Т. 2. М.: ИЛ, 1960.
6. Smith F., Tsynkov S., Turkel E. Compact High Order Accurate Schemes for the Three Dimensional Wave Equa-

tion // J. Sci. Comput. 2019. V. 81. Is. 3. P. 1181–1209.
7. Petropavlovsky S., Tsynkov S., Turkel E. A method of boundary equations for unsteady hyperbolic problems

in 3D // J. Comp. Phys. 2018. V. 365. P. 294–323.

γ 0

(0)
T

Q γ 0

(1)
T

Q γ 0

(0)
T

R γ 0

(1)
T

R

γ 0

(0)
T

Q γ 0

(1)
T

Q γ 0

(0)
T

R γ 0

(1)
T

R



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


