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Исследуется численное решение систем линейных обыкновенных дифференциальных урав-
нений с нелокальными нелинейными условиями, зависящими от значений искомых функ-
ций в промежуточных точках. Приводятся условия существования решения задачи. Для чис-
ленного решения предложен подход, приводящий решение рассматриваемой задачи к реше-
нию двух вспомогательных линейных систем дифференциальных уравнений с линейными
условиями и одной нелинейной алгебраической системе размерности, зависящей только от
числа точек, значения искомой функции в которых участвуют в заданных в задаче условиях.
Предложенный подход проиллюстрирован на двух задачах, в одной из которых вспомога-
тельные задачи решаются аналитически, в другой – с использованием численных методов.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследуется решение системы линейных неавтономных обыкновенных дифференциальных
уравнений. Заданные к ней условия характеризуются следующими особенностями: 1) нелиней-
ностью, 2) зависимостью от значений искомой функции в различных заданных промежуточных
точках.

Исследования систем линейных дифференциальных уравнений с различными видами допол-
нительных линейных условий (двухточечными, многоточечными, интегральными) были начаты
в начале XX века в работах [1]–[3], а различные аспекты этих исследований продолжены в рабо-
тах [4]–[8]. А.А. Абрамовым [4] для численного решения линейных двухточечных краевых задач
был предложен метод прогонки краевых условий, которой был развит многими исследователями
на другие виды и случаи линейных краевых условий. В дальнейшем эти методы нашли широкое
применение в решении начально-краевых задач относительно различных типов дифференци-
альных уравнений с частными производными [9].

В данной работе дополнительные условия к системе линейных обыкновенных неавтономных
дифференциальных уравнений определяются нелинейными функциями от значений искомой
функции в точках отрезка, в котором задана система уравнений. Такие условия в литературе при-
нято называть неразделенными многоточечными условиями.

Подобные и более сложные задачи в качестве вспомогательных возникают при решении мно-
гих практических проблем, в частности, в задачах оптимального управления, в которых краевые
условия определяются из решения оптимизационных задач [10]. К рассматриваемым задачам
приводит так же использование линеаризации исходных нелинейных дифференциальных урав-
нений с нелинейными нелокальными условиями.

Для решения нелинейных краевых задач общего вида в [11] были предложены методы линеа-
ризации (квазилинеаризации), применение которых приводит к итерационным методам после-
довательных приближений.
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В работе предлагается подход к решению рассматриваемого класса задач, основанный на ис-
пользовании параметрического представления их решения. В этом представлении участвуют ре-
шения двух вспомогательных линейных задач относительно исходной системы дифференциаль-
ных уравнений. Параметрами являются значения нелинейной функции. После решения вспо-
могательных задач, используя представление решения исходной задачи, получается система
нелинейных алгебраических уравнений только относительно значений искомого решения в за-
данных промежуточных точках. Далее любое из решений алгебраической системы можно ис-
пользовать в качестве начальных условий в задаче Коши относительно исходной системы линей-
ных дифференциальных уравнений.

В статье предлагаемый подход проиллюстрирован на примере решения двух задач: одна реше-
на аналитически, другая – с применением численных расчeтов.

Важно отметить, что предложенный подход к численному решению линейных систем диффе-
ренциальных уравнений с нелинейными нелокальными условиями хорошо распараллеливается
на алгоритмическом уровне.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ЕЕ АНАЛИЗ
Рассматривается система линейных дифференциальных неавтономных уравнений:

(1.1)
решение которой должно удовлетворять в общем случае нелинейным условиям вида

(1.2)

Здесь  – искомая -мерная вектор-функция; заданными являются следующие:  – мат-
ричная функция размера ;  есть -мерная вектор-функция; , есть -мерные
квадратные матрицы;  – точки из отрезка ,  – матрица размера , , с ну-
левыми элементами    , кроме    есть -мер-

ная вектор-функция в общем случае от  аргументов :

 – заданный -мерный числовой вектор.
Для простоты, не умаляя общности, будем считать, что имеет место

Пусть выполнены следующие условия:

(1.3)

(1.4)

(1.5)

Замечание 1. Условие (1.4) не принципиально, так как в случае его невыполнения за счет изменения

значений элементов матриц  , одновременно с учетом этих изменений у компонент нелиней-
ной вектор-функции  можно добиться выполнения условия (1.4).

Этот случай будет продемонстрирован на приводимых в конце статьи иллюстративных зада-
чах. Важным условием, от которого зависит существование решения задачи (1.1), (1.2), является
условие (1.5), проверка выполнимости которого в реальных задачах, как правило, представляет
большую сложность или невозможна в принципе.

Условие (1.3) для неавтономности системы дифференциальных уравнений (1.1) в рамках дан-
ной статьи важно. Для автономной системы (1.1) с использованием ее фундаментальной матри-
цы решений, построение которой требует лишь одноразового решения матричной  задачи
Коши, задача приводится к системе нелинейных алгебраических уравнений. Построение же
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фундаментальной матрицы решений для линейных неавтономных систем дифференциальных
уравнений в общем случае требует больших объемов вычислительной работы и оперативной па-
мяти компьютера.

Рассматриваемая задача заключается в нахождении -мерной вектор-функции , являю-
щейся решением системы  дифференциальных уравнений (1.1) и удовлетворяющей в общем
случае  нелинейным многоточечным (нелокальным) условиям (1.2).

Пусть  есть фундаментальная матрица решений системы (1.1), т.е. для  имеем

(1.6)

(1.7)

Здесь  есть -мерная квадратная единичная матрица. Тогда решение системы (1.1) представ-
ляется формулой Коши:

(1.8)

где  – неизвестный вектор состояния в момент времени , который должен удовле-
творять условию (1.2).

Учитывая, что из (1.8) следует

(1.9)

из условий (1.2) получим систему  нелинейных уравнений относительно -мерного вектора :

(1.10)

Конструктивных общих условий существования и единственности решения для систем нели-
нейных алгебраических уравнений не имеется. Известные теоремы о необходимых условиях су-
ществования решения имеют локальный характер. Основным в этих условиях является требова-
ние всюду равенства  ранга матрицы Якоби нелинейной системы. Якобиан системы условий (1.2) с
учетом (1.10) имеет вид

Вычисление ранга этой матрицы для всех  практически невозможно, так как, во-первых,

матрица  зависит от текущей точки , во-вторых, определение фундаментальной матрицы

решений, в общем случае, возможно, как правило, лишь численными методами, которые требу-
ют большого объема вычислений и памяти компьютера.

Отметим, что решение задачи (1.1), (1.2) существенно упрощается для автономных систем (1.1),
т.е. когда . В этом случае для фундаментальной матрицы имеет место

а для ее нахождения достаточно один раз решить задачу Коши (1.6), (1.7) относительно матрич-
ной функции . Далее, подставляя формулу (1.9) в условия (1.2), получаем нелинейную си-
стему  уравнений относительно , для решения которой необходимо использовать численные
методы.

Представляют интерес встречающиеся на практике задачи, у которых в условиях (1.2) нели-
нейно участвует лишь малая часть значений аргументов искомой вектор-функции в промежу-
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точных точках или же некоторые из компонент аргументов вектор-функции, т.е. . В этом
случае в предлагаемом в статье подходе соответственно уменьшаются размеры вспомогательных
задач, а система нелинейных алгебраических уравнений решается относительно лишь этих зна-
чений искомой функции или их компонент. При применении же подхода с использованием
фундаментальной матрицы решений такая специфика задачи не сказывается на требуемом объ-
еме вычислений.

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ (1.1), (1.2)
Рассмотрим две вспомогательные линейные задачи относительно системы дифференциаль-

ных уравнений (1.1) с условиями

(2.1)

и параметрическими условиями

(2.2)

где  – произвольный вектор параметров. Остальные обозначения в (2.1), (2.2) те же, что и
для задачи (1.1), (1.2).

Относительно решения задачи (1.1), (2.1) имеет место следующая
Теорема 1. Для существования и единственности решения задачи (1.1), (2.1) необходимо и доста-

точно выполнения условия

Доказательство теоремы следует из формулы Коши (1.8) и частного случая системы (1.10) при отсут-
ствии нелинейного слагаемого.

Теорема 2. Для произвольного вектора  решение задачи (1.1), (2.2) представимо в виде

(2.3)

где  – -мерная вектор-функция есть решение задачи

(2.4)

(2.5)

 – матричная функция размера  есть решение задачи

(2.6)

(2.7)

Представление решения задачи в виде (2.3) при выполнении условия (1.4) единственно.
Доказательство. Продифференцируем обе части формулы (2.3) и подставим в (1.1). После

группировки будем иметь

(2.8)

Учитывая необходимость выполнения (2.8) для произвольно заданных векторов , по-
требуем равенства нулю выражений в квадратных скобках. Отсюда следует необходимость удо-
влетворения  и  соответственно уравнениям (2.4), (2.6).
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Теперь, подставляя представление решения (2.3) в условия (2.2), после группировки получим

(2.9)

Учитывая необходимость выполнения (2.9) при произвольно заданных , необходимо,
чтобы выражения в квадратных скобках были равны нулю, а следовательно, выполнены уравне-
ния (2.5), (2.7).

Для доказательства единственности представления решения задачи (1.1), (2.2) в виде (2.3)
предположим существование другого, отличного от (2.3), представления

где  и  являются решениями задач

Подставляя в систему дифференциальных уравнений (1.1) и условия (2.2) разность решений

получаем, что  и  должны быть решениями, соответственно, следующих однородных
задач:

Как известно, в силу однородности и условия (1.4) они имеют единственное тривиальное ре-
шение:  .

Вернемся теперь к решению задачи (1.1), (1.2). Приняв в качестве вектора параметров  в (2.3)
вектор-функцию , для решения задачи (1.1), (1.2) используем представление

(2.10)

где ,  являются решениями линейных задач (2.4), (2.5) и (2.6), (2.7). Из (2.10) следует,
что

(2.11)

Соотношения (2.11) представляют собой систему  нелинейных алгебраических уравнений
относительно значений в промежуточных точках искомого решения системы (1.1) или их компо-
нент, участвующих в условиях (1.2). После еe решения, определив , несложно определяется
решение  системы (1.1) из решения задачи Коши.
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Тогда очевидно, что имеет место следующая теорема.
Теорема 3. При условиях, наложенных на данные задачи (1.1), (1.2), существование и единствен-

ность ее решения полностью определяются существованием и единственностью решения нелинейной
системы (2.11).

Важно учесть следующие специфические особенности предлагаемого подхода.
Замечание 2. Построение фундаментальной матрицы решения с целью ее использования для решения

рассматриваемой задачи требует решения -мерной квадратной матричной системы дифференциальных
уравнений. В предлагаемом подходе суммарная общая размерность вспомогательных систем дифферен-
циальных уравнений (2.4), (2.6) равна , причем, как правило, имеет место .

Замечание 3. Систему (2.11) следует формировать относительно не полностью всех -мерных векторов
, а только из тех их компонент, которые участвуют в качестве аргументов в -мерной век-

тор-функции .
Для решения линейных систем дифференциальных уравнений (2.4), (2.6) с линейными неразделенны-

ми условиями, соответственно, (2.5) и (2.7) можно использовать известные методы прогонки (переноса)
условий [4], [5], [9], [10].

Замечание 4. В частном случае, когда в условии (1.2) все матрицы , кроме одной, являются
нулевыми, то вспомогательные задачи (2.4), (2.5) и (2.6), (2.7) являются задачами Коши. Этот же случай
можно получить, если все матрицы , нулевые. Для этого достаточно в условии (1.2) ввести
слагаемое, например, , соответственно при этом необходимо изменить нелинейную часть слага-
емых (как это указывалось в замечании 1).

Для решения нелинейной алгебраической системы  уравнений (2.11) можно использовать
известные численные методы [12], [13] и имеющиеся пакеты прикладных программ Matlab,
Mathcad и другие. При этом надо учесть, что, как правило, нелинейные вектор-функции, участ-
вующие в условиях (1.2), имеют сравнительно простой вид и достаточно гладки. Это позволяет
легко их дифференцировать с целью дальнейшего использования численных методов высокого
порядка сходимости и точности [14]–[16].

Учитывая, что для нелинейных алгебраических систем нет конструктивных условий для
единственности их решений, то при численных расчетах с применением итерационных методов
следует использовать различные начальные приближения для многократного проведения итера-
ционных процедур.

3. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
Задача 1. Рассмотрим решение линейного дифференциального уравнения

(3.1)

со следующим нелинейным условием:

(3.2)

Здесь , , , , , , , можно проверить, что

 – есть одно из точных решений задачи (3.1), (3.2).

Учитывая, что , поступим согласно замечанию 4, а именно, условие (3.2) за-
пишем в виде

(3.3)

а нелинейную функцию в условии (3.3) в виде

Тогда вспомогательные задачи (2.4), (2.5) и (2.6), (2.7) будут следующими задачами Коши:

 n
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Их решениями являются функции:

Решение задачи (3.1), (3.3) согласно формуле (2.10) имеет вид

Отсюда при  получим алгебраическую систему следующих уравнений относительно
, , :

Из первого и третьего уравнений следует, что

а из первого и второго уравнений имеем

Подставляя во второе уравнение, будем иметь

Вообще говоря, далее  можно не определять, достаточно решить две задачи Коши
относительно уравнения (3.1) с двумя различными начальными условиями

и получить два решения задачи (3.1), (3.2):

которые, как легко проверить, удовлетворяют условиям задачи (3.1), (3.3).
Задача 2. Рассмотрим решение следующей системы линейных уравнений:

(3.4)
при условиях

(3.5)
Здесь . Одним из ее точных решений являются функции

(3.6)

Матрица  имеет ранг, равный 1. Изменим первое условие в задаче

где . Тогда изменится матрица

и ее ранг будет равен .
Вспомогательные задачи (2.4), (2.5) и (2.6), (2.7) имеют вид

(3.7)

(3.8)

( ) ( )− −= + = −
2 20 4 4 1 4 47 1, .t ty t e y t e

( ) ( ) ( ) ( ) ( )− −  = + − + − − − − 
2 24 4 4 4 2 2 27 1 1 2 0 1 1 .t tx t e e x x x x

= −1;0;1t
( )−1x ( )0x ( )1x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) − = − + − − − − 
2 2 21 8 1 2 0 1 1 ,x x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )− −  = + − + − − − − 
4 4 2 2 20 7 1 1 2 0 1 1 ,x e e x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = − + − − − − 
2 2 21 8 1 2 0 1 1 .x x x x x

( ) ( )− =1 1 ,x x

( ) ( )− = − +4 41 0 1.x e x e

( ) ( )= = ±2 0 4, 0 2.x x

( ) ( )−1 ,   1x x

( ) ( )= − =0 2 и 0 2,x x

( ) ( )= + = − +
2 24 41 и 3 1,t tx t e x t e

( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )−= − + ∈ − = + − +� �

2 2
1 1 2 2 1 2, 1;1  , 2 1t t tx t x t e x t e t x t x t tx t t te

( ) ( ) ( ) ( ) −− + − = − − = −2 2 2 2 1
2 2 2 11 0 1 1 , 1 1 .x x x e x e

= = =2,  1,  3n m l

( ) ( )= + =
2

1 21,    .t tx t te x t e

 α =  
 

1
0 0
1 0

( ) ( )− + = − 2
2 1   ,1x g x e

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + − − −2 2 2
2 2 2 21 0 2 1 1g x x x x x

 α =  
 

1
0 1
1 0

= 2n

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

− −= − + − = −
= + − + − = −

�

�

20
1

0
2

0 0 0 1
1 2 1

2 0 0 2 0 2
1 2 2

, 1 1 ,

2 1 , 1 1 , 

t t

t

t y t e y t e y e

t t y t ty t t te y e

y

y

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

−= − − =
= + − = −

�

�

21
1

1
2

1 1 1
1 2 1

2 1 1 1
1 2 2

, 1 0,

2 , 1 1.

tt y t e y t y

t t t ty t y

y

yy



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 5  2020

К ЧИСЛЕННОМУ РЕШЕНИЮ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 835

Заметим, что аргументами нелинейной функции в условии являются только значения второй
искомой функции  в точках . Поэтому систему алгебраических уравнений (2.11) со-
ставим только для этих значений компонент искомой вектор функции :

Учитывая начальные условия для , , система относительно , ,  при-
мет вид

(3.9)

Умножим сначала первое уравнение на  и сложим со вторым уравнением, потом первое

уравнение умножим на  и сложим с третьим уравнением, получим

Поставляя эти выражения в первое уравнение (3.6), получаем квадратное уравнение относи-
тельно :

(3.10)

Используя метод Рунге–Кутты четвертого порядка, из задач Коши (3.7), (3.8) были найдены
значения

Тогда получим два решения кадратного уравнения (3.10):

(3.11)

Значения ,  уже можно не определять. Дополняя ко второму условию из (3.5) два
различных условия из (3.11), решаем две задачи Коши относительно системы (3.4) с двумя воз-
можными начальными условиями:

В табл. 1 приведены результаты решения двух задач Коши с этими начальными условиями, в
этой же табл. 1 приведены значения  – известного решения (3.6) рассматриваемой задачи.

Отметим, что проведенные преобразования над системой (3.9) были не обязательны, ее мож-
но было бы решать непосредственно с применением численных методов. Но в этом случае могло
бы определиться лишь одно из полученных решений. Это зависило бы от использованного на-
чального приближения в итерационном процессе решения нелинейной системы (3.6).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье предложен подход к решению систем линейных неавтономных обыкновенных диф-

ференциальных уравнений с нелинейными нелокальными условиями, содержащих значения
искомой функции в промежуточных точках.

Приведены условия существования и единственности решения задачи. Для решения задачи
предложен специальный вид представления, в котором участвуют векторная и матричная функ-
ции, являющиеся решениями вспомогательных линейных дифференциальных уравнений с ли-
нейными ограничениями. С использованием этого представления строится система нелиней-
ных алгебраических уравнений относительно значений искомой функции в заданных точках.

Предложенный подход проиллюстрирован на решении двух тестовых задач.
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Таблица 1. Полученные и точное решения задачи 1
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