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1. ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ
В работе [1] Г. Пойа показал, что при каждом фиксированном  косинус преобразование

функции  имеет только действительные нули. Этот пример интересен также тем, что
упомянутое косинус преобразование суть (см. [2]–[5]) модифицированная функция Бесселя
II рода (функция Макдональда), т.е.

(1)

где  является решением модифицированного уравнения Бесселя

(2)
Следует отметить, что вопрос о нулях функций Бесселя изучен более детально, когда они рас-
сматриваются как функции от своих аргументов, т.е. при фиксированном индексе (см. [2]–[7] и
литературу к ним). Иначе обстоит дело для функций Бесселя, рассматриваемых как функции от
индекса при фиксированном аргументе. В этом направлении отметим работу [8], в которой по-
казано, что для положительных  нули  функции Бесселя I рода  вещественны, просты и
асимптотически близки к отрицательным целым числам (см. также [9]). Что же касается функ-
ции , рассматриваемой как функция от индекса , упомянутый выше результат Пойя был
уточнен тем, что все нули этой функции являются чисто мнимыми и их бесконечно много
(см. [3]). Однако вопрос об асимптотике нулей функции , насколько нам известно, не изу-
чался. Настоящая заметка посвящена последнему вопросу. Сформулируем основной результат
данной работы.

Теорема. При каждом фиксированном  функция  имеет счетное число простых чисто
мнимых нулей , ,  . Имеет место асимптотическая формула

(3)
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2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

Рассмотрим уравнение (2) при . Если мы положим , , , то
уравнение (1) примет вид

(4)
Уравнение (4) представляет собой одномерное уравнение Шрёдингера с экспоненциальным по-
тенциалом. Одним из решений этого уравнения, очевидно, является функция

(5)

Известно [2]–[4], что при каждом  функция  является целой функцией индекса .
Следовательно, при каждом фиксированном , решение  служит целой
функцией относительно . Пользуясь известным (см. [2], [4]) асимптотическим равенством

находим, что для каждого фиксированного  решение  принадлежит пространству
, где  – любое конечное число. Откуда следует, что для каждого  собственные зна-

чения граничной задачи

(6)

(7)

являются нулями функции  и наоборот.
Рассмотрим в гильбертовом пространстве  самосопряженный оператор , порож-

денный дифференциальным выражением

и граничным условием (7). Так как  при , то спектр оператора , т.е. задачи (6), (7),
состоит [11], [12] из простых вещественных собственных значений , сгущающихся к

, причем . Отсюда и из соотношения  следует, что функция

 имеет лишь действительные нули , . Покажем, что эти нули про-
стые. Условимся точками обозначать дифференцирование по , а штрихами – по :

Дифференцируя уравнение

по , видим, что  удовлетворяет уравнению

Следовательно,

(8)

где . Далее из (1), (5) следует, что при действительных значениях  имеют место
равенства
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где . Отсюда легко вывести оценку при :

где  означает любую из функций , , , . Последняя оценка пока-
зывает, что каждая из этих функций экспоненциально убывает при  равномерно по .
Тогда из равенства (8) вытекает, что

Из последнего соотношения видно, что , т.е. нули функции  являются про-
стыми.

Исследуем теперь асимптотику собственных значений . Не нарушая общности, будем счи-
тать, что . Так как функция  удовлетворяет всем условиям теоремы 7.3 из моногра-
фии [11] (см. также [13]), то имеем

(9)

Далее, заметим, что

(10)

Так как функция  служит первообразной функции
, то из формулы (10) имеем

Сопоставляя это соотношение с (9), получаем

Если теперь  ищем в виде , то из последнего равенства легко вывести со-

отношение , . Следовательно, для нулей функции  верно асимптотическое
равенство

Теперь справедливость формулы (3) вытекает из того, что . Тем самым теорема доказана.
Замечание 1. Если в уравнении (6)  заменим на , то граничная задача (6), (7) сводится к гранич-

ной задаче
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Пусть  является -м собственным значением последней граничной задачи, т.е. граничной задачи (6), (7).
Если , то в силу принципа минимакса (см. [14], [15]) имеем . Поэтому если 
есть -й нуль функции ,  и , то справедливо неравенство .

Замечание 2. Известно, что (см., например, [2]) при  функция  удовлетворяет асимптотиче-
ским соотношениям

Из указанных выше рассуждений следует, что для чисто мнимых значений индекса  функция  огра-
ничена вблизи точки . В самом деле, при действительных значениях  уравнение (4) имеет 

два линейно независимых решения  и , где , . Следовательно,
при всех действительных значениях  справедливо разложение

где учитывается, что  принимает действительные значения. Но тогда будем иметь

Откуда следует, что для всех чисто мнимых значений индекса  функция  ограничена вблизи точки
, если только .
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