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1. ВВЕДЕНИЕ
В работах [1], [2] и [3] описывается математическая модель полимерной жидкости. В статье [4]

рассматривается вопрос о приведении этой модели к симметрическому виду. Данная работа про-
должает изучение уравнений, предложенных в модели, с точки зрения теории дифференциаль-
ных уравнений. Проводится симметризация в случае наличия магнитного поля. Также получены
условия для -гиперболичности (по Фридрихсу) исследуемой системы, приведены примеры, ко-
гда эти условия выполняются. Результаты работы обеспечивают возможность применения раз-
витой теории гиперболических систем уравнений и конструирования специальных численных
методов, которые можно будет применить при решении уже сугубо практических задач (см., на-
пример, [3]), связанных с течением полимерных сред.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
Вместо системы уравнений, рассмотренной в [5], [4], изучим теперь магнитогидродинамиче-

ские уравнения (см., например, монографии [6], [7]). В плоском случае данную реологическую
модель в обезразмеренном виде можно записать так (сам процесс обезразмеривания подробно
описан в [8]):

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)
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(2.7)

Здесь  – время;

 – компоненты вектора скорости  в декартовой системе координат ;

 – компоненты вектора напряженности магнитного поля  в декартовой системе коор-
динат;

 – полное МГД давление;

 – компоненты симметрического тензора анизотропии  второго ранга;

 – субстанциональная производная;

;

, ;

, ;

 – первый инвариант тензора анизотропии ;

,   – скалярные феноменологические параметры реологической модели;

,  – числа Рейнольдса и Вейсенберга;

 – коэффициент магнитного давления;

,  – магнитное число Рейнольдса;

 – оператор Лапласа.

Везде далее для простоты положим . Такой выбор коэффициента магнитного давления
возможен за счет подбора характерных величин магнитного поля и скорости течения. В случае
абсолютной проводимости коэффициент  (см. [7], [9]). Подобные условия встречаются
при исследовании космических проблем в задачах астрофизики [10]. Тогда уравнения (2.3)–(2.7)
можно переписать в виде

(2.8)

где
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Рассмотрим вопрос о -гиперболичности системы (2.1)–(2.7) в предположении, что  – из-
вестная функция (см. [11] по поводу определения -гиперболичности). Характеристическое
уравнение для нее запишется в виде

(2.9)

где  – единичная матрица порядка ;  – вещественные числа, не равные нулю одновремен-
но. Раскрывая определитель в левой части, получаем

(2.10)

Используем обозначения , ,  и приведем выражение (2.10)
к следующему виду:

(2.11)

где . Из (2.11) имеем
а) 

б) 

в) 
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т.е.

(2.12)

то уравнение (2.10) при любых вещественных   имеет четыре различных веще-
ственных корня одинарной кратности:

(2.13)

и один вещественный корень тройной кратности
(2.14)

Условия (2.12) -гиперболичности системы (2.8) (ср. с условиями из [1]) проверяются на еe
конкретном решении. Заметим также, что знание корней  (2.13) и (2.14) характеристического
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уравнения (2.9) позволяет правильно поставить краевые условия для системы (2.8) в том случае,
когда ее решение при каждом  ищется в ограниченной области .

Теперь с помощью уравнений (2.1), (2.2) систему (2.8) перепишем в виде системы законов со-
хранения, или в дивергентном виде [8], считая известным полное МГД давление 

(2.15)

Здесь

При получении вида (2.15) важную роль сыграли следующие соотношения, использующие урав-
нения (2.2) и (2.7)

В следующих двух разделах мы введем дополнительный закон сохранения для системы (2.1)–(2.7)
и используем его для приведения к симметрическому виду системы (2.8). Заметим при этом, что
симметрическая система также будет -гиперболической (см. [11]) при выполнении условий (2.12).

3. ПОЛУЧЕНИЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНОГО (ЭНТРОПИЙНОГО) ЗАКОНА СОХРАНЕНИЯ 
ДЛЯ МГД УРАВНЕНИЙ

Будем искать дополнительный закон сохранения для системы (2.1)–(2.7) в виде

(3.1)

Задача состоит в определении вида функций , ,  и
, которые зависят от  Более подробно о выводе дополни-

тельных законов и использовании их при симметризации систем законов сохранения можно
прочитать в работах [6], [12] и [13].

Предположим, что существуют так называемые канонические переменные  
и функции  такие, что верно следующее:
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(3.3)

(3.4)

(3.5)

Далее положим

(3.6)

где  – некоторая функция от компонент вектора .
Пусть

(3.7)

Поскольку в силу (3.2) и (3.6) из (3.7) следует

то, если  где  – некоторая функция от , тогда имеем

и из (3.2)–(3.5) следует

Итак, с учетом вышеизложенного получаем, что дополнительный закон (3.1) принимает сле-
дующий вид (ср. с дополнительным законом из [4]):

(3.8)
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Наличие дополнительного нестационарного закона сохранения (3.8) и введенных канониче-

ских переменных (3.6) позволяет нам организовать процесс симметризации системы (2.8) (по-
дробности см. в [6], [12] и [13]). При этом учитываются и стационарные законы (2.1), (2.2). После
этого процесса, который мы сейчас кратко опишем, исходная система (2.8) будет записана в сим-
метрическом -гиперболическом (по Фридрихсу) виде.
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при этом в силу (3.2), (3.3), (3.4) для  имеем

Как видно из [6], [12] и [13], вместо системы (2.8) можно рассмотреть следующую:
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Умножая систему (4.2) слева на матрицу  и учитывая равенство

перепишем ее в терминах исходных переменных:
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Cистемы (4.2), (4.3) симметрические. Положительная (отрицательная) определенность мат-
рицы  следует из соответствующей определенности матрицы  и наоборот.

В случае отрицательной определенности матрицы  из системы (4.3) надо умножить эту си-
стему на . В итоге мы получим симметрическую -гиперболическую систему (по Фридрихсу):

(4.4)

где , , .
Также стоит отметить, что при выведении дополнительного закона (3.8) мы ввели произволь-

ные функции  и , и, вообще говоря, сам дополнительный закон определяется не един-
ственным образом. Но в предположении, что выполнены условия -гиперболичности (2.12),
условие положительной определенности матрицы  приводит к следующим ограничениям:

(4.5)
Условия (4.5) выполнены, например, если  (см., также, [4]). Тогда имеем

Таким образом, математическая модель, предложенная в [5] и описывающая течения раство-
ров и расплавов несжимаемых вязкоупругих полимерных сред, приведена к симметрическо-
му -гиперболическому виду. При этом из полной системы (2.1)–(2.7) выделена подсистема
(2.3)–(2.7), которая при известном полном МГД давлении  является -гиперболической, что
доказано с помощью прямой проверки условий -гиперболичности в разд. 2. Далее с использо-
ванием соотношений (2.1) и (2.2) проводится симметризация системы (2.8) (следуя С.К. Годуно-
ву). При этом неизбежно возникают громоздкие вычисления, связанные с поиском специаль-
ных матриц, которые участвуют в процессе приведения исходной системы к конечному симмет-
рическому виду.
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