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Для системы уравнений электродинамики, в которой диэлектрическая проницаемость опре-
деляется симметрической матрицей , рассматривается обратная зада-
ча об определении этой матрицы по информации о решениях уравнений электродинамики.
Предполагается, что диэлектрическая проницаемость является постоянной всюду вне неко-
торой ограниченной области  и совпадает с заданной положительной постоянной

, а внутри  анизотропна и разности   малы. Здесь  –
символ Кронекера. Обратная задача исследуется в линейном приближении. Изучается
структура решения линеаризованной прямой задачи для уравнений электродинамики и до-
казывается, что при некоторой специальной постановке системы наблюдений можно одно-
значно найти все элементы матрицы . При этом оказывается, что зада-
чи об определении компонент  совпадают с обычными задами рентгеновской
томографии, что позволяет эффективно их вычислять. Отыскание остальных компонент
приводит к более сложной алгоритмической процедуре. Библ. 31.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТА
Рассмотрим нестационарную систему уравнений Максвелла

(1.1)

в которой  – положительно-определенная симметрическая матрица и

 , , вне области , ,  – некоторая положи-
тельная постоянная.

Обозначим через  скорость распространений электромагнитных волн в однород-
ной среде. Пусть , , и  – единичный вектор, ортогональный , т.е. .

Совокупность функций

(1.2)

в которой , при произвольной обобщенной функции  представляет
собой плоскую волну, бегущую в направлении вектора  и является обобщенным решением
уравнений Максвелла для однородной среды

(1.3)

1)Работа выполнена при финансовой поддержке комплексной программы фундаментальных научных исследований
СО РАН II.1 (проект 0314-2018-0010).
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Рассмотрим задачу Коши для анизотропной среды

(1.4)

(1.5)

в которой  – некоторая гладкая функция такая, что  для , , . Та-
ким образом, ,  для всех  при . При этом плоскость

 соответствует фронту плоской волны , , опреде-
ленной формулами (1.2), в момент , когда этот фронт касается области .

В дальнейшем нас будет интересовать вопрос: можно ли найти матрицу , используя ка-
кие-либо наблюдения за решением задачи (1.4), (1.5) на границе области ? Ответ на этот вопрос
дается ниже для линеаризованного варианта задачи. Пусть , ,

, и , . В предположении, что , линеаризация задачи
(1.4), (1.5) приводит к задаче

(1.6)
Структура решения этой задачи исследована в разд. 2.

Пусть  – граница области  и  – ее теневая часть по отно-
шению к потоку света, имеющего направление .

Ниже мы будем рассматривать задачу (1.6) для трех различных векторов  и соответствующих
им ортогональных векторов , зависящих от углового параметра , а именно,

Обратная задача. Найти  по функциям , , известным для всех
, , и , где  и  – произ-

вольное число (возможно малое). Другими словами, требутся найти  по заданным функ-
циям

(1.7)
Обратные задачи для уравнений электродинамики начали изучаться в конце 40-х–начале

50-х годов прошлого века с работ А.Н. Тихонова [1]–[4] и Л. Каньяра (L. Kagniard) [5]. Един-
ственным методом изучения электрических свойств глубоких слоев Земли, который широко ис-
пользовался в то время в геофизике, был метод становления электрического тока. Он был осно-
ван на предположениях, что проводимость среды зависит от одной координаты (глубины), токи
смещения малы, по сравнению с токами проводимости, поэтому ими можно пренебречь. Фак-
тически рассматривалось одно дифференциальное уравнение второго порядка, в котором при-
сутствовала частота переменного тока. В качестве информации о решении задавался импеданс
(отношение магнитной горизонтальной компоненты напряженности  к электрической на-
пряженности  на границе полупространства). Теорема Тихонова [4] утверждает, что импеданс,
заданный как функция частоты, однозначно определяет проводимость среды. На этом был осно-
ван и алгоритм решения задачи.

Дальнейший прогресс в развитии теории обратных задач электродинамики был связан с ис-
пользованием полной системы уравнений Максвелла. В этой системе уравнений токи смещения
играют важную роль для описания волновых процессов распространения электромагнитных
волн. Их присутствие делает систему гиперболической. До 80-х годов при изучении обратных за-
дач токами смещения обычно пренебрегали. При этом система уравнений электродинамики
описывает медленный процесс диффузии волн. Поэтому при изучении процессов становления
поля в динамическом (не частотном) варианте измерения напряженности поля можно прово-
дить с временным интервалом порядка одной секунды, или ее долей. Тот подход к исследованию
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обратных задач, который начал развиваться в 80-х годах, требовал прослеживания фронта элек-
тромагнитной волны, распространяющейся со скоростью порядка 300 тысяч км/сек. Чтобы про-
следить изменения напряженности поля на расстояниях порядка одного метра (такого масштаба
неоднородности необходимо зачастую различать в задачах электроразведки на переменном то-
ке), надо проводить измерения с интервалом порядка  сек.

Первые рассмотренные обратные задачи для уравнений электродинамики были связаны со
случаем, когда в полупространстве коэффициенты диэлектрической и магнитной проницаемо-
стей и проводимости среды зависят от одной переменной. Было показано, что все три коэффи-
циента могут быть однозначно найдены по электромагнитному полю, заданному на границе по-
лупространства. Затем была исследована линеаризованная постановка задачи об определении
этих коэффициентов как функций точки трехмерного пространства [6]–[10]. При этом линеари-
зация задачи была проведена в предположении, что искомые функции мало отличаются от соот-
ветствующих функций одной переменной. Было установлено, что информация, задаваемая о ре-
шении прямой задачи с точечными источниками типа диполей, пробегающими всю граничную
плоскость, однозначно определяет искомые функции. Выполнены первые численные расчеты,
связанные с ранней стадией процесса становления электрического тока [11].

В [12] изучена структура фундаментального решения задачи Коши для системы уравнений
электродинамики. Эта работа явилась важной вехой на пути изучения многомерных обратных
задач. Проведено исследование задачи об определении диэлектрической проницаемости и про-
водимости, зависящих от двух или трех пространственных переменных [13]–[17]. В этих работах
предполагалось, что магнитная проницаемость – постоянна, диэлектрическая проницаемость и
проводимость являются гладкими функциями и принимают постоянные значения вне заданной
ограниченной области, а внутри этой области они неизвестны. Источниками электромагнитных
волн являются внешние токи, которые сосредоточены в точке. Точка приложения источника –
параметр задачи, который меняется по границе заданной области. В качестве дополнительной
информации для решения задачи задается динамика волнового поля на границе области в
окрестности прихода фронта электромагнитной волны. Показано, что поставленные задачи мо-
гут быть сведены к хорошо известной задаче интегральной геометрии (томографии – на геодези-
ческих линиях), для которой есть теоремы существования, единственности и устойчивости ре-
шения, а также существуют устойчивые численные методы решения.

Изучены также задачи об определении ядра интегрального оператора, учитывающего диспер-
сию среды [19], [20] и бесфазовые обратные задачи об определении диэлектрической проницае-
мости по модулю вектора электрической или магнитной напряженностей стационарного элек-
тромагнитного поля [21]–[23]. Задачи об определении параметров анизотропной среды рассмот-
рены в работах [24]–[26].

Основным результатом настоящей работы является следующая теорема.

Теорема 1. Пусть матрица  и равна нулю вне , а функция  имеет вид
, в котором  – гладкая функция класса  и , , а  – функ-

ция Хевисайда:  для  и  для . Тогда информация (1.7) однозначно определяет
все элементы матрицы  в области .

Доказательство теоремы дано в разд. 3.

2. СТРУКТУРА КОМПОНЕНТЫ  РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (1.6)

Удобно вместо системы уравнений (1.6) рассматривать уравнение второго порядка для функ-
ции . С этой целью применим операцию  ко второму уравнению (1.6) и воспользу-
емся первым уравнением для исключения возникающего члена . Тогда получим уравнение

(2.1)

Вычисляя  с помощью первого уравнения (1.6), находим, что
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Из равенств (2.1), (2.2) и (1.6) следует, что функция  является решением задачи Коши:

(2.3)

в которой

(2.4)

Нас будет интересовать поведение  в окрестности волнового фронта ,
когда этот фронт пересекает область .

Теорема 2. Пусть для матрицы  и функции  выполнены условия теоремы 1. Тогда функция
 представима в виде

(2.5)
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 и , приводят к формулам

Тогда  вычисляется по формуле
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а функция  является решением задачи Коши

(2.12)

в которой

(2.13)
Решение залачи (2.11) находится по формуле (2.6). Решение задачи Коши (2.12) дается формулой
Кирхгофа

(2.14)

Из формул (2.8), (2.13) следует, что подынтегральная функция  при ,
поэтому аналогичным свойством обладает и решение задачи (2.12), а именно,  для

. Кроме того, из тех же формул (2.8), (2.13) и предположений теоремы следует, что
функция  непрерывна и ограничена как функция переменных  по абсолютной вели-
чине в области  при любом , следовательно,

Из формулы Кирхгофа тогда находим, что

Полагая здесь , , приходим к неравенству

Из этого неравенства следует, что функция  ограничена в области  при любом
 и, кроме того,

т.е.  является непрерывной при переходе через фронт .

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

В силу формулы (2.5) и равенства , верна формула

Поэтому функция  может быть вычислена по данным обратной задачи для , , и
всех , , а именно,

(3.1)

Рассмотрим ортогональную тройку единичных векторов , в которой
. Векторное равенство (2.6) эквивалентно трем скалярным:

(3.2)

(3.3)

� , , ν,( )x t jE

� � � �

<− Δ = , , ν, , = ,2
0( ) | 0tt tc x t jE A G E

� �, , ν, = , , ν, + Δα ,ν, θ + − ⋅ ν .2
0 0( ) ( ) ( ( )) ( ( )/ )x t j x t j c x j t t x cG G

�

�

ξ− ≤

ξ, − ξ − , ν,, , ν, = ξ.
ξ −π 2

( / )1( )
4 x ct

t x c j
x t j d

xc

G
E

� , , ν, =( ) 0x t jG ⋅ ν > + 0( )x c t t
� , , ν, =( ) 0x t jE
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� , , ν,( )x t jG ,x t

⋅ ν − ≤ ≤0( )/x c t t T > 0T
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�
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ξ −π 

0 0
2

( ( )/ / )( )| ( )|
4 x ct

t t c x cM Tx t j d
xc

E
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�

π π
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π   

2

0 02
0 0 0
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4

ct
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c
E

� , , ν,| ( )|x t jE ≤t T
> 0T

� , , ν, → → ⋅ ν − + , ⋅ ν → + − ,0 0( ) 0 при ( )/ 0 или ( ) 0x t j t x c t x c t tE
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�
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�
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x j x t x S kF
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(3.4)

Равенство (3.2) выражает факт ортогональности вектора  фронту волны. Равенства (3.3) и (3.4)
связывают интегральные характеристики матрицы  с теми значениями , которые вычисляют-
ся по формуле (3.1) для , , . Следствиями равенств (3.2) являются
следующие соотношения:

(3.5)

Для каждых фиксированных  и  левая часть равенства (3.5) известна, а правая часть
пропорциональна интегралу от  вдоль любой прямой, пересекающей  и имеющей направ-
ление .Варьируя , мы получаем, что в каждом сечении  плоскостью  известны
интегралы по всевозможным прямым, лежащим в этой плоскости. В результате мы приходим к
задаче рентгеновской томографии для . Известно, что эта задача решается однозначно. Су-
ществует обширная литература, посвященная методам ее решения, начиная с пионерской рабо-
ты Радона [27] (см. также книги [28]–[30] и цитированную в них литературу). Таким образом,
диагональные компоненты  матрицы  однозначно определяются задаваемой информа-
цией.

Пусть . Рассмотрим соотношение, следующее из равенства (3.4):

(3.6)

Равенство (3.6) можно представить в виде

(3.7)

в котором  ,  – отрезок прямой линии, лежащий в области , и вы-
ходящей из точки  в направлении вектора . В результате возни-
кает задача об определении формы первого порядка по интегралам вдоль всевозможных прямых,
лежащих в сечениях области  плоскостями . Более общая, чем эта задача, была рас-
смотрена в работе [31] для  мерного пространства. В этой работе был установлен следующий

факт: если для дифференцируемой формы первого порядка  известно, что ин-
тегралы от этой формы вдоль всевозможных геодезических линий некоторой простой римано-
вой метрики, соединяющих точки границы компактной области , равны нулю,
то  в области  для всех . Для трехмерного пространства это означает,
что вектор , , однозначно определяется в  интегралами от формы первого по-
рядка по всевозможным геодезическим римановой метрики. Применяя этот результат для част-
ного случая евклидовой метрики и сечений области  плоскостями , заключаем, что из
равенства (3.7) однозначно находится

(3.8)

∞

ϕ ϕα ,ν, ⋅ ν − − ν ⋅ ν .
ε  �e

0 0

ˆ'(0)
( ) [( ( )) ]

2
f

x j j x s ds
c
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�e α
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∞
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ε  �
0 0
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2
k k k k k

kk
f

x j j x s ds x S k
c
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ε� ( )kk x Ω

ν ϕ( )k ϕ Ω = constkx

ε� ( )kk x

ε� ( )kk x �e( )x

= 1k

∞

ϕ

+

α ,ν ϕ , ⋅ ν ϕ = ε − ν ϕ ϕ − ε − ν ϕ ϕ ,
ε

∈ ν ϕ , ϕ ∈ , π .

 � �

1 1 1 1 1
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0 0
1

ˆ'(0)
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2
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f
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c

x S

ϕ
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+
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ε

∈ ν ϕ , ϕ ∈ , π ,

 � �

1

1 1 1 1 1
12 3 13 2

0 ( )
1

ˆ'(0)
( ( ) ) ( ) [ ( ( )) ( ( )) ]

2

( ( )) [0 ]
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c

x S

ξ = ϕ,2 coss ξ = ϕ3 sins , ν1( )L x Ω
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Ω =1 constx
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i ii
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При  и , , приходим к соотношениям, аналогичным (3.7), а именно:

(3.9)

(3.10)

В равенстве (3.9)   , а в равенстве (3.10)  . В этих равен-
ствах  – отрезок прямой линии, лежащий в области , и выходящей из точки 
в направлении вектора , .

Опять, используя результаты [31], заключаем, что из равенства (3.9) однозначно находится

(3.11)

а из равенства (3.10) однозначно находится величина

(3.12)

Продифференцируем равенство (3.8) по , равенство (3.11) по , а равенство (3.12) по , сло-
жим первые два получившиеся равенства и вычтем третье. Тогда, учитывая симметричность мат-
рицы , приходим к равенству

(3.13)

Так как функция  равна нулю на границе области  вместе с производными до второго по-
рядка, равенство (3.13) однозначно определяет  в . Тогда из равенств (3.7) и (3.10) одно-
значно находятся в  функции  и .
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