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В работе рассмотрены особенности решения обратной задачи восстановления магнитной
восприимчивости с использованием полных тензорных магнитно-градиентных данных. Дан-
ная задача сводится к решению системы двух трехмерных интегральных уравнений Фред-
гольма I рода, одно из которых связывает магнитную восприимчивость ограниченного тела с
индуцированным им магнитным полем, другое – с полным тензором градиентов компонент
магнитной индукции. На серии модельных примеров продемонстрировано, что использова-
ние полного тензора градиентов компонент магнитной индукции существенным образом
улучшает качество восстанавливаемой функции, определяющей магнитную восприимчи-
вость. Библ. 23. Фиг. 1.
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ВВЕДЕНИЕ
Математические модели в магнитостатике, связывающие плотность магнитного момента

ограниченного тела и его магнитную индукцию, достаточно хорошо известны [1]–[4]. Менее из-
вестны математические модели магнитостатики, связывающие объемную (или поверхностную)
плотность магнитного момента тела с полным тензором градиентов компонент магнитной ин-
дукции (ГКМИ), измеряемым в некоторой удаленной от тела области [5]–[10]. Китайским
участником работы вместе со своими коллегами из Института геологии и геофизики Китайской
академии наук было установлено [11], [12], что тензор градиентов компонент магнитной индук-
ции в таких моделях обладает большей чувствительностью к тонкой структуре распределения
магнитного момента, чем сама магнитная индукция. Поэтому измерения тензора ГКМИ пред-
ставляются более перспективными для интерпретации магнитных полей с помощью решения
обратных задач.

Модели, включающие тензор ГКМИ, могут быть рассмотрены в различных вариантах: линей-
ных и нелинейных, непрерывных и дискретных, для двумерных и трехмерных магнитных полей.
Все эти модели порождают обратные задачи нахождения плотности магнитного момента по тен-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (коды проектов 19-51-53005 и 17-01-00159), Государственно-
го фонда естественных наук КНР (код проекта 11911530084) и Министерства науки и технологий КНР (код проекта
2018YFC0603500). Для тестовых вычислений использовалось оборудование Центра коллективного пользования
сверхвысокопроизводительными вычислительными ресурсами МГУ им. М.В. Ломоносова [22], [23].
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зору ГКМИ в различных постановках задачи. Одной из наиболее перспективных для интерпре-
тации постановок является следующая: необходимо обратить полные магнитно-градиентные
данные в трехмерной области с целью восстановления объемной намагниченности [13]. Подоб-
ная обратная задачи магнитостатики описывается операторным уравнением первого рода, кото-
рое в общем случае представляет собой некорректно поставленную задачу. Она может как иметь
неединственное решение, так и не иметь классического решения вообще. При этом она, как пра-
вило, неустойчива по отношению к ошибкам измерения входных данных (компонент тензора
ГКМИ). Эти трудности преодолеваются с помощью применения специальных методов решения
таких некорректно поставленных задач – регуляризирующих алгоритмов (РА). Важнейшим
классом регуляризирующих алгоритмов является семейство вариационных РА. Наиболее изве-
стен из них метод регуляризации Тихонова. Часто используется также обобщенный метод
невязки.

Основная особенность постановки задачи, рассмотренной в [13], заключается в том, что рас-
сматриваемая обратная задача является физически переопределенной. Классическая постанов-
ка задачи, заключающаяся в восстановлении магнитного момента тела по результатам измере-
ния индуцированного им поля на некотором удалении от этого тела, является определенной, так
как предполагает восстановление одной векторной функции по результатам измерений также
одной векторной функции. Либо, принимая во внимание факт, что каждая компонента вектор-
ной функции является скалярной функцией, требуется восстановить три скалярные функции по
результатам измерения трех скалярных функций (данная постановка приводит к системе из трех
уравнений с тремя неизвестными функциями). Используя же постановку, которая связывает
плотность магнитного момента тела с полным тензором ГКМИ, становится доступным допол-
нительное уравнение, которое связывает неизвестную векторную функцию с полным тензором
градиентов компонент магнитной индукции, что, с учетом физических ограничений, дает нам
дополнительные пять уравнений. В результате мы получаем физически переопределенную зада-
чу, заключающуюся в определении 3 неизвестных скалярных функций по результатам экспери-
ментальных измерений других 8 скалярных функций (подробности данной постановки рассмот-
рены в [13]).

Однако, если имеется априорная информация об индуцированном Землей магнитном поле в
области расположения исследуемого в задаче тела, обратную задачу поиска векторной функции
магнитного момента можно заменить на обратную задачу поиска скалярной функции магнитной
восприимчивости. В этом случае физическая переопределенность модели будет более высокой,
чем в модели, рассмотренной ранее [13]: будет требоваться найти 1 скалярную функцию по ре-
зультатам экспериментальных измерений 8 других скалярных функций.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Уравнение, определяющее магнитное поле , индуцированное объектом с распределением
намагниченности  и локализацией в области , имеет вид [14], [15]:

(1)

Здесь  – расстояние между точкой , в которой
расположен измеряющий поле  сенсор , и точкой  области , в которой располо-
жен магнитный источник с суммарным магнитным моментом на единицу объема вещества ;

 – оператор вычисления градиента по переменным с индексом .

Учтем отношение, связывающее намагниченность  области  c магнитной восприимчи-
востью  [15], [17]:

(2)

где  – индуцированное Землей магнитное поле.
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Исходя из предположения, что в области  индуцированное Землей магнитное поле  яв-
ляется постоянным, перепишем выражение (2) в виде

(3)

где  – единичный вектор, сонаправленный с постоянным индуцированным магнит-

ным полем ,  – величина этого поля.
Подставив (3) в (1), получим

(4)

Учтя, что , перепишем (4) в виде

(5)

Поменяв местами операторы  и , перепишем (5) и получим

Учитывая, что

получаем

Учитывая, что

получаем интегральное уравнение

с ядром , имеющим вид

Преобразовав  к виду

и переобозначив переменные как  и , мы можем записать вы-
ражения для компонент вектора  в следующем виде:
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Беря производные от  по пространственным переменным  и , мы мо-
жем получить следующие выражения для диагональных и недиагональных элементов тензора
градиентов компонент магнитной индукции :

Обратим внимание на то, что мы определили полный тензор градиентов компонент магнит-
ной индукции , который в отличие от индукции магнитного поля  (которая имеет
3 компоненты) имеет 9 компонент и может быть записан в следующей матричной форме:

где

что приводит к тому, что мы имеем 5 различных компонент матрицы тензора.
В результате мы приходим к системе из двух интегральных уравнений Фредгольма I рода:

(6)

где  и , а ядра интегральных уравнений  и  име-
ют вид
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2. МЕТОД РЕШЕНИЯ

Если мы предположим, что  и систе-
ма сенсорных плоскостей ограничена прямоугольным параллелепипедом 

, мы можем переписать систему (6) в следующем
операторном виде:

(7)

где  и . В случае только магнитных данных:

 и . В случае только градиентных данных:  и .
В дальнейшем соответствующие модели будем называть как MI + MGT, MI и MGT-модели.

Далее будем предполагать, что , , а оператор  с ядром  непрерывен и од-
нозначен. Норма правой части уравнения (7) вводится следующим образом:

Пусть вместо точно известных  и оператора  известны их приближенные значения  и 
такие, что , . При выписанных условиях задача является некор-
ректной, для ее решения необходимо построить регуляризирующий алгоритм. Воспользуемся
алгоритмом, основанным на минимизации функционала Тихонова

(8)

Для любого  существует единственная экстремаль функционала Тихонова , , ре-

ализующая минимум . Для выбора параметра регуляризации можно использовать алгоритм
конечномерного обобщенного принципа невязки [18]. При выборе параметра  по обоб-
щенному принципу невязки

 стремится при  к точному решению задачи в норме , а следовательно, и равномерно
на .

В качестве метода минимизации функционала Тихонова применяется метод сопряженных
градиентов.

3. ЧИСЛЕННЫЕ АСПЕКТЫ АЛГОРИТМА

После введения конечно-разностной аппроксимации и сеток в областях  и  приближенное
решение  (вектор, состоящий из сеточных значений функции ), которое реализует минимум
функционала (8), может быть найдено как решение системы

(9)

где R – конечно-разностная аппроксимация оператора R: , размерность матрицы A:
, матрицы R: , вектора : .

Для решения системы (9) мы будем использовать реализацию метода сопряженных градиен-
тов, предложенную в работе [20].
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Пусть  – минимизирующая последовательность, ,  – вспомогательные векторы,
,  – любая допустимая точка. Тогда формулы метода сопряженных градиентов для по-

иска решения  системы (9) могут быть записаны в виде

Необходимо отметить, что при проведении численных экспериментов мы определяем ,
 и используем номер итерации  в качестве параметра регуляризации. В этом случае кри-

терий прекращения итерационного процесса согласуется с погрешностью задания входных дан-
ных посредством условия [21]

( )sX ( )sp ( )sq
=(0) 0p (1)X
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α = 0
=(1) 0X s
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δ η− ≤ δ + χ .2

2

22( 1)s
h W
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Фиг. 1. Результаты вычислений: (a) модельное решение – функция , (б) восстановленное решение при
использовании MI-модели, (в) восстановленное решение при использовании MGT-модели, (г) восстановлен-
ное решение при использовании MI + MGT-модели.
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При численном решении системы (9) возможно эффективное применение многопроцессор-
ных систем, особенности работы с которыми указаны в [4], [19].

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ
С целью сравнения различных моделей (MI, MI + MGT и MGT-модели) была проведена симу-

ляция экспериментальных данных с относительной ошибкой  (как для MI-данных, так и
для MGT-данных). Тестовые данные моделировались в области 

  (что соответствует восстановлению распределения магнит-
ной восприимчивости на глубине ) с сеткой (Nx, Ny, Nz) = (80, 80, 1) и области

   с сеткой (Ns, Nt,
Nr) = (350, 20, 1). Модельная функция  представлена на фиг. 1a. Результаты вычислений с ис-
пользованием MI, MI + MGT и MGT-моделей представлены на фиг. 1б–г. Фиг. 1в демонстри-
рует, что MGT-модель дает результат с наилучшей детализацией решения.

Для тестовых вычислений использовалось оборудование Центра коллективного пользо-
вания сверхвысокопроизводительными вычислительными ресурсами МГУ им. М.В. Ломо-
носова [22], [23].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Использование полного тензора градиентов компонент магнитной инукции (ГКМИ) для

восстановления функции, определяющей магнитную восприимчивость, – важная задача в со-
временной геофизике. Результаты численных расчетов продемонстрировали, что модель, ис-
пользующая для решения поставленной обратной задачи полный тензор ГКМИ (MGT-модель),
дает наилучший результат при восстановлении деталей модельного решения. Использование же
полных магнито-градиентных данных (MI + MGT-модель) не дает никаких преимуществ в
качестве восстановления решения по сравнению с использованием только магнитных дан-
ных (MI-модель).
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