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1. ВВЕДЕНИЕ

1.1. Постановка задачи

В ограниченной области  рассмотрим уравнение

(1.1)

Предполагается, что область  содержит начало координат и разделена осью абсцисс и поло-
жительной осью ординат на части

(1.2)

и показатель  постоянен на каждой из частей. А именно,

(1.3)

Целью настоящей работы являются доказательство гёльдеровской непрерывности решений
уравнения (1.1) и получение неравенства Харнака для неотрицательных решений.

Для определения решения рассматриваемого уравнения введем пространство Соболева–Ор-
лича

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 19-01-00184).

( )p x p

( )p x

⊂ �
2D

( )−∇ ∇ = .( ) 2div 0p xu u

D

= ∩ < ,
= ∩ > , > , = ∩ : < , >

(1)
2

(2) (3)
1 2 1 2

{ : 0}

{ : 0 0} { 0 0}

D D x x

D D x x x D D x x x

p

= , = , , ,
< < < .

( )

3 2 1

( ) на 1 2 3
где 1

i
ip x p D i

p p p

,= ∈ : ∇ ∈ ,( )11 1( ) { ( ) ( )}p xW D u W D u L D

УДК 517.956.2



1330

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 8  2020

АЛХУТОВ, СУРНАЧЁВ

где  – соболевское пространство функций, суммируемых в  вместе с обобщенными про-
изводными первого порядка. Последовательность  сходится в  к функции

, если  в  и выполняется

Известно [3], [4], что для показателя, заданного (1.2), (1.3), гладкие функции плотны в :
для любой  найдется последовательность  так, что  в .

Под решением уравнения (1.1) будем понимать функцию  такую, что интегральное
тождество

(1.4)

выполнено для всех . Решения уравнения (1.1) будем называть -гармоническими
функциями.

1.2. История вопроса
Изучение задач с переменным показателем нелинейности было инициировано работами

В.В. Жикова [1], [2], где для интегральных функционалов с переменным показателем вида

(1.5)

был обнаружен эффект Лаврентьева, т.е. задача нахождения инфимума этого функционала по
естественному энергетическому пространству (соответствующему , снабженному гранич-
ным условием) и по множеству гладких функций из этого пространства приводит к различным
результатам. Пример Жикова [2] был основан на структуре типа шахматной доски, когда

 в  и  в .
Таким образом, возникает неоднозначность понятия решения, неоднозначность в способе

постановки краевой задачи. Возникает, по крайней мере, два типа решений – W-решения, соот-
ветствующие естественному энергетическому пространству, и H-решения, которые получаются
замыканием множества гладких функций в этом пространстве. Более того, W-решения и H-ре-
шения имеют различные свойства. В частности, для примера Жикова минимизант по всему есте-
ственному энергетическому пространству с нулевым условием на границе круга будет разрывен,
а минимизант того же функционала по замыканию гладких финитных функций в этом про-
странстве будет непрерывен по Гельдеру. Используя ту же конфигурацию показателя, можно
привести пример, когда W-решение задачи Дирихле в круге для эллиптического -лапласиана
с гладкой граничной функцией будет разрывно, а H-решение непрерывно.

В той же работе было отмечено, что в ситуации, когда граница раздела фаз имеет более про-
стую структуру,  в ,  в , эффект Лаврентьева отстутствует, гладкие
функции плотны в соответствующем соболевском пространстве и неоднозначность в определе-
ниии краевой задачи отсутствует. Естественно, в качестве линии раздела фаз здесь может быть
взята и достаточно гладкая гиперповерхность, лишь бы был ограниченный оператор продолже-
ния функции, определенной на подобласти, соответствующей большему значению показателя,
во всю область.

В работе [3] (см. также [4]) было найдено некоторое общее условие геометрического характе-
ра, гарантирующее плотность гладких функций в соболевском пространстве с переменным по-
казателем: для каждого  существуют положительные числа , , и вектор  такие,

что , , и  для всех , . Здесь 
обозначает шар радиуса  с центром в точке . Для случая кусочно-постоянного показателя,
принимающего два различных значения, где границей раздела фаз является гиперплоскость, это
условие выполнено, а в ситуации примера Жикова оно не выполнено (нарушается в окрестности
точки контакта четырех клеток).
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Интересным примером, когда условие из [3] выполняется, является следующий: плоскость
разделена тремя лучами, выходящими из начала координат, на три сектора , и в каждом из этих
секторов показатель принимает постоянное значение . Если , то в качестве 
можно выбрать сектор, являющийся пересечением сектора  и полуплоскости, которая отделя-
ется прямой, являющейся продолжением границы между  и , лежащей с той же стороны от
этой прямой, что и сектор . Конфигурация, рассматриваемая в настоящей работе, относится
как раз к такому типу.

В работе [5] В.В. Жиков нашел аналитическое условие на показатель суммируемости (лога-
рифмическое условие),

обеспечивающее отсутствие эффекта Лаврентьева, это условие было несколько уточнено в [6].
С современным состоянием науки в области интегральных функционалов и уравнений с пере-
менным показателем нелинейности и связанных вопросов теории функций читатель может
ознакомиться по обзорной статье В.В. Жикова [7], ее переводной версии [8], книгам [9]–[12].

В работе [13] было установлено свойство гёльдеровости -гармонических функций при вы-
полнении логарифмического условия на показатель . В работе [14] было показано, что для гёль-
деровской непрерывности -гармонической функции в точке  достаточно выполнения ло-
гарифмического условия лишь в этой точке (то есть , ,

), в работе [16] была показана непрерывность -гармонических функций в точке
при ослабленном логарифмическом условии.

В работе [17] были рассмотрены локальные минимизанты функционала (1.5), где , в обла-
сти , где  в ,  в ,

 имеет непустое пересечение с гиперплоскостью . Эти локальные минимизанты яв-
ляются -гармоническими функциями. Было показано, что они непрерывны по Гёльдеру в .
В [15] это свойство было обобщено на случай показателя , удовлетворяющего логарифмическо-
му условию лишь в точке . При этом условии была показана гёльдеровская непрерывность

- и W-решений в точке . В работе [18] для показателя из [17] было получено неравенство типа
Харнака и показано отсутствие неравенства Харнака в классической форме. В [19] этот результат
был обобщен на показатель, который в  и  удовлетворяет логарифмиче-
скому условию, и  для всех , а в [20] аналогичные
утверждения были получены в ситуации, когда логарифмическое условие выполнено лишь в
рассматриваемой точке .

До настоящего времени исследования в области регулярности решений эллиптических и па-
раболических уравнений велись либо для случая непрерывного показателя  (с логарифмиче-
ским модулем непрерывности или достаточно близким к таковому), или для двухфазного случая,
где граница раздела фаз достаточно гладкая.

Более сложные геометрические конфигурации не исследовались, несмотря на то, что они
представляют очевидный интерес для приложений. Настоящая работа является первым шагом в
этой области.

1.3. Основные результаты

Введем нужные для формулировки основных теорем обозначения. Через  будем обозначать
открытый квадрат с вершинами в точках , , , . Также для  положим

, . Пусть  – треугольник с вершинами в точках , ,
.

Основные результаты настоящей работы содержатся в следующих двух теоремах.
Теорема 1. Пусть  – неотрицательное ограниченное решение уравнения (1.1) в . Тогда

(1.6)

где  – положительная постоянная, зависящая только от величин , , .

iA
> 1ip < <3 2 1p p p ( )C x

1A
3A 2A

2A

− −− ≤ − − ≤1 1( ) ( ) (ln ) , 1/2,p x p y k x y x y

( )p x
p

( )p x 0x
− −− ≤ − 1 1

0 0( ) ( ) (ln )p x p x k x x ∈ ⊂0x
rx B D

∈ ,(0 1/2)r ( )p x

≡ 0b
⊂ �

nD = 1( )p x p −= , : ∈ , >�
1{ ( ' ) ' 0}n

n nx x x x x = 2( )p x p −= , : ∈ , <�
1{ ( ' ) ' 0}n

n nx x x x x
D Σ = ={ 0}nx

( )p x D
p

∈ Σ0x
H 0x

∩ >{ 0}nD x ∩ <{ 0}nD x
, − ≥ ,( ' ) ( ' )n np x x p x x = , ⊂ ∩ >( ' ) { 0}n nx x x D x

∈ Σ0x

⋅( )p

RQ
,( 0)R ,(0 )R − ,( 0)R , −(0 )R = , ,1 2 3i

= ∩( ) ( )i i
R RQ Q D =�

(3)\R R RQ Q Q −
RT , −(0 )R , −( /2 /2)R R

− ,( /2 /2)R R

u 4RQ

−
≤ +

2
2

ess sup ess inf ( ),
R

R
Q

T

u C u R

C 1p 2p 3p



1332

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 8  2020

АЛХУТОВ, СУРНАЧЁВ

Из этого утверждения вытекает гёльдеровская непрерывность решений рассматриваемого
уравнения.

Теорема 2. Любое ограниченное решение уравнения (1.1) в  непрерывно по Гёльдеру в области .
В работах [18], [19] показано, что даже в случае двухфазного показателя из [17], что соответ-

ствует , неравенство Харнака в классической форме невозможно, в частности, в не-
равенстве (1.6) нельзя  заменить на , и нельзя убрать дополнительное слагаемое  в правой
части.

Используя те же методы, что и при доказательстве теоремы 1, можно показать, что решения
уравнения (1.1) будут локально ограниченными.

Далее через  будем обозначать различные положительные величины, которые зависят
только от , , . Для измеримого множества  и  обозначим

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

В этом разделе мы докажем теорему 1. Далее полагаем, что , ,  – неотри-
цательное решение уравнения (1.1),  в , и .

2.1. Оценки степеней решения

Пусть , , . Выбирая в интегральном тождестве (1.4) пробную
функцию , где , будем иметь

(2.1)

Так как , то

и из (2.1) следует

(2.2)

Для  обозначим , для функции  обозначаем . Положим

и, предполагая, что  не пусто, возьмем в (1.4) пробную функцию

где постоянная  будет уточнена позже. Используя соотношение  в ,
найдем

(2.3)

Оценим подынтегральные выражения в правой части (2.3) по наравенству Юнга, воспользу-
емся определением  и тем, что . Для  по неравенству Юнга имеем

(2.4)
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и

(2.5)
Учитывая соотношения (2.4), (2.5) в (2.3) и выбор срезающей функции , после соответству-

ющего выбора  и  найдем

(2.6)

Выберем постоянную , положив

По неравенству Юнга получаем

Аналогично, поскольку , то

Поэтому умножая (2.6) на  получаем

(2.7)

Или, так как

для , то оценку (2.7) можно переписать в виде

(2.8)

Из (2.2) по определению  и  имеем

Подставляя эту оценку в (2.8), получаем

(2.9)

Положим

В силу определения  и оценки (2.2) получаем
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а из (2.9) находим

Так как  в , вновь по неравенству (2.2) получаем

Складывая последние оценки, приходим к неравенству

(2.10)

На последнем шаге сделаем непрерывное кусочно-линейное преобразование из  в  с
помощью симметричного переноса вдоль биссектрисы третьего квадранта относительно коор-
динатных осей. А именно, сопоставим каждой точке  точку , симметричную
точке  относительно точки пересечения прямой, проходящей через точку  параллельно бис-
сектрисе квадранта , с границей этого квадранта. Если точка  имеет координаты

, то координаты  точки  задаются по правилу

Это преобразование является липшицевым с якобианом, равным минус единице всюду, кроме
прямой . Образ  множества  есть четырехугольник с вершинами в точках

, , , , следовательно, .

Продолжим функцию  из  в : для  положим .
Рассмотрим теперь множество
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 в , получим

(2.11)
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и, пользуясь выбором срезающей функции и условием на показатель , после выбора постоян-
ных , где , из (2.11) найдем

После домножения этого неравенства на  и применения неравенства Юнга придем к оценке

(2.12)

Введем функцию , положив

и прибавим к обеим частям неравенства (2.12) интеграл

В результате будем иметь

По определению  найдем отсюда

(2.13)

Определим функцию

Из оценки (2.10), в которой положим , получаем

(2.14)

Подставляя (2.14) в (2.13), имеем
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Совмещая эту оценку с (2.10), приходим к неравенству
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где
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2.2. Мозеровская итерация

Пусть . Так как  и , неравенство (2.16) влечет

откуда

(2.18)

Будем использовать неравенство Соболева в форме (напомним, что )

(2.19)

для .

Из (2.18), где  и неравенства (2.19), в котором , имеем

(2.20)

Пусть . Для  определим . В оценке (2.20) выберем

, ,  такую, что  в , , .
Положим

Отметим, что норма матрицы Якоби отображения , индуцированная стандартной евкли-
довой нормой в , не превосходит . Поэтому из (2.17) получаем  и 
вне носителя . Теперь из (2.20) получим

Итерируя это неравенство, с учетом того, что

получим

или же

(2.21)

2.3. Логарифмические оценки

Возьмем теперь . Тогда оценка (2.16) принимает вид
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Через  будем обозначать открытый квадрат, который получается из  параллельным перено-
сом его центра в точку . Пусть . Выбирая в (2.22) функцию  такую, что 
в , , , будем иметь

(2.23)

По неравенству Пуанкаре, отсюда получим

(2.24)

Из (2.24) по лемме Джона–Ниренберга (или из оценки (2.23) по теореме 7.21 из [21]) найдется та-
кое , что

(2.25)

2.4. Завершение доказательства

Совмещая оценки (2.25) и (2.21) для , пользуясь тем, что  в , и классическим
неравенством Харнака для -лапласиана с постоянным показателем  в  (см. [22]), имеем

что влечет требуемое утверждение. Теорема 1 доказана.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2
Из результатов [17] следует, что решение уравнения (1.1) непрерывно по Гёльдеру всюду в  с

универсальным показателем Гёльдера всюду, кроме начала координат. Докажем, что ограничен-
ное решение уравнения (1.1) непрерывно по Гёльдеру в начале координат. Отсюда будет выте-
кать и гёльдеровская непрерывность решения во всей области .

Пусть  – ограниченное решение уравнения (1.1) в ,  и

Пользуясь теоремой 1 для  и , получаем

где , не ограничивая общности, можно считать, что . Складывая эти неравенства,
будем иметь

откуда в силу неотрицательности величины  приходим к оценке уменьшения осцилля-
ции

Отсюда следует, что решение непрерывно по Гёльдеру в начале координат. Теорема 2 доказана.
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В этой работе впервые исследован вопрос о неравенстве Харнака и гёльдеровской непрерыв-

ности для решений эллиптического -лапласиана с трехфазным кусочно-постоянным пока-
зателем  в плоской области со стыком фаз в одной точке в случае, когда границей раздела фаз
являются три луча, исходящие из начала координат. Ранее подобные результаты были известны,
только когда показатель  является двухфазным и границей раздела фаз является прямая (или
гиперплоскость в пространствах большей размерности). Полученный в настоящей работе ре-
зультат непосредственно обобщается на многомерный случай, когда пространство разделено на
три части: вначале гиперплоскостью, а затем одно из полупространств разделено гиперплоско-
стью, перпендикулярной первой.

Конфигурация (1.3), где  заданы (1.2), выбрана для простоты изложения. В качестве 
можно взять секторы, разделяемые тремя лучами, выходящими из начала координат. В этом слу-
чае общая схема рассуждений останется той же, изменится лишь метод продолжения функции
(операции ,  в доказательстве теоремы 1).
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