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1. ВВЕДЕНИЕ
Теоретические методы и приложения различных локальных и нелокальных краевых задач для

дифференциальных уравнений в частных производных смешанного типа широко исследованы
многими исследователями (см. [1]–[3] и библиографию в них). В частности, были изучены раз-
личные нелокальные краевые задачи для уравнений гиперболически-параболического типа и
численные методы для приближенных решений этих задач (см. [4]–[8] и библиографию в них).

Дифференциальные уравнения с неизвестными параметрами играют важную роль в различ-
ных областях науки и техники. По этой причине такого рода уравнения были широко изучены в
ряде публикаций (см. [9]–[32] и библиографию в них). Однако теория задач идентификации для
уравнений смешанного типа еще не получила должного внимания.

Основной целью данной работы является исследование задачи идентификации для уравне-
ния смешанного телеграфного-параболического типа с неизвестным параметром, зависящим от
пространственных переменных. Хорошо известно, что различные краевые задачи для телеграф-
ных-параболических уравнений с параметром приводятся к следующей краевой задаче для теле-
графного-параболического уравнения с неизвестным параметром  в гильбертовом простран-
стве  с самосопряженным положительно-определенным оператором :

(1.1)
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где ,  и . Здесь  и  обозначают

Пара  есть решение обратной задачи (1.1), если выполнены следующие условия:
1)  для ,  и функция  непрерывна на отрезке . Здесь 

обозначает область определения оператора ;
2)  дважды непрерывно дифференцируема на отрезке  и непрерывно дифференцируе-

ма на отрезке . Производные в конечных точках отрезков понимаются как соответствую-
щие односторонние производные;

3)  удовлетворяет уравнениям и краевыем условиям (1.1).
Решение задачи (1.1), определенное таким образом, с этого момента будет означать решение

задачи (1.1) в пространстве . Здесь  обозначает пространство непре-
рывных на  функций со значением в  и нормой

Заметим, что задача (1.1) в случае  была ранее рассмотрена авторами. Корректность этой
задачи в случае  была установлена в работе [33]. Разностные схемы первого и второго по-
рядка для приближенного решения краевой задачи (1.1) в случае  были построены и изуче-
ны в работах [34] и [35] соответственно. Алгоритмы численного решения этих разностных схем
были обсуждены в работах [36], [37].

В настоящей работе доказывается основная теорема об устойчивости решения задачи (1.1) в
пространстве . Результат этой теоремы в приложениях позволяет получить оценки
устойчивости для решений четырех задач идентификации для телеграфных-параболических
уравнений с неизвестным источником, зависящим от пространственных переменных.

Чтобы сформулировать результаты, введем оператор . Нетрудно заметить, что

оператор  является самосопряженным положительно-определенным в пространстве , если

. В настоящей работе мы предполагаем, что

Пусть  является косинус оператор-функцией, определенной по формуле:

Тогда из определения синус оператор-функции 

следует, что

Теорию косинус оператор-функции, см. [38], [39]. Прежде всего приведем леммы, необходимые
в дальнейшем.

Лемма 1. Имеют место следующие оценки:
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(1.4)

Доказательство этих оценок основывается на спектральном разложении самосопряженного
положительно-определенного оператора в гильбертовом пространстве.

Лемма 2. Оператор

имеет ограниченный обратный оператор:

для которого верна следующая оценка:

(1.5)

Доказательство. Используя свойства положительной определенности и самосопряженности
оператора , имеем

(1.6)

Доказательство оценки (1.5) следует из неравенства (1.6). Лемма 2 доказана.
Лемма 3. Оператор

имеет ограниченный обратный оператор:

для которого имеет место следующая оценка:

(1.7)

Доказательство. Используя , , определения для  и , свойства положи-

тельной определенности и самосопряженности оператора , имеем

Этот результат позволяет получить неравенство (1.7). Лемма 3 доказана.
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2. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА

Докажем основную теорему о непрерывной зависимости решения задачи (1.1) от начальных
данных.

Теорема 1. Предположим, что , ,  непрерывно дифференцируема на отрезке
[0, 1] и  непрерывно дифференцируема на отрезке [–1, 0]. Тогда для решения  задачи (1.1) в

 имеют место следующие неравенства:

(2.1)

(2.2)

где  не зависит от , ,  и .
Доказательство. Решение задачи (1.1) имеет вид

(2.3)

где  является решением следующей нелокальной краевой задачи:

(2.4)

для дифференциального уравнения с самосопряженным положительно-определенным операто-
ром  в гильбертовом пространстве . Сначала получим решение нелокальной краевой за-
дачи (2.4). Известно, что при гладких начальных данных следующие краевые задачи:

имеют единственные решения (см. [38], [40])

(2.5)

(2.6)

соответственно. Используя (2.5), мы получаем  и . Тогда подставив эти результаты в (2.6),
имеем

(2.7)
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В случае , используя (2.5) и условие , получаем

Из леммы 2 следует существование оператора  и, следовательно, имеет место равен-
ство

(2.8)

В случае , используя (2.7) и условие , имеем

Из леммы 3 следует существование оператора  и поэтому имеет

место следующее равенство:

(2.9)

Таким образом, для решения нелокальной краевой задачи (2.4) имеем равенства (2.5) и (2.7),
где  определена формулой (2.8), когда , и формулой (2.9), когда . Тогда, ис-
пользуя (2.3) и равенство

(2.10)
получаем решение задачи (1.1).

Теперь докажем неравенство (2.1). Если , используя формулу (2.8) и оценки (1.4),
(1.5), получаем

(2.11)

При , используя равенство (2.9) и оценки (1.2), (1.4), (1.7), имеем

(2.12)

Используя формулу (2.5) и оценки (1.4), получаем следующее неравенство:

(2.13)

Наконец, используя формулу (2.7) и оценки (1.2), (1.4), имеем

(2.14)

Объединяя оценки (2.11)–(2.14), получаем следующую оценку устойчивости:

Этот результат позволяет получить оценку (2.1), используя неравенство треугольника и фор-
мулы (2.3), (2.10).
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Теперь перейдем к получению оценки (2.2). При , интегрирование по частям в ра-
венстве (2.8) дает формулу

Используя эту формулу и оценки (1.4), (1.5), получаем

(2.15)

Если , то интегрирование по частям в равенстве (2.9) позволяет нам получить

Используя эту формулу и оценки (1.2)–(1.4), (1.7), имеем

(2.16)

Используя интегрирование по частям в равенстве (2.5), получаем

Этот результат и оценки (1.4) дают следующее неравенство:

(2.17)

Аналогичным образом интегрирование по частям в равенстве (2.7) дает равенство

(2.18)

Используя эту формулу и оценки (1.2)–(1.4), получаем

(2.19)

Принимая во внимание неравенства (2.15)–(2.17) и (2.19), получаем

(2.20)

Дифференцируя равенство (2.18), имеем

− < λ ≤1 0

λ
− +λ − − +λ − λ−τ

−
−

 
= − λ − − − τ τ + ϕ − ψ . 

  
v

(1 ) 1 (1 ) ( )
1

1

( ) ( ) ( 1) '( )A A AA I e g e g e g d A A

− − ≤ ≤
 ≤ δ,λ ϕ + ψ + + . v 1 4 1 0

( ) max '( ) (0)H H H H Ht
A M A A g t g

< λ ≤0 1

( )
−α− λ −

−
 α = − λ + − λ ×    

v

1
2

1 ( ) ( )
2

AA I e e c A s

λα α− λ − λ−τ−   α × λ − λ − λ − τ τ + τ τ + ϕ − ψ +       


( )1 2 2

0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) '( )
2

AG f e c f e c f f d A A

( ) ( )( )α− λ − τ

−

  α α+ λ + λ − λ + − λ − + τ τ .      

0

2

1

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( 1) '( )
2 2

A Ae c s g c A s e g e g d

− ≤ ≤ − ≤ ≤
 ≤ δ ϕ + ψ + + + + . v 1 5 0 1 1 0

( ) max '( ) max '( ) (0) (0)H H H H HHt t
A M A A f t g t g f

− + − + − −τ
−

−

= + − − − τ τ, − ≤ ≤ .v v
( 1) ( 1) ( )

1
1

( ) ( ) ( 1) '( ) 1 0
t

t A t A t AA t e A g t e g e g d t

− − ≤ ≤
≤ + + , − ≤ ≤ .v v 1 1 0

( ) 3 max '( ) 2 (0) 1 0H H H Ht
A t A g t g t

( )α− − − − τ
−

−

 α= + + − − − τ τ + 
  

v v

0
12

1
1

( ) ( ) ( ) (0) ( 1) '( )
2

t A A At e c t s t A Ae g e g e g d

α− − − τ
−

−

 
+ − + − + τ τ + 

  
v

0
2

1
1

( ) ( 1) '( )
t A A Ae s t Ae e g e g d

( )α α− − −τ−  α+ − − − τ τ + τ τ , ≤ ≤ . 
  


( )1 2 2

0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) '( ) 0 1
2

t
t t

G f t e c t f e c t f f d t

− ≤ ≤ − ≤ ≤
 ≤ δ + + + + , ≤ ≤ . v v6 1 0 1 1 0

( ) ( ) max '( ) max '( ) (0) (0) 0 1H H H H HHt t
A t M A f t g t g f t

≤ ≤ − ≤ ≤
 ≤ δ,λ ϕ + ψ + + + + . v 7( ) 0 1 1 0

( ) max '( ) max '( ) (0) (0)C H H H H H HHt t
A M A A f t g t g f

( )α α− −− − τ
−

−

  α= − + − − − τ τ + − × 
  

v v

0
2 2

1
1

'( ) ( ) (0) ( 1) '( ) ( ) ( )
2

t tA A At e s t Ae g e g e g d e c t s t



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 8  2020

ПРОБЛЕМА ИДЕНТИФИКАЦИИ 1345

Используя эту формулу и оценки (1.2)–(1.4), (2.15), (2.16), получаем

(2.21)

Наконец, используя оценки (2.20) и (2.21), формулы (2.3) и (2.10) и неравенство треугольника
в (1.1), завершим доказательство оценки (2.2). Теорема 1 доказана.

3. ПРИЛОЖЕНИЯ
Обсудим несколько приложений основного результата. Рассмотрим четыре задачи иденти-

фикации для телеграфных-параболических уравнений с неизвестным источником, зависящим
от пространственных переменных. Результат теоремы 1 позволяет получить оценки устойчиво-
сти для решений этих задач.

Во-первых, рассмотрим следующую нелокальную краевую задачу для телеграфного-парабо-
лического уравнения:

(3.1)

При соответствующих условиях согласования задача (3.1) имеет единственное гладкое решение
 для заданных гладких функций , , , , , ,

, , , , ,  и положительных постоянных , . Это поз-
воляет привести нелокальную краевую задачу (3.1) к абстрактой краевой задаче (1.1) в гильберто-
вом пространстве  с самосопряженным положительно-определенным оператором ,
определенным по формуле

(3.2)

с областью определения

Теорема 2. Для решения задачи (3.1) имеют место следующие оценки устойчивости:

где  не зависит от , ,  и .

Здесь  обозначает пространство Соболева, состоящее из всех функций f, определен-
ных на отрезке , так что  и  из , с нормой
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Доказательство теоремы 2 основывается на теореме 1 и свойствах пространственного опера-

тора , определенного по формуле (3.2).

Во-вторых, рассмотрим следующую краевую задачу для одномерного линейного дифферен-
циального уравнения гиперболически-параболического типа с инволюцией:

(3.3)

Предположим, что ,  и . При соответствующих усло-
виях согласования задача (3.3) имеет единственное гладкое решение  для заданных
гладких функций , , , , , , , , , ,

 и постоянных , . Это позволяет привести краевую задачу (3.3) к абстрактной
краевой задаче (1.1) в гильбертовом пространстве  с самосопряженным положитель-

но-определенным оператором , определенным по формуле

(3.4)

с областью определения

Теорема 3. Для решения задачи (3.3) имеют место следующие оценки устойчивости:
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есть ограниченная открытая область с границей . Пусть . В области  рас-
смотрим следующую краевую задачу для многомерного телеграфного-параболического уравне-
ния:

(3.5)

с граничным условием Дирихле. Обозначим через  гильбертово пространство квадратично-
интегрируемых функций  на  с нормой

При соответствующих условиях согласования задача (3.5) имеет единственное гладкое решение
 для заданных гладких функций , , , ,  и постоянных

, . Это позволяет привести задачу (3.5) к абстрактной краевой задаче (1.1) в гильберто-
вом пространстве  с самосопряженным положительно-определенным оператором ,
определенным по формуле

(3.6)

с областью определения

Теорема 4. Для решения задачи (3.5) имеют место следующие оценки устойчивости:

где  не зависит от , ,  и .

Здесь и далее  будет обозначать пространство Соболева, состоящее из всех функций f,
определенных на , так что  и все производные второго порядка , , интегрируемы
в , с нормой

Доказательство теоремы 4 основывается на теореме 1, свойствах пространственного операто-
ра , определенного по формуле (3.6) и следующей теореме о неравенстве коэрцитивности для
решения эллиптической задачи в .

Теорема 5. Для решения эллиптической задачи (см. [41])
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выполняется следующее неравенство коэрцитивности:

где  не зависит от .
В-четвертых, в области  рассмотрим следующую краевую задачу для многомерного

телеграфного-параболического уравнения:

(3.7)

с граничным условием Неймана. Здесь  обозначает вектор нормали к . При соответствующих
условиях согласования задача (3.7) имеет единственное гладкое решение  для задан-
ных гладких функций , , , ,  и постоянных , . Это поз-
воляет привести задачу (3.7) к абстрактной краевой задаче (1.1) в гильбертовом пространстве

 с самосопряженным положительно-определенным оператором , определенным по
формуле (3.6) с областью определения:

Теорема 6. Для решения задачи (3.7) имеют место следующие оценки устойчивости:
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Доказательство теоремы 6 основывается на теореме 1, свойствах пространственного операто-

ра , определенного по формуле (3.6), и следующей теореме о неравенстве коэрцитивности для
решения эллиптической задачи в .

Теорема 7. Для решения эллиптической задачи (см. [41])
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе установлена корректность краевой задачи (1.1). В приложениях были по-

лучены оценки устойчивости для решений четырех задач идентификации для телеграфных-па-
раболических уравнений с неизвестным источником, зависящим от пространственных перемен-
ных.
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