
1383

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, 2020, том 60, № 8, с. 1383–1393

ДИНАМИКА МНОЖЕСТВА КВАНТОВЫХ СОСТОЯНИЙ, 
ПОРОЖДАЕМАЯ НЕЛИНЕЙНЫМ УРАВНЕНИЕМ

ЛИУВИЛЛЯ–ФОН НЕЙМАНА
© 2020 г.   А. Д. Грехнева1,*, В. Ж. Сакбаев2,3,4,5,**

1 140180 Жуковский, М.о., ул. Гарнаева, 2а, ЛИИ им. Громова, Россия
2 141701 Долгопрудный, М.о., Институтский пер., 9, МФТИ, Россия
3 119991 Москва, ул. Губкина, 8, МИ им. В.А. Стеклова РАН, Россия

4 117997 Нижний Новгород, пр-т Гагарина, 23, ИО ННГУ им. Н.И. Лобачевского, Россия
5 117997 Уфа, ул. Чернышевского, 36, ИМВЦ УФИЦ РАН, Россия

*e-mail: alice-prohorses@yandex.ru
**e-mail:fumi2002@mail.ru

Поступила в редакцию 07.11.2019 г.
Переработанный вариант 01.12.2019 г.
Принята к публикации 09.04.2020 г.

Исследована модель описания динамики совокупности квантовых состояний, порождаемой
нелинейным уравнением Шрёдингера. В работе [1] исследована связь явления разрушения
решения с явлением самофокусировки и явлением перехода из чистого состояния квантовой
системы в смешанное. В связи с этим становится естественной постановка вопроса о дина-
мике, порождаемой нелинейным уравнением Шрёдингера в множестве смешанных кванто-
вых состояний. Динамику смешанных квантовых состояний описывает соответствующее не-
линейному уравнению Шрёдингера уравнение Лиувилля–фон Неймана, для которого полу-
чены условия глобального существования единственного решения задачи Коши и условия
разрушения решения. Библ. 19.
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тастрофа, регуляризация.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В настоящей работе исследована эволюция множества квантовых состояний, порождаемая

нелинейным уравнением Шрёдингера (НУШ) со степенной зависимостью потенциала от плот-
ности вероятности состояния в координатном пространстве

(1.1)

(1.2)

Здесь , ,  – оператор Лапласа в пространстве , областью определения которого

является пространство , состоящее из функций пространства Соболева , удовлетво-
ряющих однородным граничным условиям Дирихле , . В работе [1] было пока-
зано, что для малых показателей нелинейности  задача Коши (1.1), (1.2) порождает не-
прерывную группу , , нелинейных преобразований пространства начальных данных

, сохраняющих -норму решения и значение функционала энергии
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на векторах , . Если же , то будет показано, что найдутся начальные дан-
ные (1.2), при которых решение задачи Коши допускает явление самофокусировки за конечное
время, которое сопровождается явлением градиентного взрыва решения.

Нелинейное уравнение Шрёдингера интенсивно изучалось в связи с математическим обосно-
ванием явления самофокусировки волн в нелинейной оптической среде (см. [2]). Нелинейное
уравнение Шрёдингера изучалось в -мерном евклидовом пространстве и его областях, изуча-
лись различные виды нелинейной зависимости потенциала взаимодействия от неизвестной вол-
новой функции (см. [3]–[7]).

Как показано в работах [3]–[6], задача Коши для нелинейного уравнения Шрёдингера со сте-
пенной зависимостью нелинейного потенциала от неизвестной функции может либо иметь
единственное глобальное решение, либо иметь локальное решение, допускающее разрушение
при приближении к границе промежутка существования решения. В первом случае задача Коши
определяет однопараметрическую группу преобразований пространства начальных условий, во
втором случае промежуток существования решения задачи Коши зависит от начального усло-
вия, причем длина промежутка существования может принимать любое положительное значе-
ние в зависимости от выбора начального условия (см. [1], [4]–[6]).

В работах [8], [9] предложена процедура регуляризации задачи Коши, позволяющая аппрок-
симировать задачу Коши, допускающую явление разрушения решения, направленным семей-
ством задач Коши. Регуляризацией задачи Коши называется такое топологическое пространство
начально-краевых задач, в котором исследуемая задача Коши является предельной точкой (см.
[9]). Для изучения задачи Коши с полиномиальной нелинейностью в качестве регуляризации
рассматривается однопараметрическое семейство задач Коши для нелинейных уравнений Шрё-
дингера, в каждой из которых нелинейный гамильтониан является полуограниченным нелиней-
ным оператором (что обеспечивает глобальную разрешимость регуляризованной задачи Коши в
соответствующем энергетическому функционалу пространстве). При этом направленное семей-
ство графиков регуляризованных операторов Шрёдингера сходится к графику гамильтониана
исследуемой задачи Коши на всюду плотной общей области определения этих нелинейных опе-
раторов. В работах [1], [8] исследованы аппроксимации исходного уравнения Шрёдингера (1.1)
его энергетическими регуляризациями, задаваемыми направленным множеством полуограни-
ченных снизу функционалов энергии

В работах [1], [8] установлено, что направленное множество решений задач Коши для регуля-
ризованных уравнений Шрёдингера сходится к решению задачи Коши (1.1), (1.2) на всем проме-
жутке существования решения последней. На промежутках, содержащих граничные точки про-
межутка существования решения задачи (1.1), (1.2), установлена расходимость последовательно-
сти регуляризованных решений; за пределами промежутка существования решения задачи
Коши (1.1), (1.2), направленное множество решений задач Коши для уравнения Шрёдингера с
регуляризованным оператором имеет предельное множество в пространстве  квантовых
состояний, снабженном -слабой топологией. Наделение множества регуляризованных задач
структурой измеримого пространства с мерой позволяет определить однопараметрическое се-
мейство мер на множестве векторных квантовых состояний, т.е. однопараметрическое семей-
ство смешанных квантовых состояний.

В связи с этим рассматривается задача Коши для уравнения Лиувилля–фон Неймана

(1.3)

(1.4)

где  – множество квантовых состояний, определяемое как пересечение единичной сферы с
конусом положительных элементов пространства  линейных непрерывных функциона-
лов на банаховой алгебре ограниченных линейных операторов . Здесь  – отображение не-
которого множества  из пространства квантовых состояний  в множество линейных
операторов в пространстве , сопоставляющее каждому состоянию  оператор  умно-
жения на функцию, зависящую от состояния . Если в нелинейном уравнении Шрёдингера (1.1)
потенциал  является оператором умножения на функцию , где ,
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, то в нелинейном уравнении Лиувилля–фон Неймана (1.3) потенциал  есть опера-
тор умножения на функцию , где

при условии, что квантовое состояние задается оператором плотности  с набором

собственных значений , и ОНБ из собственных векторов . Здесь и далее через  обо-
значается одномерный ортогональный проектор на линейную оболочку вектора .

Таким образом, по задаче Коши для НУШ можно задать однопараметрическое семейство
преобразований множества квантовых состояний  в себя, являющееся продолжением пре-
образования, сопоставляющего каждому начальному условию задачи Коши (1.1), (1.2) ее реше-
ние. При таком продолжении чистое состояние преобразуется в смешанное при переходе через
момент градиентного взрыва. Ставится задача распространить семейство динамических преоб-
разований с множества векторных состояний на множество смешанных состояний и опреде-
лить, при каких условиях это продолженное семейство преобразований является полугруппой, а
также определить связь продолженного преобразования с решением задачи Коши для уравнения
Лиувиля–фон Неймана (1.3), (1.4).

Заметим, что изучение динамических систем, порождаемых гамильтонианами на бесконеч-
номерном фазовом пространстве, к которым относится в том числе и уравнение Шрёдингера
(см. [10]), приводит к изучению не только векторных, но и общих состояний (т.е. неотрицатель-
ных линейных нормированных функционалов) на алгебре ограниченных линейных операторов
и различных ее подалгебрах (см. [11], [12]).

В настоящей работе дано определение соболевского нормального квантового состояния как
смеси векторных квантовых состояний, определяемых векторами из пространства Соболева. Да-
но определение соболевского решения задачи Коши для уравнения Лиувилля–фон Неймана
(1.3), (1.4). Предложен метод исследования нелинейного уравнения Лиувилля–фон Неймана,
основанный на его сведении к нелинейному уравнению Шрёдингера в расширенном гильберто-
вом пространстве. Получены условия, при которых задача Коши (1.3), (1.4) задает непрерывную
группу преобразований множества соболевских квантовых состояний, получены условия разру-
шения соболевских состояний за конечное время.

2. УРАВНЕНИЕ ЛИУВИЛЛЯ–ФОН НЕЙМАНА И УРАВНЕНИЕ ШРЁДИНГЕРА
В РАСШИРЕННОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Пусть  – гильбертово пространство квантовой системы;  – банахово простран-
ство ограниченных линейных операторов в гильбертовом пространстве . Пространством кван-
товых состояний называется пространство  линейных непрерывных функционалов на ба-
наховом пространстве . Множеством квантовых состояний  называется (см. [13], [14])
пересечение единичной сферы с положительным конусом в пространстве .

Пространством нормальных квантовых состояний называется пространство ядерных опера-
торов , наделенное следовой нормой . Множеством нормальных квантовых состояний

 называется пересечение единичной сферы с положительным конусом в пространстве 
(см. [13], [15], [16]).

Определение 1. Пространством соболевских состояний назовем такое подпространство 
пространства нормальных состояний , что для любого  выполняется условие

, где  – самосопряженный оператор в пространстве  с областью опреде-
ления

Пространство  наделено нормой .
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Заметим, что оператор  обладает дискретным спектром, расположенным на положитель-
ной полуоси . Поэтому спектр самосопряженного оператора  также является дискрет-
ным и расположен на положительной полуоси.

Нормальное состояние  назовем соболевским, если выполняется условие
. Каждое нормальное состояние  представимо неотрицательным ядерным

оператором  с единичным следом, имеющим вид

(2.1)

где , ,  – оператор ортогонального проектирования на одномерное линейное

пространство  и  – некоторый ортонормированный базис в пространстве . При этом

если , то векторы  в равенстве (2.1) удовлетворяют условию   и

(2.2)

Чистое состояние квантовой системы с волновой функцией  определяет распре-
деление вероятности на координатном пространстве  с абсолютно интегрируемой плотно-

стью , ; смешанное состояние с оператором плотности 
определяет распределение вероятности с абсолютно интегрируемой плотностью

 , .

Если состояние  является соболевским, то из условия (2.2) следует, что . По-

скольку каждую функцию из пространства  можно рассматривать (после исправления
на множестве нулевой меры) как непрерывную на отрезке , то на множестве  соболев-
ских состояний определено отображение , каждому состоянию  сопоставляющее
линейный оператор  умножения на непрерывную функцию

Здесь  – параметр нелинейной зависимости потенциала от плотности (см. (1.1), (1.3)).

Лемма 1. Если состояние  является соболевским, то оператор  умножения на функцию
 является ограниченным линейным оператором в пространстве .

Доказательство. Поскольку , то , где  ; , и

 . Следовательно, для любого  можно считать, что функция
 является непрерывной (после исправления на множестве нулевой меры), при этом

существует такая постоянная , что  для любого . Поэтому для лю-
бого  справедливы оценки

Поэтому если , то функция  непрерывна и существуeт такая постоянная , что
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Определение 2. Непрерывное отображение отрезка  в пространство  назовем
соболевским решением задачи Коши (1.1), (1.2), если

Для изучения уравнения Лиувилля–фон Неймана введем расширенное гильбертово про-
странство , где пространство  изоморфно пространству  при каждом . Это
позволит нелинейное уравнение Лиувилля–фон Неймана (1.3) для неизвестной функции со зна-
чениями в пространстве квантовых состояний  рассмотреть как нелинейное уравнение
Шрёдингера вида (1.1) для неизвестной функции со значениями в пространстве .

Рассмотрим гильбертовы пространства ,  и , где про-
странства  изоморфны пространству , пространства  изоморфны про-
странству  и пространства  изоморфны пространству . Оператор  в простран-
стве  определим по правилу

так что

Определим также нелинейное отображение  пространства  в пространство , действующее
на вектор  по правилу

(2.3)

где для каждого  оператор  определен как оператор умножения

на функцию .

В равенстве (2.3) ,  и , где оператор проектирования

 действует по правилу .
Наряду с задачей Коши (1.3), (1.4) рассмотрим задачу Коши для нелинейного уравнения Шрё-

дингера (2.4), (2.5)

(2.4)

(2.5)

-решением задачи Коши (2.4), (2.5) на отрезке   называется (см. [1]) отображе-
ние , что

Теорема 1. Оператор-функция

является соболевским решением задачи (1.3), (1.4) с начальным условием  тогда и

только тогда, когда функция , , является -решением задачи Коши для не-
линейного уравнения Шрёдингера (2.4), (2.5).
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Доказательство. 1. Сначала покажем, что если , – соболевское решение задачи
Коши (1.3), (1.4), то оно представимо в виде

где совокупность функций  , такова, что функция

является решением задачи Коши для уравнения Шрёдингера (2.4), (2.5), c начальным условием
.

Если , – соболевское решение задачи Коши (1.3), (1.4), то функция
, принадлежит пространству , а функция  является

решением задачи Коши для линейного уравнения Лиувилля–фон Неймана

(2.6)

с начальным условием (1.4) и зависящим от времени линейным эволюционным оператором
, где при каждом  оператор  – линейный ограниченный оператор в про-

странстве , являющийся оператором умножения на функцию

Следовательно,

где при каждом  функция  является решением задачи Коши для уравнения
Шрёдингера

(2.7)

Поэтому функция

является решением задачи Коши для уравнения Шрёдингера

где  – линейный оператор в пространстве , действующий по правилу

Поскольку

то  Следовательно, функция U(t), , является решением задачи
Коши (2.4), (2.5) с начальным условием 

2. Покажем теперь, что если вектор-функция , является решением
задачи Коши для нелинейного уравнения Шрёдингера (2.4), (2.5), то оператор-функция

является соболевским решением задачи (1.3), (1.4) с начальным условием .
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Если вектор-функция , , является решением задачи Коши (2.4),
(2.5), то эта функция является решением линейного уравнения Шрёдингера с зависящим от вре-
мени потенциалом

Поэтому отображение , определенное равенством , является
решением задачи Коши для линейного уравнения Лиувилля–фон Неймана (2.6) с зависящим от
времени потенциалом . Поэтому так как , то отоб-

ражение , определенное равенством , является соболевским
решением задачи Коши для нелинейного уравнения Лиувилля–фон Неймана (1.3), (1.4) с на-

чальным условием .

Следствие 1. Если , – соболевское решение задачи Коши (1.3), (1.4), с начальным

условием , то

(2.8)

где при каждом  функция  есть -решение задачи Коши для уравнения (2.7)
с начальным условием  и потенциалом , .

Преобразования пространства Соболева , порождаемые нелинейным уравнением Шрё-
дингера (1.1), обладают следующими свойствами:

1) на каждом -решении уравнения (1.1) -норма значений решения постоянна:
 ;

2) для каждого -решения уравнения (1.1) сохраняет постоянное значение функционал
энергии:

  где  .

При этом преобразование пространства Соболева может не сохранять скалярное произведе-
ние пространства  и норму пространства , т.е. равенство , ,
и равенство , , могут не быть выполнены. Покажем, что нелинейное
преобразование множества cоболевских состояний сохраняет ортогональность векторов в раз-
ложении оператора плотности (2.8).

Следствие 2. Пусть , – соболевское решение задачи Коши (1.3), (1.4) с начальным

условием . Тогда  , где  – векто-
ры в разложении оператора плотности (2.8).

Доказательство. Достаточно напомнить, что в силу следствия 1 функции  –
решения задачи Коши для линейного уравнения Шрёдингера (2.7) с начальным условием 
соответственно и потенциалом , . Поскольку потенциал  является общим
для эволюции вектор-функций, то

Замечание. Теорема 1 демонстрирует тот факт, что задача Коши для уравнения относительно неизвест-
ной функции со значениями пространстве операторов плотности квантовой системы эквивалентна задаче
Коши для уравнения относительно неизвестной функции со значениями в расширенном гильбертовом
пространстве. При этом расширенное гильбертово пространство описывает квантовую динамику на графе
(см. [17]), образованном конечным или счетным множеством ребер со специальным выбором граничных
условий (однородных условий Дирихле на каждом ребре) и специальным нелинейным потенциалом вза-
имодействия, определяемым равенством (2.3).

∞
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3. ЛОКАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ КОШИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛИУВИЛЛЯ–ФОН НЕЙМАНА

Установленная эквивалентность задач Коши для уравнения Лиувилля–фон Неймана (1.3),
(1.4) и для нелинейного уравнения Шрёдингера (2.4), (2.5) позволяют получить следующие ре-
зультаты на основании работ [1], [18].

Теорема 2. Пусть . Пусть начальное состояние (1.4) задается оператором плотности

(3.1)

где  – ортонормированная система векторов пространства . Пусть, кроме того,

. Тогда для любого  существует такое , что если , то на проме-
жутке  задача Коши (1.3), (1.4) имеет единственное соболевское решение.

Доказательство. Существование на отрезке  соболевского решения задачи Коши (1.3),
(1.4) с начальным условием (3.1) равносильно существованию на том же отрезке решения задачи
Коши (2.4), (2.5) с начальным условием . Для задачи Коши (2.4), (2.5) в работах [1],
[18] с использованием тех же методов, что и в работах [3], [4], [8], установлена теорема о локаль-
ном существовании и единственности решения при , из которой в силу теоремы 1 следует
утверждение теоремы 2.

4. СОХРАНЕНИЕ ЭНЕРГИИ

Определим на множестве соболевских состояний  функционал , сопоставляющий
каждому соболевскому состоянию  число

Теорема 3. Пусть . Пусть начальное состояние (1.4) задается оператором плотности (3.1).
Пусть, кроме того,   и . Тогда если  – соболевское решение за-
дачи (1.3), (1.4), то , .

Доказательство. Заметим, что , где

Здесь

для функции , имеющей вид , и .

Сохранение энергии  на вектор-функциях , являющихся решением задачи Ко-
ши (2.4), (2.5), установлено в работах [1], [18]. Поэтому утверждение теоремы 3 следует из теоре-
мы 1.

5. ГЛОБАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ

Теорема 4. Пусть  и . Тогда соболевское решение задачи Коши (1.3), (1.4) суще-
ствует и единственно на всей числовой прямой .

Доказательство. В силу теоремы 1 об эквивалентности задач Коши (1.3), (1.4) и (2.4), (2.5) до-
статочно показать глобальную продолжимость решения задачи Коши (2.4), (2.5). Пусть

. Тогда если , то  и . Согласно теореме 2
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(см. [18]) существует  такое, что на отрезке  существует единственное -решение
, , задачи Коши (2.4), (2.5).

Пусть  – точная верхняя грань множества длин промежутков существования соболевского

решения задачи Коши (1.3), (1.4) и, следовательно, -решений задачи Коши (2.4), (2.5).
Как установлено в (см. [1], [18]), либо  и , либо  и

.

В работе [1] установлено, что -решения  задачи Коши (1.1), (1.2) при  из условия
 следует ограниченность величины . Покажем, что подоб-

ное утверждение имеет место и для -решения задачи Коши (2.4), (2.5), и, следовательно, для
соболевского решения задачи Коши (1.3), (1.4).

В силу теоремы 3 для любого  справедливо равенство

(5.1)

где .

Оценим сверху потенциальную энергию

где

посредством кинетической энергии .

Следуя подходу работ [5], [18], заметим, что если , то в силу неравенства
Гальярдо–Ниренберга–Брезиса (см. [1], [19]) при каждом  существует постоянная 
такая, что справедлива оценка

(5.2)

где .

Заметим, что  . Кроме того, имеем
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Поскольку  , то выполняется включение   и оценка

для любого .
Следовательно, согласно неравенству (5.2), справедлива оценка

где , и поэтому в силу (5.1) справедливо неравенство

Поэтому  (см. [3], [18]).

Следовательно, соболевское решение задачи Коши (1.3), (1.4) продолжимо на полуось  и
множество его значений в пространстве  ограничено.

6. РАЗРУШЕНИЕ РЕШЕНИЯ

Теорема 5. Пусть  и пусть . Тогда если , то найдется число
 такое, что соболевское решение задачи Коши (1.3), (1.4) существует лишь на промежут-

ке . При этом соблевское решение , единственно на промежутке  и

(6.1)

Доказательство. Для доказательства теоремы 5 достаточно показать, что найдется 
такое, что -решение задачи Коши (2.4), (2.5) с начальным условием  существу-

ет лишь на промежутке . При этом -решение , , единственно на промежут-
ке  и

Прежде всего заметим, что если , то . Поэтому если 
есть -решение задачи Коши (2.4), (2.5) с начальным условием , то 

 Тогда если

то анализ динамики величины , позволяет установить явление градиентного взрыва
и явление самофокусировки решения задачи Коши в точке  (см. [1]).

Также, как и в работах [3], [18] устанавливается, что

где

  и  .
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Отсюда следует ограниченность сверху промежутка существования решения. Следуя подходу
работы [3], получаем (6.1).

Замечание. Неограниченный рост при  нормы -решения задачи Коши (2.4), (2.5) (или, что

то же самое, -нормы соболевского решения (1.3), (1.4)) еще не означает существования компоненты

, , смешанного состояния, имеющей неограниченный рост -нормы при .

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье получены условия на параметры нелинейного оператора в нелинейном уравнении

Лиувилля–фон Неймана, при которых задача Коши (1.3), (1.4) задает однопараметрическую
группу линейных преобразований пространства соболевских квантовых состояний  Пока-
зано, что при нарушении этих условий может иметь место явление разрушения соболевского ре-
шения задачи Коши (1.3), (1.4).

В работе [1] предложена процедура продолжения решения задачи Коши (1.1), (1.2) для нели-
нейного уравнения Шрёдингера через момент  разрушения -решения с помощью отображе-
ния временной полуоси  в пространство квантовых состояний , определяемого регу-
ляризацией исходной задачи (1.1), (1.2). Рассматриваемое в настоящей работе уравнениe
Лиувилля–фон Неймана (1.3) имеет то преимущество перед уравнением Шрёдингера (1.1),
что и решение уравнения (1.3), и его регуляризация, и предельные точки семейства регуляризо-
ванных решений представляют собой отображения временной полуоси  в пространство
состояний .
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