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Рассматривается задача Коши для квазилинейных параболических уравнений, содержащих
нелинейности KPZ-типа. Доказывается, что наличие членов нулевого порядка в уравнении
может принципиальным образом изменить поведение решения при  сравнительно с
однородным случаем. А именно, решение убывает на бесконечности независимо от поведе-
ния начальной функции задачи, а скорость и характер этого убывания зависят от условий, на-
ложенных на младшие коэффициенты уравнения. Библ. 29.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Дифференциальные уравнения с нелинейностями, содержащими скалярный квадрат гради-
ента неизвестной функции (так называемые нелинейности типа Кардара–Паризи–Жанга или
KPZ-нелинейности), возникают в различных приложениях (см., например, [1]–[16]). Они пред-
ставляют интерес и с чисто теоретической точки зрения, поскольку содержат вторую степень
первой производной неизвестной функции: как известно (см., например, [17]–[19]), это – наи-
больший показатель степени, при котором условия бернштейновского типа для соответствую-
щей эллиптической задачи обеспечивают наличие априорных оценок -норм первых произ-
водных решения через -норму самого решения.

В настоящей работе изучаются параболические уравнения с нелинейностями указанного ви-
да. Исследуется влияние младших членов; как известно из классической теории (см. [20]), в от-
личие от, например, эллиптического случая, указанные члены могут принципиальным образом
изменять природу решений. Так, добавление (в уравнение теплопроводности) члена всего лишь
нулевого порядка может сделать полностью неприменимым хорошо известный критерий Реп-
никова–Эйдельмана для стабилизации решений (см. [21]): как только такой член добавлен, по-
ведение решения задачи Коши при  зависит уже не от поведения шаровых средних началь-
ной функции задачи, а от свойств коэффициента при неизвестной функции в уравнении. В ли-
нейном случае это явление изучено весьма подробно (см. [22]–[24] и имеющуюся там
библиографию). В настоящей работе оно исследуется для квазилинейных уравнений с KPZ-чле-
нами, в которых коэффициент при нелинейности допускает неинтегрируемую особенность от-
носительно неизвестной функции. Чтобы обосновать интерес к такого рода коэффициентам, до-
статочно отметить, что даже случай постоянного коэффициента при  соответствует прило-
жениям, не покрываемым классическими моделями математической физики (см. [1], [2]);
добавляя к модели обратные связи, мы существенно обогащаем ее.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 20-01-00288 А) (теоремы 1, 2) и программы РУДН
“5-100” (теоремы 3, 4).
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2. РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим задачу Коши

(2.1)

(2.2)

где   непрерывна и ограничена в   и существует такая положительная постоянная 
что коэффициент  удовлетворяет в  одному из следующих двух неравенств:

(2.3)

или

(2.4)

В настоящей статье исследуются классические решения указанной задачи Коши, т.е. функции,
у которых производная по  и вторая производная по каждой из пространственных переменных
(все производные понимаются в классическом смысле, т.е. как пределы соответствующих отно-
шений конечных разностей) существуют в каждой точке полупространства , уравне-
ние (2.1) выполняется для них в каждой точке полупространства , а предельное соот-
ношение  выполняется для них в каждой точке пространства .

Справедлива
Теорема 1.

(i) Существует не более одного классического ограниченного неотрицательного решения  за-
дачи (2.1), (2.2).

(ii) Если выполняется неравенство (2.3), то

(2.5)

равномерно по  в любом компакте пространства  (при условии, что  существует).
(iii) Если выполняется (более сильное) неравенство (2.4), то существует такая положительная

постоянная  что в полупространстве  справедливо неравенство

(2.6)

(при условии, что  существует).

Доказательство. Предположим, что  – классическое ограниченное неотрицательное ре-
шение задачи (2.1), (2.2). Следуя [25], введем функцию

(2.7)

Тогда имеем

т.е.
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Умножим уравнение (2.1) на  (отметим, что этот множитель нигде не обращается в ноль).
Получим, что функция  удовлетворяет (в классическом смысле) уравнению

(2.8)

Это решение ограничено в силу неотрицательности и ограниченности функции  и положи-
тельности постоянной .

Кроме того, функция  удовлетворяет начальному условию

(2.9)

где  т.е.  неотрицательна и ограничена в .
Какое бы из условий (2.3), (2.4) ни выполнялось, любое из них влечет за собой неположитель-

ность функции  и, следовательно, ограниченность сверху коэффициента уравнения (2.8)
при . Тогда, в силу [20, § 1, теорема 10], других классических ограниченных решений задачи (2.8),
(2.9) (кроме функции ) не существует. Этим завершается доказательство первого утверждения
теоремы, т.е. утверждения о единственности классического ограниченного неотрицательного
решения задачи (2.1), (2.2). Действительно, предполагая обратное, т.е. существование еще одно-
го классического ограниченного неотрицательного решения указанной задачи, и, обозначая
указанное решение через , можно ввести новую функцию  и, рассуждая
как и ранее, доказать, что  – еще одно классическое ограниченное решение задачи (2.8),
(2.9), что противоречит [20, § 1, теорема 10].

Теперь предположим, что  – классическое ограниченное неотрицательное решение за-
дачи (2.1), (2.2), а коэффициент  удовлетворяет условию (2.3). Тогда младший коэффици-
ент уравнения (2.8) тоже удовлетворяет условию (2.3) (с положительной постоянной  вме-
сто ). Теперь, в силу [24, теорема 1.1], функция  удовлетворяет предельному соотноше-
нию (2.5) равномерно по  в любом компакте пространства . Это означает, что для любого
положительного  и любого компакта  пространства  существует такое положительное

, что  при условии, что  и  т.е. утверждение (ii) тео-
ремы справедливо.

Теперь предположим, что  – классическое ограниченное неотрицательное решение за-
дачи (2.1), (2.2), а коэффициент  удовлетворяет условию (2.4). Тогда младший коэффици-
ент уравнения (2.8) тоже удовлетворяет условию (2.4) (с положительной постоянной  вме-
сто ). Тогда, в силу [20, § 12, теорема 1] (см. также замечание 2 к указанной теореме), существует
такая положительная постоянная , что  для любого  из , т.е.

 для любого  из , что означает, что утверждение (iii) теоре-

мы справедливо с положительной постоянной . Этим полностью завершается доказа-

тельство теоремы 1.
Ограничение, наложенное на коэффициент , можно снять, усилив требования, наложенные

на решение. А именно, справедливо следующее утверждение (дополняющее теорему 1).
Теорема 2. Пусть . Тогда справедливы три следующих утверждения.
(i) Существует не более одного классического ограниченного положительно-определенного реше-

ния  (т.е. решения, нижняя грань которого строго положительна) задачи (2.1), (2.2).
(ii) Если существует положительное  для которого

(2.10)

то предельное соотношение (2.5) выполняется равномерно по  в любом компакте пространства 
(при условии, что  существует).
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(iii) Если существует положительное  для которого

(2.11)

то существует такая положительная постоянная  для которой неравенство (2.6) выполняется в
полупространстве  (при условии, что  существует).

Чтобы доказать теорему 2, доказательство теоремы 1 модифицируем следующим образом. Как
и выше, применяя подстановку (2.7), переходим к уравнению (2.8). В отличие от предыдущего
случая, неотрицательность функции  не гарантирует ограниченности (и даже непрерывно-
сти) функции , поскольку в данном случае показатель  отрицателен. Однако в условиях
теоремы 2 функция  удовлетворяет более строгому условию:  Тогда
полученная функция  ограничена и удовлетворяет (в классическом смысле) задаче (2.8),
(2.9), и оставшаяся часть доказательства теоремы 1 применима без изменений – нужно только
учесть, что в условиях теоремы 2, какое бы из условий (2.10), (2.11) ни выполнялось, любое из них
влечет за собой неположительность коэффициента уравнения (2.8) при члене нулевого порядка
(отметим, что в рассматриваемом случае ) и, следовательно, [24, теорема 1.1] и [20, § 12,
теорема 1] применимы точно так же, как и выше.

Очевидно, что никакое положительно-определенное решение не может удовлетворять ни
предельному соотношению (2.5), ни, тем более, неравенству (2.6). Это значит, что в действитель-
ности теорема 2 устанавливает достаточное условие отсутствия глобального решения исследуе-
мой задачи (соответствующая общая теория изложена в [26], [27], см. также имеющуюся там биб-
лиографию). А именно, справедливо следующее утверждение.

Следствие 1. Если  и существует такое положительное , что неравенство (2.10) выпол-
няется во всем полупространстве , то задача (2.1), (2.2) не имеет положительно-опре-
деленных решений.

Замечание 1. Было бы неверно трактовать условие положительной определенности решения как чисто
техническое ограничение. Из классической теории известно, что оно имеет принципиальное значение для
приложений. Например, накладывая это ограничение, мы делаем классическую модель распространения
тепла более реалистичной: скорость распространения возмущений становится конечной даже в линейном
случае (см. [28]).

В общем случае, в отличие от оценки (2.6), соотношение (2.5) не дает никакой информации о
скорости убывания решения. Однако, усиливая ограничение, наложенное на параметр , можно
уточнить полученное соотношение и доказать, что решение убывает как степенная функция.
А именно, справедливы следующие утверждения.

Теорема 3. Пусть  – классическое ограниченное неотрицательное решение задачи (2.1),
(2.2), где   непрерывна и ограничена в   и существует такая постоянная , что

, а  удовлетворяет условию (2.3). Тогда для любого компакта  пространства 

существуют такие постоянные  и , что

(2.12)

для любого  из .

Теорема 4. Пусть  – классическое ограниченное положительно-определенное решение за-
дачи (2.1), (2.2), где ,  непрерывна и ограничена в ,  и существует такая постоянная ,

что , а  удовлетворяет условию (2.10). Тогда для любого компакта  простран-

ства  существуют такие постоянные  и , что оценка (2.12) выполняется для любого  из
.
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Обе теоремы доказываются по одной и той же схеме: применяя подстановку (2.7), переходим
к задаче (2.8), (2.9) (точно так же, как в теоремах 1, 2) и учитываем, что младший коэффициент
превосходит . Затем применяем [24, теорема 2.1], чтобы получить оценку вида (2.12)

 

 для функции . Наконец, в полученной оценке возвращаемся к функции .
Замечание 2. Случай, в котором , покрывается теоремами 1 и 3, а получаемые при этом результаты

согласуются с результатами, известными для линейного случая: теорема 1(i) сводится к частному случаю
[20, § 1, теорема 10], теорема 1(ii) – к частному случаю [24, теорема 1.1], теорема 1(iii) – к частному случаю
замечания 2 к [20, §12, теорема 1], а теорема 3 – к частному случаю [24, теорема 2.1].

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Сравнивая исследуемую задачу со случаем, когда уравнение не содержит членов нулевого по-

рядка (см. [29, раздел 3]), мы видим, что наличие членов нулевого порядка может изменить си-
туацию принципиальным образом. Если уравнение не содержит таких членов, то решение может
иметь предел, а может и не иметь его; в первом случае этот предел может быть равен нулю, а мо-
жет быть отличен от нуля: все определяется поведением среднего

Если же в уравнение добавляется член нулевого порядка (указанного выше вида), то поведение
(непрерывной и ограниченной) начальной функции уже ни на что не влияет: все определяется
свойствами младших коэффициентов уравнения. В зависимости от того, насколько сильны
ограничения, наложенные на коэффициент  уравнения (2.1) и на параметр  условий (2.3) и
(2.4), можно выделить следующие три типа убывания решения при :

• , , равномерно по  в ;

• , , равномерно по  в  для любого компакта  пространства ;

•  равномерно по  в  для любого компакта  пространства .
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