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Изучается корректная разрешимость начальных задач для абстрактных интегродифференци-
альных уравнений с неограниченными операторными коэффицинтами в гильбертовых про-
странствах, а также проводится спектральный анализ оператор-функций, являющихся сим-
волами указанных уравнений. Изучаемые уравнения представляют собой абстрактную форму
линейных интегродифференциальных уравнений в частных производных, возникающих в
теории вязкоупругости и имеющих ряд других важных приложений. Получены результаты о
корректной разрешимости упомянутых интегродифференциальных уравнений в весовых
пространствах Соболева вектор-функций со значениями в гильбертовом пространстве, за-
данных на положительной полуоси. Установлена локализация и структура спектра оператор-
функций, являющихся символами этих уравнений. Библ. 19.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Работа посвящена исследованию интегродифферeнциальных уравнений с неограниченными

операторными коэффициентами в гильбертовом пространстве. Рассматриваемые уравнения
представляют собой абстрактное гиперболическое уравнение, возмущенное слагаемыми, содер-
жащими вольтерровы интегральные операторы. Эти уравнения могут быть реализованы как ин-
тегродифференциальные уравнения в частных производных, возникающие в теории вязкоупру-
гости (см. [1]–[3] а также как интегродифференциальные уравнения Гуртина–Пипкина
(см. [4]–[7]), которые описывают процесс распространения тепла в средах с памятью, кроме то-
го, указанные уравнения возникают в задачах усреднения в многофазных средах (закон Дарси)
(см. [8], [9]).

Перечисленные задачи можно объединить в достаточно широкий класс интегродифференци-
альных уравнений в частных производных, поэтому более естественно рассматривать интегро-
дифферeнциальные уравнения с неограниченными операторными коэффициентами в гильбер-
товых пространствах (абстрактные интегродифференциальные уравнения), которые могут быть
реализованы как интегродифференциальные уравнения в частных производных.

Следует отметить, что метод, используемый нами для доказательства корректной разрешимо-
сти начальных задач для абстрактных интегродифференциальных уравнений, существенно от-
личается от более традиционного подхода, использованного Л. Пандолфи в работе [7], где разре-
шимость изучается в функциональном пространстве на конечном временном интервале .
В нашей работе разрешимость изучается в весовых пространствах Соболева  вектор-
функций на положительной полуоси , где  – положительный самосопряженный оператор в

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 20-01-00288).
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гильбертовом пространстве. Доказательство нашей теоремы 1 о резрешимости существенно ис-
пользует гильбертову структуру пространств , , а также теорему Пэли–Ви-
нера, в то время, как в работе [7] рассмотрения проводятся в банаховом функциональном про-
странстве гладких функций на конечном временном интервале .

В предшествующих работах авторов [10]–[12] проводилось подробное исследование задачи (2.1),
(2.2) в случае, когда . Наш подход к исследованию основан на спектральном анализе опе-
ратор-функции (2.8), который также дает возможность получить результат о корректной разре-
шимости и представление решения указанной задачи в виде ряда по экспонентам, соответству-
ющим точкам спектра оператор-функции . Указанные результаты подытожены в гл. 3 моно-
графии [13].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Пусть  – сепарабельное гильбертово пространство,  – самосопряженный положительный
оператор,  ( ), действующий в пространстве , имеющий компактный обрат-
ный. Превратим область определения  оператора , , в гильбертово пространство ,

введя на  норму , эквивалентную норме графика оператора . Пусть  –
симметрический оператор, действующий на пространстве , неотрицательный

,  для любых  и удовлетворяющий неравенству
, , для любого ,  – тождественный оператор в пространстве .

Рассмотрим следующую задачу для интегродифференциaльного уравнения второго порядка
на положительной полуоси :

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Предположим, что ядра интегральных операторов  и  имеют следующее представление:

(2.4)

где коэффициенты , , , ,  . Кроме того, будем счи-
тать, что выполнено условие

(2.5)

Условие (2.5) означает, что , , . Если к условию (2.5) добавить
также условие

(2.6)

тогда ядра  и  будут принадлежать пространству . Введем следующие обозначения:
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Согласно известному результату (теорема в [14, c. 361] ), оператор  является самосопряженным
и положительным. Превратим область определения  оператора ,  в гильбертово
пространство , введя на  норму , эквивалентную норме графика оператора .

Замечание 2.1. Из свойств операторов  и  следует, что оператор  является обратимым, опера-

торы ,  – ограниченные, а оператор  – компактный.

Преобразование Лапласа сильного решения задачи (2.1), (2.2) с начальными условиями
,  имеет следующее представление:

(2.7)

Здесь оператор-функция  является символом уравнения (2.1) и имеет следующий вид:

(2.8)

где  и  – преобразования Лапласа ядер  и , соответственно, имеющие представ-
ления

(2.9)

 – преобразование Лапласа вектор-функции ,  – тождественный оператор в простран-
стве .

2.1. Корректная разрешимость

Через  обозначим пространство Соболева вектор-функций на полуоси 
со значениями в , снабженное нормой

Подробнее о пространствах , см. монографию [15, гл. 1]. При  полагаем

, при  будем писать .

Определение 2.1. Будем называть вектор-функцию  сильным решением задачи (2.1)–(2.3), если
она принадлежит пространству , для некоторого  ( ), удовлетворяет
уравнению (2.1) почти всюду на полуоси , и начальному условию (2.2).

Определение 2.2. Вектор-функцию  назовем обобщенным (слабым) решением
задачи (2.1)–(2.3), если  удовлетворяет интегральному тождеству

(2.10)

а также условию (2.2).
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Отметим, что по определению пространства , вектор-функции  и  при-
надлежат пространству , поскольку норма в этом пространстве определяется в виде

Следующие теоремы представляют достаточные условия корректной разрешимости зада-
чи (2.1)–(2.3).

Tеорема 2.1. Пусть выполнено условие (2.6),  для некоторого  и ,
кроме того, , . Тогда существует такое , что для любого  задача
(2.1)–(2.3) имеет единственное решение в пространстве , удовлетворяющее неравенству

(2.11)

где константа  не зависит от вектор-функции  и векторов , .
Tеорема 2.2. Пусть выполнено условие (2.6),  для некоторого , векторы

, . Тогда существует такое , что для любого  задача (2.1)–(2.3) имеет
обобщенное решение в пространстве , для которого справедлива следующая оценка:

(2.12)

где константа  не зависит от вектор-функции  и векторов , .

2.2. Спектральный анализ

Перейдем к изучению структуры спектра оператор-функции , в случае, когда выполнены
условия (2.5), (2.6), а также следующие условия:

(2.13)

Существует предел

(2.14)

Замечание 2.2. Условие (2.14) выполняется в случае степенного поведения последовательности ,

т.е. когда , . В этом случае

В задачах усреднения в многофазных средах последовательности являются последователь-
ностями собственных значений некоторых вспомогательных эллиптических задач и, поэтому,
имеют степенную асимптотику (подробнее см. [8], [9]). В свою очередь, условие (2.14) не выпол-
няется, если последовательность  ведет себя как геометрическая прогрессия со знаменате-

лем, большим единицы, т.е. , , . Подобное поведение членов последовательно-
сти  реже встречается в приложениях.
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принадлежащие интервалам ,  ( ), , ,
,

Замечание 2.3. Согласно лемме 2.1 из работы [16] оператор  допускает ограниченное замы-

кание в пространстве . Отсюда следует, что оператор  допускает ограни-
ченное замыкание в . В свою очередь, в силу упомянутой леммы 2.1 из работы [16] и, в силу самосопря-

женности оператора , оператор  также допускает ограниченное замыкание в про-
странстве . Таким образом, величины  и , фигурирующие в формулировке теоремы 3, определены
корректно.

Теорема 2.4. Невещественный спектр оператор-функции  симметричен относительно веще-
ственной оси и состоит из собственных значений конечной алгебраической кратности, причем для
любого  в области , собственные значения являются изо-
лированными, т.е. не имеют точек накопления.

Доказательства теорем 2.1, 2.3, 2.4 содержатся в статье [17].
Отметим, что в работах [18], [19] изучались интегродифференциальные уравнения с сингуляр-

ными ядрами.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2.2

Вначале докажем теорему 2.2 в случае однородных (нулевых) начальных условий ( ).
Для доказательства корректной разрешимости задачи (2.1), (2.2) используем преобразование Ла-
пласа. Напомним основные определения и утверждения, которые будут использоваться далее.

Определение 3.1. Назовем пространством Харди  класс вектор-функций  со
значениями в , голоморфных (аналитических) в полуплоскости , для ко-
торых

(3.1)

Сформулируем хорошо известную теорему Пэли–Винера для вектор-функций в простран-
стве Харди .

Теорема (Пэли–Винер). 1. Пространство  совпадает с множеством вектор-
функций (преобразований Лапласа), представимых в виде

(3.2)

где , , .

2. Для любой вектор-функции  существует и единственно представле-
ние (3.2), где вектор-функция  принадлежит пространству  и справедлива формула
обращения

(3.3)
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Сформулированная теорема Пэли–Винера хорошо известна для скалярных функций и имеет
естественное обобщение для вектор-функций со значениями в сепарабельном гильбертовом
пространстве.

Доказательство теоремы 2.2. При доказательстве теоремы 2.2 будут использоваться следующие
леммы.

Лемма 3.1. Предположим, что выполнено условие теоремы 1. Тогда существует такое , что
оператор-функция , где

(3.5)

является аналитической в правой полуплоскости  и справедливо следующее неравен-
ство:

(3.6)

Лемма 3.2. Справедлива следующая оценка:

(3.7)

Доказательства лемм 3.1, 3.2 содержатся в статье [17].

Лемма 3.3. Множество функций  таких, что ,  является всюду
плотным в пространстве 

Для удобства читателей, чтобы не загромождать изложение, доказательство леммы 3.3, пере-
несем в приложение (см. ниже).

Вначале изучим задачу с нулевыми начальными данными  Рассмотрим фундамен-
тальную в пространстве  последовательность функций таких, что 

Согласно теореме 2.1 для функции  найдется единственное сильное решение
 задачи (2.1)–(2.3). Следует отметить, что сильное решение  удовлетворяет

интегральному тождеству (2.10), что проверяется непосредственно интегрированием по частям.
Заметим далее, что последовательность решений  соответствующих функциям , яв-
ляется фундаментальной в пространстве  Указанное свойство вытекает из теоре-
мы Пэли–Винера, а также следующей леммы 3.4.

Лемма 3.4. При сделанных предположениях относительно операторов  и  справедливы неравен-
ства

(3.8)

(3.9)

Для удобства читателей, чтобы не загромождать изложение, перенесем доказательство леммы 3.4
в приложение.

На основании оценок (3.8), (3.9), согласно теореме Пэли–Винера, вытекает, что

(3.10)

Таким образом, по фундаментальной последовательности  в пространстве 

мы получаем фундаментальную последовательность сильных решений  в пространстве

 В силу полноты пространства  существует функция 
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принадлежащая пространству  и удовлетворяющая интегральному тождеству (2.10).
Последнее свойство вытекает из непрерывности скалярного произведения. В самом деле, рас-
смотрим интегральное тождество для сильных решений  соответствующих вектор-функци-
ям 

(3.11)

Переходя к пределу при  в соотношении (3.11), в силу непрерывности скалярного произ-
ведения, получаем, что предельная функция  удовлетворяет интегральному
тождеству (2.10) при  Здесь мы используем то, что операторы  , как от-
мечалось ранее, допускают ограниченные замыкания в пространстве .

Рассмотрим теперь общий случай, а именно задачу (2.1)–(2.3) с ненулевыми начальными
условиями  и . Будем искать решение задачи (2.1)–(2.3) в виде

Тогда  будет являться решением следующей задачи с однородными начальными условиями:

(3.12)

(3.13)

(3.14)

где  вектор-функция  имеет вид 

(3.15)

Для доказательства утверждения о разрешимости достаточно показать, что  для
некоторого  Интегрируя по частям, имеем

(3.16)

(3.17)

В дальнейшем нам потребуются следующие легко проверяемые предложения.
Предложение 3.1. При сделанных предположениях справедливы следующие неравенства:

(3.18)

Предложение 3.2. При сделанных предположениях справедливы следующие неравенства:

(3.19)
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Из соотношений (3.16), (3.17) получаем следующее представление для функций  и :

(3.20)

(3.21)

Из сходимости рядов , , того, что оператор  допускает оценку  пред-
ложений (3.18), (3.19), неравенств

(3.22)

получаем следующие оценки для вектор-функций :

(3.23)

с некоторыми положительными постоянными   , не зависящими от векторов , .
Совершенно аналогично получаем оценку для вектор-функции 

(3.24)

с положительной постоянной  не зависящей от векторов , .
При получении оценок (3.23), (3.24) мы использовали известные оценки

а также то, что оператор  и оператор-функции   коммутируют между собой,
что в свою очередь следует из самосопряженности оператора 

В свою очередь, из оценок (3.23), (3.24) вытекают неравенства
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(3.26)
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Следовательно, на основании оценок (3.25), (3.26) получаем, что вектор-функция
 принадлежит пространству  и для нее справедливо неравенство

(3.27)

с постоянной , не зависящей от векторов , . Отсюда получаем обобщенную разрешимость
задачи (2.1)–(2.3) с ненулевыми начальными данными.

Перейдем к оценкам обобщенных решений. Начнем со случая нулевых начальных данных
. Для фундаментальной в пространстве  последовательности  и соот-

ветствующей ей фундаментальной последовательности решений , установлено неравен-
ство (3.10). Переходя к пределу при  в неравенстве (3.10), в пределе мы получим неравен-
ство

Законность соответствующего предельного перехода установлена в начале доказательства теоре-
мы 2.2.

Перейдем к случаю ненулевых начальных данных. Принимая во внимание, что задача с нену-
левыми начальными данными может быть сведена к задаче с нулевыми начальными данными и
новой правой частью  Учитывая оценку (3.27), получаем, что для решения ис-
ходной задачи выполнено неравенство

(3.28)

с постоянной , не зависящей от вектор-функции  и векторов , . Теорема 2.2 доказана.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Доказательство леммы 3.3. Пусть функция . Будем искать функцию  такую,

что   и  Обозначим через  такую век-

тор-функцию, что  и , вектор-функция . Справед-
лива следующая цепочка равенств:

Таким образом, вопрос о плотности семейства функций таких, что  
в пространстве  сводится к вопросу о плотности семейства функций  таких, что

, , в пространстве  В свою очередь плотность семейства функ-
ций  вытекает из известного результата из монографии [15]. В самом деле, согласно тео-
реме 2.1 из [15], семейство бесконечно дифференцируемых финитных вектор-функций всюду
плотно в пространстве  Следовательно, подмножество бесконечно дифференцируемых
функций с носителем в  всюду плотно в . Но указанное семейство, очевидно, при-
надлежит семейству функций  таких, что , , что и доказывает лем-
му 3.3.

Доказательство леммы 3.4. Установим неравенства (3.8), (3.9). Оператор-функция  пред-
ставима в виде

(П1)

где оператор-функция  задается соотношением (3.5). Непосредственной проверкой можно
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Отметим, что второе неравенство (П2) доказано в лемме 3.2. Для доказательства первого нера-
венства согласно спектральной теореме (см. [14, с. 452, 453]) достаточно установить следующее
неравенство:

(3.29)

Переходя к вещественной и мнимой части , получаем искомое неравенство

Отсюда на основании представления (П1), неравенств (П2) и леммы 3.1 получаем утверждение
леммы 3.4.
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