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Рассматривается введенная авторами функция , зависящая от одного комплексного, двух
действительных переменных и еще одного аргумента, задающего тривиальную или собствен-
ную подгруппу трехмерной собственной лоренцевой группы и, таким образом, являющегося
действительным числом или парой действительных чисел. Первые три аргумента при этом
определяют пространства представления и базисные функции в этих пространствах. Показа-
но, что ее частные значения можно выразить через волновые кулоновские функции или ги-
пергеометрическую функцию Аппеля . Полученная формула преобразования функции 
используется для вывода континуальной теоремы сложения для этой функции и вычисления
значения одномерного интегрального преобразования типа Фурье–Меллина произведения
двух кулоновских функций – его результат выражается через функцию . Библ. 31.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Вычисление матричных элементов неприводимых представлений групп и алгебр Ли (инфи-
нитезимальных операторов) является важной задачей в прикладной теории представлений групп
[1]. Помимо применений результатов этой задачи в физике элементарных частиц, атомной фи-
зике и квантовой теории поля, важность этой задачи усиливается приложениями полученных
результатов в теории специальных функций, возникающих в математической физике.

В настоящей работе рассматривается функция , зависящая от одного комплексного и двух
вещественных аргументов, описывающих соответственно пространства представления трехмер-
ной группы Лоренца  и базисы в этих пространствах, а также еще одного аргумента, являюще-
гося элементом тривиальной или собственной подгруппы в  и, таким образом, зависящей от
одного или двух вещественных параметров. В частных случаях значения этой функции удается
выразить через хорошо известные гипергеометрические функции: волновые кулоновские функ-
ции или функцию Аппеля , зависящую от двух переменных. С другой стороны, через функцию 
удается выразить ядра интегральных операторов представления в обычном смысле или в смысле
“смешанного” [2] базиса. Таким образом, функции Кулона и Аппеля приобретают теоретико-
групповую трактовку. При этом связь между ядрами приводит к интегральным формулам для
указанных специальных функций.
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2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ФУНКЦИИ 
Пусть  – фиксированное комплексное число и  – собственная трехмерная лоренцева груп-

па, т.е.

Обозначим через  линейное пространство, состоящее из функций, которые заданы на конусе
, , бесконечно дифференцируемы на области определения и при любых

 и  удовлетворяют равенству . Система функций

(2.1)

является базисом пространства . Используя обобщенные функции [3]

другой базис в  можно описать формулой

(2.2)

Каждый из базисов  и  состоит из собственных функций инфинитезимального оператора
(оператора Казимира) для соответствующей однопараметрической подгруппы в , а их постро-
ение подробно описано в [4]. При переходе от  к другому комплексному числу  получается
аналогичное линейное пространство , базисы которого, построенные по формулам (2.1) и
(2.2), обозначим соответственно  и . Далее в работе используется обозначение .

Пусть  – многообразие на конусе , по одному разу пересекающее все (быть может, за ис-
ключением нескольких) его образующие, а  – подгруппа группы , для которой  является од-
нородным пространством (например, для окружности  подгруппа  состоит из
поворотов в плоскости ).

Теорема 1 (см. [5]). При  билинейные интегральные функционалы

где  – мера на , инвариантная относительно подгруппы , совпадают.
Гомоморфизм  в группу невырожденных линейных операторов простран-

ства , при котором оператор  функции  ставит в соответствие композицию  левого

“сдвига” конуса  элементом  и функции , является -представлением в пространстве .
Группу  можно записать [6] в виде , где  – подгруппа гиперболических вращений
в плоскости . Опираясь на это разложение, можно доказать следующее утверждение.

Теорема 2 (см. [7]). При  билинейные интегральные функционалы  инвариантны от-
носительно пары операторов представления , т.е. .

Для дальнейшего изложения определим функцию

ставящую набору  в соответствие число . Корректность этого определения
следует из теоремы 1. В последующих теоремах четвертый аргумент этой функции будет принад-
лежать либо тривиальной подгруппе, либо подгруппе , состоящей из поворотов
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в плоскости , но в общем случаем (поскольку ) принадлежит одно- или двухпара-
метрической подгруппе. Хотя параметр , задающий подгруппу , принимает все значения из

отрезка , ограничимся случаем . Так как алгебра Ли группы  порождается косо-

симметрической матрицей  и двумя симметрическими  и  (где
 – матрицы канонического базиса пространства матриц размера ), для формы

 Картана–Киллинга выполняются равенства 
и , то  является максимальной компактной подгруппой в .

Теорема 3. Выполняется формула преобразования

Доказательство. Так как  является гомоморфизмом групп, то в силу теоремы 2 имеем

3. ВЫРАЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ  
ЧЕРЕЗ ВОЛНОВЫЕ КУЛОНОВСКИЕ ФУНКЦИИ

При решении линейного дифференциального уравнения , в котором дифференци-
альный оператор определен формулой

важную роль играют кулоновские функции

и

которые определены при комплексных значениях параметров  (угловой момент) и  (пара-
метр Зоммерфельда) и переменной , и в которых

Эти функции составляют базисы (см. [8])  и 

 пространства решений .

В работе [9] дано “рекуррентное” определение волновых кулоновских функций, а соответ-
ствующие инфинитезимальные операторы изменения индекса рассматриваются как генераторы
алгебры Ли. Интерпретация волновых кулоновских функций как матричных элементов перехо-
да между двумя базисами пространства представления дана авторами настоящей статьи в [10].
Покажем, что в частных случаях  значения функции  выражаются через вол-
новые кулоновские функции.
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Теорема 4. При  и  имеем

Доказательство. Так как при гомоморфизме групп  отображается в тождественный опе-
ратор, то, учитывая теорему 1, в качестве многообразия, по которому производится интегриро-

вание, можно выбрать параболу . Поскольку

для  выполняется включение  и, следовательно, , имеем

где для вычисления последнего интеграла использована формула (см. [11, 2.3.6(1)]). Применяя
преобразование Куммера  и определение функции , заверша-
ем доказательство.

Отметим, что поскольку алгебра Ли группы  является прямой суммой подалгебры
 и линейного подпространства ,  – максимальная коммутативная

подалгебра в  и спектр оператора  имеет вид , то максимальная нильпо-
тентная подалгебра алгебры Ли группы  порождается неподвижной точкой  оператора

. Но , поэтому подгруппа , транзитивно действующая на параболе , яв-
ляется максимальной нильпотентной подгруппой в . В наших работах [7], [12] показано, что
при сужении представления  на эту подгруппу появляются функции Бесселя–Клиффорда, а в
классической (четырехмерной) лоренцевой группе – их мультииндексные аналоги (гиперфунк-
ции).

Теорема 5. При  и 

Доказательство. Интегрируя по параболе , имеем

Применяя формулу [11], 2.3.2(3), получаем

откуда и следует утверждение теоремы.
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4. ВЫРАЖЕНИЕ ФУНКЦИИ  
ЧЕРЕЗ ВОЛНОВЫЕ КУЛОНОВСКИЕ ФУНКЦИИ

В этой части статьи докажем утверждение, обобщающее теорему 4 (аналогичное обобщение
теоремы 5 опускаем).

Теорема 6. При  имеем

Доказательство. Интегрируя вдоль параболы , имеем

Используя далее подстановку

применяем, как и в ходе доказательства теоремы 2, формулу [11, 2.3.6.1], а после выражаем функ-
цию Куммера через функцию Кулона.

5. ВЫРАЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ  И  
ЧЕРЕЗ ФУНКЦИЮ АППЕЛЯ 

Функция Аппеля  является частным случаем (при ) функции Лауричеллы , которая
при  определяется рядом

а вне указанной области является его аналитическим продолжением [13], [14]. Другим частным
случаем (при ) является гипергеометрическая функция Гаусса. С теоретико-групповой точ-
ки зрения функция  изучена У. Миллером в работе [15] (а также в [2]), рассмотревшим непри-
водимые представления алгебры , а ее частный случай  – в работе [16]. Работам Мил-
лера предшествовала статья Н.Я. Виленкина [17], в которой другие гипергеометрические функ-
ции двух переменных,  и , были изучены в виде матричных элементов максимально
вырожденных представлений группы  (см. также [18]). В работе [19] с помощью теории
алгебр Ли для каждой из 34 гипергеометрических функций двух переменных (включая ) найде-
на каноническая система, в которой соответствующая функция возникает в результате разделе-
ния переменных. Свойства функции  часто раскрываются в работах, относящихся к квантовой
физике (теория рассеивания, теория Редже, фейнмановские интегралы) [20]–[22]. Отметим так-
же связь между  и нормальными (неполными) эллиптическими интегралами [23], [24].
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Покажем, что значения функции  в частных случаях выражаются через
функцию Аппеля  или линейную комбинацию двух функций .

Теорема 7. При  имеем

(5.1)

Доказательство. Выбирая в качестве многообразия, по которому происходит интегрирование,
параболу , получаем

Так как для корней  многочлена  справедливо неравенство

, то

Переходя к новой переменной , получаем равенство

Так как при рассматриваемых значениях параметра  выполняются неравенства

 и , то, используя формулу [25, 2.2.8.5], завершаем доказа-

тельство.

С учетом связи [26, 7.2.4.63]

между гипергеометрическими функциями Аппеля и Гаусса, формулу (5.1) можно переписать c
использованием функции Гаусса.
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Поскольку

то в случае  значения функции  тоже выражаются через функ-
ции Аппеля , а соответствующие теоремы мы опускаем. В случае  значение
функции  можно представить в виде линейной комбинации двух функций Ап-
пеля, а именно имеет место следующая теорема.

Теорема 8. При  имеем

Доказательство. Так как

где

 и , то, применяя в интеграле  подстановку , вычисляем его по формуле
[11, 2.2.8.11].
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И ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛА ТИПА ФУРЬЕ–МЕЛЛИНА 
ОТ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ДВУХ КУЛОНОВСКИХ ФУНКЦИЙ

Теорема 9. При  имеем

±
σ+ +

α±
σ −σ−

±

+ ξ−σ − ξ ×
ξ

 ξ× α + + α ±α ± ± α ξ α α + ξ 

∓

∓ ∓

2

2

2

2

2 2 1

2
'2 2 2 1

1

2(1 sin )'( 1, , , ( )) =
cos

cos (1 ) ( 1) ( 1 2 tan ) d ,
1 sin

p

p

p
p

A p p h
i

i

i
i

± ∓

2 2ˆ '( , ) = ( , )p p p p −σ − ξˆ( 1, , , ( ))A p p h

1F − −
2 2ˆ '( , ) = ( , )p p p p

−σ − ξˆ( 1, , , ( ))A p p h

− σR1 < ( ) < 0

− −
σ+

+ ξ−σ − ξ ×
ξ ξ + ξ +

  + σ − ξ + ξ + ξ × −σ − −
 + ξ + ξ + ξ − ξ − σ −  

ξ − ξ −+ σ + + σ −− + σ −
−σ +

2ˆ

2 2 ˆ

2 2
2 1

2

2 2
2 1

2

(1 sin )'( 1, , , (( )) =
cos (sin cos 1)

'1, ,1 2 cos 1 cos sin'B(1, ) ,
1 cos sin 1 cos sin'1

cos sin 1' '1,1 ,1B(1,1 )
2 c

p

pA p p h

p p
p F

p

p pp F
p

i

i

i i
i

i

i ii
i

 + ξ − ξ
  ξ ξ  

1 cos sin, .
os 2 cos

− −
σ+ +

σ −σ−
− − + −σ+ +

 + ξ ξ−σ − σ ξ α + × + ξξ  

+ ξ× + α − α + α ξ − α α −
ξ


R

ˆ2ˆ

2 2 ˆ1

ˆ
2 2 2 1

ˆ1

2(1 sin ) cos'( 1, , , , (( )) =
1 sincos

2(1 sin )(1 ) (1 ) (1 2 tan ) d = ( ),
cos

pp

p

p
p

p

A p p h

I I

ii

i

i
i

i

β σ− σ+±

± σ+ + σ+ −
±∞

α − α + α

   ξ + ξ −α − α −   ξ ξ   

 ˆ ˆ1 1

( 1) ( 1) d
= ,

sin 1 sin 1
cos cos

p p

p pI
i i

i i

+ +β α= −β −= 1 ±I ± α= 1t

A

− σR1 < ( ) < 0

ξ− σ−
σ σ

+

− ξ

 − σ + σ + − σ + ξ − ξ − ξ − ξ κ
 + ξ − ξ+ + 


R

1 tan2 2
1 2 1 2 1 1

2 2 2
1

2 2

'e ( ; ) ( ; tan )d =

',1 , 1 cos sin 1 cos sin= , ,
2 1 cos sin'1 ( )

pp F p p F p p p

p p p
F

p p

i

i i i

i



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 9  2022

МЕТОД КОНТИНУАЛЬНЫХ ТЕОРЕМ СЛОЖЕНИЯ 1529

где

Доказательство. Представим функцию  в виде суммы двух интегральных операторов

(6.1)

ядра  которых являются аналогами матричных элементов оператора. Домножив обе части
равенства (6.1) на функцию  и проинтегрировав по гиперболе

, получаем, что

(где  – дельта-функция), откуда

(6.2)

Таким образом, ядро  уже фактически вычислено в теореме 5.

Запишем теперь функции  в виде интегрального оператора

(6.3)

где ядра  является аналогом матричного элемента матрицы перехода между базисами.
Домножим обе части равенства (6.3) и проинтегрируем по окружности . Так как

,  для , , то получаем фор-
мулу, аналогичную (6.2):

а значит, ядра  уже вычислены в теоремах 4 и 5.
Переписав (6.2) согласно определению функции  в виде

получим с учетом формулы (6.3), что
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т.е.

(6.4)

Равенство (6.4) является континуальной теоремой сложения для функции .

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Кулоновские волновые функции первоначально были определены как решение волнового

уравнения Кулона, возникающего после разделения переменных для радиальной функции в за-
даче о движении электрона в кулоновском поле. В описании состояния электрона часто встре-
чаются произведения двух кулоновских функций [27] или интегралы от таких произведений [28].
Интеграл, вычисленный в теореме 9, можно рассматривать как обобщение интегралов типа
Меллина, рассматриваемых в [29]–[31]. Схожие с ним интегралы мы получаем в [10, разд. 8], ис-
пользуя подпредставление трехмерной лоренцевой группы на прямое произведение двух одно-
параметрических подгрупп.

Теорема сложения (6.4) остается справедливой и для других возможных пар , что приво-
дит к новым интегральным формулам. Например, с помощью теорем 5 и  интегралы типа Фу-
рье–Меллина от произведения функций  удается выразить через линейные комбинации
двух функций .

Учитывая, что функции, принадлежащие базису , являются собственными функциями опе-
ратора , можно получить континуальную теорему сложения вида

которая приводит к представлениям волновых кулоновских функций в виде интеграла от произ-
ведения волновой кулоновской функции и функции Аппеля .

Авторы благодарят рецензента за полезные замечания, способствовавшие улучшению статьи.
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