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Рассматриваются цепочки уравнений Ван дер Поля с большим запаздыванием в связях.
Предполагается, что количество элементов цепочек тоже является достаточно большим.
Естественным образом удается перейти к уравнению Ван дер Поля с интегральным по про-
странственной переменной слагаемым и периодическими краевыми условиями. Основное
внимание уделено изучению локальной динамике цепочек с односторонними и с двусторон-
ними типами связей. Условие достаточно больших значений параметра запаздывания позво-
лило в явном виде определить параметры для реализации критических в задаче об устойчиво-
сти нулевого состояния равновесия случаев. Показано, что в рассматриваемых задачах имеет
место бесконечномерный критический случай. Хорошо известные методы инвариантных ин-
тегральных многообразий и методы нормальных форм в этих задачах оказываются неприме-
нимыми. На основе предложенного автором метода бесконечной нормализации – метода
квазинормальных форм – показано, что главные члены асимптотики исходной системы
определяются с помощью решений (нелокальных) квазинормальных форм – специальных
нелинейных краевых задач параболического типа. В качестве основных результатов для рас-
сматриваемых цепочек построены соответствующие квазинормальные формы. Библ. 44.
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чивость, квазинормальные формы, запаздывание, динамика.
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ВВЕДЕНИЕ
Рассмотрим цепочку связанных между собой осцилляторов. В качестве базовой модели ос-

цилляторов используем уравнение второго порядка
(1)

где  – кубическая нелинейность

(2)
Пусть цепочку из  связанных одинаковых осцилляторов вида (1) описывает система уравнений

(3)

где  – коэффициенты связей,  – время запаздывания. Будем предполагать, что коэффи-
циенты связей каждого элемента одинаковы для всех , т.е.  и цепочка является кольце-
вой: элемент с номером  отождествляется с элементом с номером . Систему (3) удобно ин-
терпретировать как цепочку осцилляторов, расположенных на некоторой окружности в точках с
угловыми координатами  и .

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта № 21-71-30011), https://rscf.ru/project/21-71-30011/.
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Цепочки вида (3) являются важными объектами для исследований. Им уделяется особое вни-
мание. Такие цепочки возникают при моделировании многих прикладных задач в радиофизике
[1–8], лазерной физике [9–13], математической экологии [14, 15], теории нейронных сетей [16–
21], оптике [3, 8, 22, 23], биофизике [24] и др. Релаксационные колебания в связанных цепочках
с финитной нелинейностью и запаздыванием для небольшого количества элементов изучались
в [25, 26].

Аналитическими методами изучались, в основном, динамические свойства цепочек с неболь-
шим количеством элементов. Здесь будем предполагать, что значение  достаточно велико. От-
сюда следует, что параметр  является достаточно малым

(4)

Тогда представляется естественным от дискретной зависимости от  перейти к изучению
 с непрерывным аргументом  и условием -периодичности по .

В этом случае система (3) трансформируется в краевую задачу вида

(5)

(6)

Функция  описывает связи между элементами. Сведение цепочки с большим количеством
элементов в краевой задаче вида (5), (6) использовалось в [17, 27].

Подробно остановимся на описании основных объектов настоящей работы – цепочках с од-
носторонними и двусторонними связями. В дискретной форме записи они имеют соответствен-
но представления

(7)
и

(8)

Рассмотрим задачи с непрерывной по  переменной , обобщающие уравнения (7), (8).
Остановимся на определении функции  для каждого из двух видов цепочек.

Введем в рассмотрение гауссовы функции 

(9)

Отметим, что

Значения  сосредоточены в окрестностях точек  соответственно.
Интегральное выражение в правой части (5) удобно в каждой из рассматриваемых двух задач

представить в виде:

(10)

(11)

Такого типа функции  использовались в [28]. Похожие, но несколько менее удобные в тех-
ническом плане выражения для , в которых  приведены в работе
[29].
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Формы записей (10) и (11) предпочтительнее по трем причинам. Во-первых, для каждой фик-
сированной непрерывной и -периодической функции  имеют место предельные равенства

(12)

(13)

которые оправдывают названия “односторонняя” и “двусторонняя” связи.
Во-вторых, параметр  в формулах для  имеет четкий смысл. Он определяет множество

элементов цепочки, которые существенным образом влияют на каждый конкретный элемент.
Это влияние тем слабее, чем дальше элементы находятся друг от друга.

В-третьих, формы записи (10) и (11) удобны с чисто технической точки зрения, поскольку
имеет место равенство

которое ниже будет часто использоваться.
Еще одно важное предположение касается параметра запаздывания . Будем предполагать,

что этот параметр является достаточно большим: для некоторого  выполнено условие

(14)
Это открывает путь к использованию специальных асимптотических методов [13–15, 30, 31].

В (5) удобно произвести нормировку времени . В результате приходим к сингулярно
возмущенному уравнению

(15)

с периодическими краевыми условиями
(16)

Отметим, что получающееся при  уравнение не дает информации о поведении решений
краевой задачи (15), (16).

При изучении решений из малой окрестности нулевого состояния равновесия важную роль
играет линеаризованное уравнение

(17)

Его характеристическое уравнение получаем путем подстановки в (17) решений Эйлера
:

(18)

а для функции  имеем равенства:
(19)

(20)
В том случае, когда все корни (18) имеют отрицательные вещественные части и отделены от

мнимой оси при , нулевое решение (17), (16), а значит, и в (15), (16) асимптотически устой-
чиво и все решения с достаточно малыми (не зависимо от ) начальными условиями стремятся
к нулю при . Если же найдется корень в (18) с положительной и отделенной от нуля при

 вещественной частью, то нулевое решение в (17), (16) и в (15), (16) неустойчиво и задача о
динамике становится нелокальной. Здесь будем рассматривать критические случаи для каждой
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из функций (10), (11), когда у (18) нет корней с положительной и отделенной от нуля веществен-
ной частью, но есть корни, которые стремятся к мнимой оси при . Будет показано, что во
всех рассмотренных ниже ситуациях критические случаи имеют бесконечную размерность, т.е.
бесконечно много корней (18) стремится к мнимой оси при . Известные методы исследо-
вания локальной динамики в критических случаях, основанные на использовании инвариант-
ных интегральных многообразий и нормальных форм [32–34], здесь оказываются непримени-
мы. Будут использованы специальные методы, разработанные в [14, 30, 31, 35–38]. В качестве ос-
новных результатов будут построены нелинейные краевые задачи – аналоги нормальных форм
– квазинормальные формы (КНФ). Их нелокальная динамика описывает поведение всех реше-
ний из окрестности состояния равновесия исходной краевой задачи (15), (16). Будут выявлены
сходства и отличия динамических свойств для каждого типа связей.

В следующих разделах будут последовательно изучены задачи с обоими типами функции 
(10), (11). Особо выделим роль параметра , фигурирующего в (9). При достаточно малых его
значениях существенно усложняются критические случаи и КНФ, а значит, и динамика исход-
ной задачи. В силу равенств (12) и (13) этот стучай имеет особое значение.

Отметим, что в цепочках без запаздывания подобного типа задачи исследовались в [39]. При-
сутствие большого запаздывания, с одной стороны, позволяет в явном виде получить явные вы-
ражения для критических случаев [21, 27, 40–42] и выявить тенденции изменения динамических
свойств при увеличении . С другой стороны, возрастает размерность критических случаев и
еще более усложняются соответствующие КНФ.

Центральное место при исследовании краевой задачи (15), (16) для каждой из приведенных
функций  занимает линейный анализ. Этому посвящен следующий раздел.

1. ЛИНЕЙНЫЙ АНАЛИЗ
Рассмотрим вопрос о корнях характеристического уравнения (18) с функциями  (19) и

(20). Напомним, что критические случаи в задачах об устойчивости в (17), (16) реализуются, ко-
гда в уравнении (18) при некотором  есть корень с нулевой или достаточно близкой к нулю ве-
щественной частью. В связи с этим для некоторого вещественного значения  положим в (18)

. В результате получим уравнение

(21)

Через  обозначим модуль левой части (21)

и пусть

Здесь

Отметим, что  при . Положим  и пусть  При
 имеем   .

Существенную роль при исследовании корней (18) играет параметр . Отдельно рассмотрим
два принципиально различных случая. Первый из них реализуется, когда

(22)
и  не зависит от малых параметров.

Второй случай существенно сложнее. Он выделяется условием достаточной малости этого па-
раметра, т.е. предполагаем, что для некоторого фиксированного  выполнено условие

(23)
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Еще раз отметим, что в силу предельных равенств (12) и (13) этот случай особо интересен.

1.1. Результаты линейного анализа в случае фиксированного значения 
Пусть выполнено условие (22). При фиксированном  и при условии

уравнение (21) вещественных корней не имеет. Положим

и пусть

(24)

Из условия (22) вытекает, что  и . При условии  и при достаточно малых  все
корни уравнения (18) имеют отрицательные и отделенные от нуля при  вещественные ча-
сти. При  найдется такое , что уравнение (18) имеет корень с положительной и отде-
ленной от нуля при  вещественной частью.

Значение параметра , который выделяет критический в задаче об устойчивости (17), (16)
случай, определяется равенством

В связи с этим ниже предполагаем, что для произвольного фиксированного значения  пара-
метр  определяем равенством

(25)
При этом условии рассмотрим вопрос об асимптотике всех тех корней характеристического
уравнения (18), вещественные части которых стремятся к нулю при . Сразу отметим, что
таких корней оказывается бесконечно много, поэтому критический случай имеет бесконечную
размерность.

Введем обозначения. Через  будем обозначать такое выражение, которое
дополняет до целого кратного  величину . При  считаем, что . Через

 подобным образом ниже будем обозначать такое выражение, которое дополня-
ет до целого значение . При  считаем, что .

Сформулируем утверждения об асимптотике корней (18) в случаях (19), (20).
Лемма 1.1. Пусть

(26)

Тогда  и для корней  уравнения (18), вещественные части которых
стремятся к нулю при  выполнены асимптотические равенства

(27)
где в случае (19)

а в случае (20)
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В случае, когда  и  в предыдущих формулах выражение  меняется на
. В этом случае удобно все предыдущие формулы переписать, акцентируя внимание на

то, что, в отличие от приведенных в лемме 1.1 равенств, присутствует уже нечетно кратная  ве-
личина :

где в случае (19)

а в случае (20)

Лемма 1.2. Пусть

(28)

Тогда  и для корней  уравнения (18), вещественные части которых
стремятся к нулю при , выполнены асимптотические равенства

(29)

где

в случае (19)

(30)

В случае (20)

(31)

Отметим, что выполняются условия

(32)

Выполнение первого из условий (32) очевидно. Подробнее остановимся на обосновании второго
равенства в (32). Достаточно доказать, что чисто мнимым является выражение

В этом случае  и , а значит,

Отсюда заключаем, что .
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(2 1)i nπ +

π
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Корни  характеристического уравнения (18) позволяют определить решения линейной
краевой задачи (17), (16)

а значит, и формальную совокупность решений

(33)

где  – произвольные комплексные постоянные. В каждом из рассмотренных ниже случаев со-
ответствующие выражения вида (33) будут преобразованы так, чтобы в удобной форме можно
было исследовать асимптотику решений нелинейной краевой задачи (15), (16).

1.2. Случай малых значений 
Ниже будут рассмотрены важные вопросы о динамических свойствах краевой задачи (15), (16)

при малых значениях . Будем предполагать, что для некоторого фиксированного значения 
выполнено равенство

Интерес к этому случаю обусловлен тем, что, во-первых, как было показано выше при малых 
соответствующие интегральные выражения в краевой задаче (15), (16) близки к записи в виде ко-
нечной разности по пространственной переменной.

Во-вторых, из (18) следует, что величина  в правой части (18) является малой, а
значит, критические случаи определяются периодической функцией . Тем самым критиче-
ские значения  в (24) находятся заведомо не единственным образом. Таких значений, очевид-
но, бесконечно много. Это говорит о том, что квазинормальная форма становится существенно
сложнее, а динамические свойства интереснее и разнообразнее.

2. ЦЕПОЧКИ С ОДНОСТОРОННЕЙ СВЯЗЬЮ

Отдельно рассмотрим случаи, когда , ,  и .

2.1. Случай  и 
Рассмотрим краевую задачу (15), (16) в предположении, что выполнено условие (22) и равен-

ство

(34)

Пусть сначала верны неравенства  и . Тогда получаем, что для фигурирующих
в (26), (27) величин выполнены равенства

(35)

Рассмотрим формальное выражение (33), которое имеет вид

Положим в нем

и . В результате получаем, что
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т.е.  – коэффициенты Фурье -периодической по  и -периодической по  функции
.

Решение нелинейной краевой задачи (15), (16) ищем в виде формального ряда

(36)

где  – неизвестные функции, зависимость от  – -периодическая, а от  – -перио-
дическая. Подставим (36) в (15) и будем собирать коэффициенты при одинаковых степенях .
При первой степени  получаем верное равенство, а собирая коэффициенты при , приходим к
уравнению

(37)

для которого выполнены краевые условия

(38)

Сформулируем итоговый результат.

Теорема 2.1. Пусть выполнены равенства (34), , неравенства (22) и . Пусть
– ограниченное при    решение краевой задачи (37), (38). Тогда

функция  удовлетворяет краевой задаче (15), (16) c точностью до .

2.2. Случай  и 

В данном разделе , а все остальные величины те же, что и в предыдущем разделе. По-
вторяя приведенные выше построения, получаем формулу для тех решений линейной краевой
задачи (17), (16), которые базируются на “критических” решениях Эйлера:

где  – коэффициенты Фурье -антипериодической по  и -периодической по  функ-
ции .

Решения нелинейной краевой задачи (15), (16) опять ищем в виде (36). В итоге для 
получаем уравнение

(39)

с краевыми условиями

(40)

Сформулируем результат.

Теорема 2.2. Пусть выполнены равенства (34),  и неравенства (22) и . Пусть
 – ограниченное при    решение краевой задачи (39), (40). Тогда

функция  удовлетворяет краевой задаче (15), (16) c точностью до .
Таким образом, показано, что при сформулированных в теоремах 1 и 2 условиях краевые за-

дачи (37), (38) и (39), (40) являются квазинормальными формами для краевой задачи (15), (16).
Их нелокальные решения определяют поведение решений (15), (16) в малой окрестности состо-
яния равновесия. Отметим, что динамика краевой задачи (37), (38) тривиальна: все ее решения
при  стремятся к одному из трех стационаров – либо к нулю, либо к значениям 
Решения краевой задачи (39), (40) менее тривиальны. В ней могут быть, например, устойчивые
неоднородные состояния равновесия.
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2.3. Асимптотика быстро осциллирующих решений

При условии  динамические свойства сложнее. Главная часть корней характеристи-
ческого уравнения (18) близка к , т.е. является достаточно большой. В связи с этим колеба-
ния с такими частотами естественно назвать быстро осциллирующими.

Из результатов разд. 1 получаем соотношения:

Достаточно ограничиться случаем, когда коэффициент  положителен. Поэтому .
Согласно лемме 2 в рассматриваемом случае (35) для корней  выполнены равенства (29).

Корням  отвечают решения Эйлера линейной задачи (17), (16)

Учитывая равенства (29), функцию  можно записать в виде

где 

(41)

(42)

(43)

Выше было показано, что значение  вещественно (  Отсюда получаем, что

Здесь  – произвольные комплексные постоянные, а  Функции
 являются коэффициентами Фурье -периодической по  и -периодической по  функ-

ции . Решения нелинейной краевой задачи (15), (16) ищем в виде формального ряда

(44)

в котором зависимости от , ,  – периодические. Здесь и ниже через  обозначаем величину,
комплексно сопряженную к предыдущему слагаемому.

Введем обозначения. Положим

где

20 < < 2a
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Просто проверяется, что  Подставим (44) в (15). Совершая затем стандартные действия,
получаем соотношение

(45)

Для разрешимости (45) в указанном классе функций необходимо, чтобы первое (и второе – со-
пряженное к нему) слагаемое обратилось в нуль, т.е. чтобы выполнялось равенство

(46)

Напомним, что функция  удовлетворяет краевым условиям

(47)

При выполнении равенства (46) получаем, что  и

Введем еще одно обозначение. Через  будем обозначать такую последовательность
, для которой выполнены условия

Сформулируем итоговый результат.

Теорема 2.3. Пусть  и . Фиксируем произвольно  и пусть  –
ограниченное при    решение краевой задачи (46), (47). Тогда при

 функция

удовлетворяет при условиях (41)–(43) и при  краевой задаче (15), (16) c точностью до .
На основании этой теоремы заключаем, что при сформулированных условиях краевая задача

(46), (47) играет роль квазинормальной формы для исходной краевой задачи (15), (16). Отметим,
что динамические свойства этой краевой задачи с комплексными коэффициентами существен-
но сложнее (см., например, [43]) чем у краевых задач (37), (38) и (39), (40) с вещественными ко-
эффициентами. В частности, в (46), (47) могут наблюдаться такие структуры, как ведущие цен-
тры, спиральные волны и др.

2.4. Построение квазинормальной формы при малых значениях параметра 
Здесь предполагаем, что для параметра  выполнено условие (23). Функция  с точностью

до  имеет вид , поэтому , а значение  – произвольно. В этом состоит
основное отличие от условий разделов 2.2 и 2.3.

Ограничимся рассмотрением наиболее важного случая, когда . Для величин  и 
верны формулы из разд. 1.

Сформулируем результат об асимптотике корней характеристического уравнения (18) в слу-
чае (23), (28) и (35).

Фиксируем произвольно значение  и рассмотрим все те целые , для которых
. Просто проверяется то, что для каждого  характеристиче-

ское уравнение (18) имеет корни  с асимптотикой

(48)
где

(49)
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Обратим внимание, что в формулах (48), (49) значение  – любое вещественное. Фиксируем про-
извольно  и . Рассмотрим множество чисел

В предыдущих разделах со значением  была связана совокупность целых чисел
. Здесь аналогично определим совокупности целых чисел

, которые связаны со значениями  следующими соотношениями:

Заметим, что использование для разных  различных значений  неудобно. Поэтому введем
такое значение , которое дополняет до целого величину . Тогда в каче-
стве  можно взять . Здесь уже не требуем, чтобы эта величина лежала в полуинтервале

.
В (48), (49) предполагаем, что значения  пробегают всю совокупность значений для всех 

множества 
Подставим соответствующие значения  в (48), (49). Тогда получим асимптотическое пред-

ставление для некоторой совокупности  корней уравнения (18), зависящих от произволь-
ного параметра 

(50)
где

Каждому корню (50) отвечает решение Эйлера краевой задачи (17), (16)

Формальное выражение для произвольной линейной комбинации таких решений

можно записать в виде

где

Отсюда получаем, что

2 1 1 1 2 2 1
2 1 1 0 0 1 0 0

1= ( ( )) ( (2 ) )( exp( )) .
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
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∞
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а  – коэффициенты Фурье функции .
Решения нелинейной краевой задачи (15), (16) ищем тогда в виде

(51)

где  – неизвестные амплитуды, зависимость от  и  в (51) – периодическая.
Подставим (51) в (15). Совершая стандартные действия, находим выражение для  и уравнение
относительно :

(52)

Здесь

а через  обозначена функция

Относительно аргументов  и  выполнены условия периодичности 

(53)

(54)

(55)

Отметим, что переход от аргумента  к аргументу  и от функции  к функции  позволил ис-
ключить из (52) выражения  и  соответственно.

Для того, чтобы сформулировать итоговый результат, введем обозначения. Фиксируем про-
извольно  и пусть последовательность  определяется из условия

. Обозначим через  все предельные точки из промежутка  последо-

вательности . Через  обозначим произвольный элемент из  и пусть последова-
тельность  такова, что

Заметим, что возможна ситуация, когда множество  совпадает с отрезком , а возможен слу-
чай, когда это множество состоит из одного элемента.

Теорема 2.4. Пусть выполнены условия (23), (28), (34). Фиксируем произвольно значение  и
, и . Пусть  – ограниченное при 

решение краевой задачи (52), (53)–(55). Тогда функция
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3 3
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при     удовлетво-
ряет на последовательности  краевой задаче (15), (16) c точностью до .

Таким образом, краевая задача (52), (53)–(55) является квазинормальной формой для исход-
ной краевой задачи (15), (16). Отметим, что в явном виде зависимость от аргумента  в (52) не
присутствует. Относительно аргументов  и  выполнены условия параболичности, поскольку

 при . Решения краевой задачи в двумерной пространственной
области могут быть существенно сложнее. Поэтому приходим к выводу о том, что уменьшение
параметра  в (9) влечет за собой усложнение динамики. Кроме этого, присутствие в (52) двух па-
раметров  и  говорит о повышенной чувствительности динамических свойств даже при
малых изменениях параметра  (см., например, [44]).

И еще одно важное наблюдение. В краевой задаче параметр , определяющий период по ар-
гументу , является произвольным. При всех его значениях квазинормальная форма (52), (53)–
(55) определяет главные асимптотики решений исходной задачи (15), (16). Поэтому можно гово-
рить о мультистабильности в рассматриваемой ситуации.

3. ЦЕПОЧКИ С ДВУСТОРОННЕЙ СВЯЗЬЮ
В этом разделе предполагаем, что основной вклад во взаимодействие элементов цепочки

определяется, согласно (8), связью с ближайшими соседними элементами слева и справа. В тер-
минах функции  тогда имеем

В характеристическом уравнении (18) имеем равенство

(56)

Рассмотрим отдельно случай, когда параметр  в (18) фиксирован и выполнено условие (22).
Случай, когда параметр  является асимптотически малым, исследуется в п. 3.3.

3.1. Случай 

Пусть выполнено неравенство . В этой ситуации имеем  и  Критиче-
ский в задаче об устойчивости случай определяется соотношениями

Достаточно ограничиться рассмотрением одного из этих случаев. Ниже считаем, что , а
значит,

Пусть, как и ранее, для параметра  в (18) выполнено равенство (25). Асимптотика корней (18)
приведена в лемме 1.1.

Совокупность решений, отвечающих  и , можно представить в виде

Здесь   . Тогда решения нелинейной краевой задачи (15), (16) ищем
в виде

2= ,tτ ε 1
1 0= (1 ) ,x c R t−+ ε 1

2 = ,x x c t−+ ε 1 1 1
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2x
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( ) = cos .g z z

σ
σ

2 > 2a
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0 0 0 0 0 0= при > 0 и = при < 0.d p d d p d−
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1
1 2 2 1 2
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u t x c nix ikx O x x
∞
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−∞
ε ξ π + + λ + ε τ ξ τ

1
1 2 2 1 2

, =
( , , ) = exp( (2 1) ( ( )) ) = ( , , ).kn kn

k n

u t x n c ix ikx O x x
∞

− − − −

−∞
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2= ,tτ ε 1
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3
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или соответственно

Подставляя это выражение в (15) и собирая коэффициенты при  приходим к уравнению отно-
сительно  или :

(57)

(58)

с краевыми условиями

(59)

(60)
В итоге получаем следующее утверждение.

Теорема 3.1. Пусть  и выполнено условие (22). Пусть  ( ) – ограничен-
ные при  решения краевой задачи (57), (59) ((58), (60)). Тогда функция

удовлетворяет краевой задаче (15), (16) c точностью до .

Таким образом, при условиях (22) и  краевая задача (57)–(60) является квазинормаль-
ной формой для (15), (16).

3.2. Квазинормальная форма в случае 
Пусть

(61)
Сначала отметим, что из условия (22) следует

Напомним, что

Важную роль в процессе применения алгоритма построения квазинормальной формы играет
асимптотическое поведение корней характеристического уравнения (18), которое приведено в
лемме 2.

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия (22), (56), (61) и . Тогда для тех корней

 и  ( , ) , уравнения (18), вещественные части которых стре-
мятся к нулю при , выполнены асимптотические равенства

где

3
1 2 3 1 2( , , ) = ( , , ) ( , , ) .u t x x x u x x−ε εξ τ + ε τ +
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Совокупность решений линейной краевой задачи (17), (16) в рассматриваемом случае, отве-
чающих корням  ( ), можно представить в виде

где

Тогда решения нелинейной краевой задачи (15), (16) ищем соответственно в виде

(62)

(63)

Здесь вещественные комплексные функции  являются -периодическими по , а по
 функция  c-периодическая, а функция  c-антипериодическая:

Подставляя (62) в (15) и совершая стандартные действия, получаем уравнения для  и . Функ-
ции  просто определяются:

Условие разрешимости уравнения относительно  заключается в выполнении равенства

(64)
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и выполнено соответственно условие

(65)

Сформулируем итоговый результат.

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия (22), (56) и (61). Пусть  – произвольно фикси-
ровано и  такая последовательность, что  при  и . Пусть

 – ограниченное при  решение краевой задачи (64), (65) при

. Тогда при    функция

удовлетворяет краевой задаче (15), (16) c точностью до .

3.3. Квазинормальная форма для малых значений параметра 
Предположим, что параметр  является достаточно малым, т.е. выполнено равенство (23)

Для функции  в этом случае имеем равенство

Наибольшее значение  равно , а все величины , на которых это значение достигается с

точностью до , определяются неоднозначно:

Через  обозначим такое выражение, которое дополняет до целого величину 
Рассмотрим решения Эйлера  линейной краевой задачи (17), (16), у которых моды

принимают значения  :

Здесь  – все те корни характеристического уравнения (18), вещественные части которых
стремятся к нулю при . Сформулируем результат об асимптотике корней  при .
Ограничимся рассмотрением наиболее интересного случая, когда  и выполнены неравен-
ства . Напомним, что в этой ситуации

Лемма 3.2. Пусть выполнены условия (23), (56) и (61) и . Тогда уравнение (18) имеет сово-
купность корней , , вещественные части которых стремятся к нулю при  и вы-
полнены асимптотические равенства

где

1 1 1

1 1 1

( , , ) ( , , ) ( , , 2 ),

( , , ) ( , , ) ( , , 2 ).

x c x x x x x

x c x x x x x

+ + +

− − −

ξ τ + ≡ ξ τ ≡ ξ τ + π
−ξ τ + ≡ ξ τ ≡ ξ τ + π

0 [0,2 )ωθ ∈ π
0( )n ωε θ 0( ) 0n ωε θ → n → ∞ 0 0( ( )) =nω ω ωθ ε θ θ

1( , , )x xξ τ 1, [0, ], [0,2 ]x c xτ → ∞ ∈ ∈ π
0=ω ωθ θ 0= ( ),n ωε ε θ 2= ,tτ ε 1

1 0= (1 )x c R t−− ε
3 3

1 32 1( , , ) = ( ( , , ) ( ) ) ( ( , , ) ( ) )u t x x x E t cc u x x E t ccε ε ξ τ + + ε τ +
3( )o ε

σ
σ

1= .σ εσ
( )g z

2 2 2
1( ) = cos exp( ).g z z z−ε σ

( )g z 1 mz
2( )O ε

= , = 0, 1, 2, .mz m mπ ± ± 

( ) [0,1)πθ ε ∈ 1.−πε
( , , )mknu t x ε

1( ) ;m k−
ππε + θ + , = 0, 1, 2,m k ± ± 

1( , , ) = exp[ (( ) ) ( ) ].mkn mknu t x i m k x t−
πε πε + θ + + λ ε

( )mknλ ε
0ε → ( )mknλ ε 0ε →

0 > 0d
20 < < 2a

1/22 2
2 1/2

0 0 0 0= , = (4 ) , = 1 .
2 2
a ad p p a  − ω − 

 

0 0=d p
( )mkn

±λ ε ( )mkn
±λ ε 0ε →

1 1 1 2
0 0 1 2( ) = [ 2 ] ,mkn mkn mkni c nc± − − − ± ±

ωλ ε ω ε + θ − Ω + π + ελ + ε λ +

1 1 1
1 0

2= , = 2 ,mkn
i c K K c nc

a
± − − −

ωλ − θ − Ω + π

2 1 1 1 1 2
2 1 0 0 0 1 0 0

1 1 2 2 1 2 1
1 0 1

1= ( ) (2 )( exp( )) ( exp( ))
2

1(2 ) (2 ) ,
2

mkn mkn mknc i a p i p i c K

d p c m c m k c

+ + − − + − −

− − − −
π

λ λ − ω + Ω λ + Ω +

+ − σ π − π θ +



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 10  2023

ДИНАМИКА ЦЕПОЧЕК ИЗ БОЛЬШОГО ЧИСЛА ОСЦИЛЛЯТОРОВ 1633

Совокупность решений  линейной краевой задачи (17), (16), отвечающих корням
, можно записать в виде

Здесь

Обратим внимание, что для функций  выполнены условия

(66)

(67)

(68)

Решение нелинейной краевой задачи в рассматриваемом случае ищем в виде

(69)

где зависимость от  и  – периодическая. Подставляя (8) в (15) и производя стандартные
действия, получаем уравнение для определения . Условие разрешимости этого уравнения в
указанном классе функций состоит в выполнении равенств

(70)
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(71)

При выполнении соотношений (66)–(71) функция  просто находится в явном виде. Из-за
громоздкости соответствующую формулу не приводим. Сформулируем итоговое утверждение.

Теорема 3.3. Пусть выполнены условия (23), (56), (61) и . Фиксируем произвольно значения
 и . Пусть последовательность  такова, что  и . Пусть

 – ограниченные при  решения краевой задачи

(66)–(71) для . Тогда при  функция

удовлетворяет краевой задаче (15), (16) c точностью до .
Это утверждение говорит о том, что краевая задача (66)–(71) является квазинормальной фор-

мой для исходной краевой задачи в рассматриваемом случае.
Отметим, что эта квазинормальная форма является системой параболического типа.

ВЫВОДЫ
Рассмотрен вопрос о локальной динамике интегродифференциального уравнения Ван дер

Поля, возникающего в задаче о поведении решений цепочек с односторонними и двусторонни-
ми запаздывающими связями. Большое запаздывание позволило эффективно находить пара-
метры для реализации критических случаев и исследовать эти случаи. Показано, что исходная
задача при этом сводится к квазинормальной форме – нелинейной краевой задаче Гинзбурга–
Ландау параболического типа. Более того, установлено, что квазинормальная форма содержит
не одну, а две независимые пространственные переменные [43]. Это говорит о богатой динамике
изучаемых процессов. Кроме этого показано, что полученные квазинормальные формы в наибо-
лее интересной области параметров обладают большой чувствительностью к изменениям малого
параметра задачи – к величине, обратной большому запаздыванию. Это следует из того, что в
квазинормальной форме присутствуют быстро меняющиеся функции типа . При  мо-
жет происходить процесс прямых и обратных бифуркаций [44].

Важную роль играет параметр , фигурирующий в функциях . При уменьшении этого
параметра может наблюдаться существенное усложнение динамики, поскольку соответствую-
щие квазинормальные формы содержат уже не две, а три пространственные переменные. В слу-
чае  структура решений проще по сравнению со случаем . В последнем случае
квазинормальные формы являются комплексными, а колебания их решений – быстро осцилли-
рующими по пространственной и временной переменным.

Важно подчеркнуть, что по решениям (нелокальным) квазинормальные формы определяют-
ся главные члены асимптотики решений исходного уравнения.

Отличия квазинормальных форм для односторонних и двусторонних связей существенные.
Различается не только формульная часть, но и динамические свойства решений. Особенно ярко
это проявляется в случае . При односторонних связях квазинормальные формы представ-
ляют собой однопараметрическое семейство параболических краевых задач с двумя простран-
ственными переменными. В случае двусторонних связей показано, что квазинормальной фор-
мой являются система  или  параболических уравнений с тремя пространственными перемен-
ными. Во многих случаях решения содержат быстро осциллирующие не только по времени, но и
по пространственной переменной составляющие.
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Выбор уравнения с кубической нелинейностью в качестве базового не принципиален. Отсут-
ствие квадратичных нелинейных слагаемых удобно, поскольку немного упрощается формульная
часть. Отметим, что отношение двух больших параметров  и  определяется величиной :

. Параметр  входит во все квазинормальные формы, поэтому во многом определяет
их динамику.
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