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Для устойчивого численного решения определяющей системы упруговязкопластической мо-
дели сплошной среды предложена явно-неявная схема 2-го порядка с явной аппроксимацией
уравнений движения и неявной аппроксимацией определяющих соотношений, содержащих
малый параметр времени релаксации в знаменателе нелинейных свободных членов. Для со-
гласования порядков аппроксимации явного упругого и неявного корректировочного шагов
построена неявная аппроксимация второго порядка для изотропной и анизотропной моде-
лей упруговязкопластической модели сплошной среды. Получены уточненные корректиро-
вочные формулы для девиаторов напряжений после “упругого” шага расчета при различных
представлениях функции вязкости. Полученные решения неявной аппроксимации 2-го по-
рядка для девиаторов напряжений упруговязкопластической системы уравнений допускают
предельный переход при стремлении времени релаксации к нулю. Корректировочные фор-
мулы, полученные таким предельным переходом, можно трактовать как регуляризаторы чис-
ленных решений упругопластических систем. Библ. 28. Фиг. 5.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Деформируемую среду, которая в нестационарных процессах нагружения проявляет вязкие

свойства за пределом упругости, т.е. обладает динамическим пределом текучести, зависящим от
скорости деформаций, называют упруговязкопластической. Одномерная модель такой среды
была предложена в работах [1, 2] (модель Соколовского–Малверна). Ее обобщение на много-
мерный случай выполнено в работах [3, 4].

Определяющие уравнения модели выводятся из аддитивного представления девиатора тензо-
ра скоростей деформации в виде суммы упругой и вязкопластической составляющих. Объемная
вязкопластическая составляющая при этом равна нулю. Поэтому дифференциальная часть не-
стационарных систем уравнений упруговязкопластических сред [4–7] совпадает с системой
уравнений динамической теории упругости. Однако выражения для девиаторов скоростей вяз-
копластических деформаций за пределом упругости (пределом текучести) вносят в уравнения
для девиаторных компонент напряжений сильно нелинейные свободные члены с характерным
временем релаксации  в знаменателе.

В нестационарных процессах с характерным временем, много большим, чем , тем более в
квазистатических процессах, упруговязкопластические (УВП) среды ведут себя как упругопла-
стические (УП) [8–10]. То есть при  УВП системы уравнений переходят в системы типа

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта № 19-71-10060), https://rscf.ru/project/19-71-
10060/.
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Прандтля–Рейса [9, 10]. С использованием формулировок моделей на основе вариационных не-
равенств этот факт доказан в монографиях [11, 12].

Однако для существенно нестационарных процессов с характерными временами, меньшими
или порядка  эффекты скоростного упрочнения, резкого роста динамического предела текуче-
сти проявляют себя в полной мере [7, 10]. Для их описания требуется использовать полную УВП
систему уравнений.

Как уже отмечено, УВП системы уравнений в своей дифференциальной части совпадают с
уравнениями динамической упругости, поэтому заведомо являются гиперболическими и приво-
дятся к дивергентному виду, что обеспечивает консервативность сеточно-характеристических и
конечнообъемных численных методов решения начально-краевых задач.

В то же время УП системы уравнений, к которым сводятся теории пластического течения, не
являются дивергентными. Для построения теории сильных разрывов приходится применять мо-
дифицированные формулировки [12, 13], в частности, использовать предельные переходы от
УВП к УП обобщенному решению. При этом результат может зависеть от выбора “переходной”
УВП модели [13, 14].

Поэтому формулировка существенно нестационарных задач неупругого деформирования в
виде УВП системы уравнений, с одной стороны, отражает физику динамических процессов, а с
другой стороны, обеспечивает регуляризацию недивергентных УП систем уравнений.

Устойчивое интегрирование определяющих соотношений связи напряжений и деформаций в
УВП системах уравнений по явной схеме для малых времен релаксации  требует более сильного
ограничения величины временного шага, нежели обычное курантовское ограничение. Устра-
нить это дополнительное ограничение можно с помощью неявных схем расчета определяющих
соотношений (“жесткой” части общей УВП системы уравнений). Важно, что описываемые ни-
же неявные схемы расчета определяющих уравнений для УВП сред не требуют решения систем
алгебраических уравнений, и расчет каждого шага по времени проводится явно с обычным ку-
рантовским шагом по времени.

2. ИЗОТРОПНЫЕ И АНИЗОТРОПНЫЕ МОДЕЛИ
УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ СПЛОШНЫХ СРЕД

2.1. Система уравнений изотропной упруговязкопластической среды

В декартовой прямоугольной системе координат xi (  = 1, 2, 3) система уравнений изотропной
упруговязкопластической (УВП) среды при малых деформациях имеет вид [4, 7]:

(1)

где  – компоненты вектора скорости,  – компоненты тензора напряжений,  – компоненты
девиатора напряжений,  – среднее напряжение,  – компоненты тензора скорости деформа-
ции,  – компоненты девиатора скорости деформации,  – второй инвариант девиатора на-
пряжений,  – предел текучести,  – нелинейная функция вязкости, описывающая скорост-
ное упрочнение, , , ,  – функция Хэвисайда,  – характерное вре-
мя релаксации компонент девиатора напряжений на поверхность текучести,  – плотность
среды,  и  – модули упругости Ламе. По повторяющимся индексам происходит суммиро-
вание.
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2.2. Система уравнений анизотропной упруговязкопластической среды

Системы уравнений анизотропных упруговязкопластических сред возникают при построе-
нии континуальных моделей деформируемых сред с дискретным набором плоскостей скольже-
ния (слоистые, блочные среды) и с нелинейными (вязкопластическими) условиями проскальзы-
вания на контактных границах. Такие системы могут быть получены методом асимптотического
осреднения [15] или с помощью дискретного варианта теории скольжения [5]. Кратко опишем
схему построения континуальной модели с использованием теории скольжения.

В декартовой прямоугольной системе координат xi (i = 1, 2, 3) рассмотрим безграничную
упругую среду с ориентированной системой периодически повторяющихся параллельных плос-
костей скольжения. Ориентацию этой системы зададим единичной нормалью n. Расстояние
между плоскостями скольжения постоянно и равно ε. Плотность материала ρ, а также модули
упругости Ламе λ и μ считаются заданными константами. Напряженное состояние описывается
тензором напряжений σ. Вектор касательного напряжения на плоскости скольжения равен

, нормальное напряжение равно . Введем вектор скоростей
сдвига γ, определяемый скачками касательной [Vτ] скоростей на контактных границах: .

Вязкопластические условия контактного взаимодействия имеют следующий вид:

где  – время релаксации,  – нелинейная функция вязкости, отличная от нуля за пределом
условия скольжения .

Для того чтобы перейти к континуальной модели среды, содержащей систему таких плоско-
стей скольжения, будем рассматривать γ как непрерывные функции координат и времени, име-
ющие смысл распределенных скоростей скольжений. Воспользуемся соотношениями теории
скольжения, которая применялась многими авторами для построения моделей неупругих сред с
непрерывным распределением плоскостей скольжения (см. обзор [5]). Эти соотношения позво-
ляют учитывать вклад скоростей скольжений γ в тензор скоростей неупругой деформации eγ:

Полный тензор скоростей деформации e получается сложением упругих и неупругих состав-
ляющих и равен:

Здесь v – “макроскопическая” скорость частиц среды, ee – тензор скоростей упругой деформа-
ции, который связан с тензором напряжений законом Гука:  = .

Сквозные условия для γ соответствуют локальным контактным условиям:

Система замыкается уравнениями движения: .
Отметим, что принятое нелинейное условие вязкопластического скольжения справедливо в

случае поджатых слоев (при σn < 0). Соответственно, континуальная система уравнений слои-
стой среды применима при выполнении данного неравенства. В случае возникновения растяги-
вающих напряжений на межслойных границах необходимо вводить дополнительные перемен-
ные – распределенные отслоения и уточнять построенную систему уравнений [5].

Если направление нормали к плоскости скольжения (межслойной границе) совпадает с на-
правлением оси  принятой системы координат, то для нормали будет справедливо соотноше-
ние , где  – символ Кронекера.

В этой системе координат тензор скоростей неупругих деформаций равен:

⋅ − ⋅ ⋅τσ = σ n (n σ n)n σ ⋅ ⋅n = n σ n
= ε[ ]/tγ V

 = − τ σ 
1 / ,

s

F ττ

τ

σσγ
σ

τ ( )F x
= σsτσ

γ = ⊗ + ⊗( )/2.e n γ γ n

γ= + = ∇ + ∇, ( )/2.e Te e e e v v

σ λ + μ( : ) 2e ee I I e

 = − τ σ 
1 / .

s

F ττ

τ

σσγ
σ

ρ = ∇ ⋅v σ

3x
= δ3

j jn δi
j

γ σ  σ σ= − τ σσ σ  
3

3 3 3

3 3

1 / .
j

j k k

sk k

e F



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 10  2023

УТОЧНЕННЫЕ СХЕМЫ РАСЧЕТА ДИНАМИКИ 1677

Тогда система уравнений анизотропной упруговязкопластической среды, описывающая ди-
намику слоистой среды с вязкопластическими условиями скольжения на межслойных контакт-
ных границах, перпендикулярных оси , примет вид [5, 6]:

(2)

Отметим, что классическая система уравнений изотропной УВП среды также может быть
обоснована с помощью теории скольжения [16] с использованием локального условия скольже-
ния на произвольно ориентированной плоскости и интегрирования по всевозможным плоско-
стям, где превышено предельное условие .

Обе УВП системы уравнений (1) и (2) являются полулинейными гиперболическими система-
ми первого порядка дивергентного вида. Вся характерного вида нелинейность сосредоточена в
свободных, недифференциальных членах уравнений для компонент девиаторов или касатель-
ных напряжений.

3. НЕЯВНАЯ СХЕМА 2-ГО ПОРЯДКА АППРОКСИМАЦИИ
ДЛЯ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ УРАВНЕНИЙ УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОЙ СРЕДЫ 

С НЕЛИНЕЙНЫМИ СВОБОДНЫМИ ЧЛЕНАМИ
Поскольку системы (1) и (2) по существу аналогичны друг другу, будем вести построение чис-

ленной схемы на примере изотропной УВП системы (1). Особый интерес представляет схема
расчета части системы уравнений для девиаторов с нелинейным свободным членом и возмож-
ным малым параметром в его знаменателе. Что касается остальных уравнений системы (1) – ли-
нейных уравнений движения для компонент скорости и уравнения для среднего напряжения, то
их численная аппроксимация по какой-либо явной схеме требуемого (2-го) порядка не вызывает
затруднений [17]. Будем считать, что такая аппроксимация проведена, значения скоростей и
среднего напряжения на верхнем временном слое определены с учетом необходимых по поста-
новке начальных и граничных условий.

Построим неявную аппроксимацию 2-го порядка уравнения для девиаторов тензора напря-
жений с нелинейным свободным членом из УВП системы (1) путем аппроксимации правой ча-
сти полулинейных уравнений в виде полусуммы слагаемых на верхнем и нижнем слоях по вре-
мени:

Индексами n + 1 и n помечены значения искомых величин на верхнем и нижнем слоях разби-
ения по времени,  – шаг по времени.

Эту нелинейную систему уравнений для  можно записать в виде:

Здесь введены безразмерные компоненты , , , где

 – компоненты девиатора после “упругого” шага по времени, δ =

– безразмерный малый параметр системы уравнений.
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Отметим, что с учетом проведенного ранее расчета значений компонент скорости на верхнем
временном слое, компоненты “упругого” девиатора  также можно считать известными, как

и значения  на n-м слое.
Нелинейную систему, из которой необходимо найти неизвестные компоненты девиатора на

верхнем слое , можно записать следующим образом:

(3)

Свернем эти уравнения последовательно с , ,  и введем обозначения для возникающих
сверток с неизвестными значениями

и уже вычисленными значениями

Получим нелинейную систему трех уравнений с тремя неизвестными:

Исключая неизвестные и , получаем уравнение для :

где

Нетрудно видеть, что промежуточный девиатор  и его свертка  вычисляются по результа-
там “упругого” шага по времени.

Поскольку для свертки  всегда выполняется , получаем окончательное уравнение для
неизвестной свертки :

(4)
Отметим, что из (3) следует формула для искомых компонент девиатора на верхнем времен-

ном слое в следующем виде:

(5)

Таким образом, для полного определения величин  следует решить уравнение (4) и под-
ставить результат в (5).
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Уточним диапазоны допустимых значений для .
При  решение (4) тривиально: .

Следовательно,  с критерием применимости  после “упругого” шага.
При  следует решить уравнение

(6)
Для этого нужно конкретизировать функцию вязкости с учетом ее упомянутых выше свойств

, , .

4. КОРРЕКТИРОВОЧНЫЕ ФОРМУЛЫ 
ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ ФУНКЦИЙ ВЯЗКОСТИ

4.1. Изотропная УВП среда
Как правило, для функции вязкости используются степенные или полиномиальные аппрок-

симации, построенные по результатам экспериментальных исследований [7, 10]. Рассмотрим
случай линейной функции вязкости , когда уравнение (6) имеет точное решение, неза-
висимо от величины параметра .

В этом случае решение уравнения (6), условие  и искомые компоненты девиатора
имеют вид:

(7)

При малых  имеем

Рассмотрим случай степенной функции вязкости . Необходимо решить уравнение
при :

Будем искать решение в виде асимптотического ряда по степеням  с точностью до первого
малого члена:

Подставляя это разложение и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях , полу-
чим значение неизвестного коэффициента разложения:

Отсюда следует решение для девиаторов при произвольном положительном :

(8)

Легко видеть, что частное точное решение (7) при малых  совпадает с полученным прибли-
женным решением.

Также обсудим вопрос предельного перехода , поскольку формула для промежуточного
девиатора  содержит малый параметр в знаменателе:

Для этого уравнение (6), справедливое на n + 1- слое по времени, перепишем для n-го слоя:
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Отсюда имеем

и в формуле для промежуточного девиатора удается снять особенность при :

(9)

4.2. Анизотропная (слоистая) УВП среда

Что касается системы уравнений (2) для анизотропной упруговязкопластической среды, опи-
сывающей динамику слоистой среды с вязкопластическими условиями скольжения на межслой-
ных контактных границах, то для ее численного решения корректировка касательных напряже-
ний, скажем, аналога формул (8) и (9), будет выглядеть следующим образом. Для степенного вяз-
копластического условия скольжения на межслойных границах корректировочные формулы
имеют вид:

Предельный переход к нулевому времени релаксации (нулевой вязкости)  дает следую-
щий результат:

Таким образом, показано, что полученные решения неявной аппроксимации 2-го порядка
для девиаторов напряжений УВП системы уравнений допускают предельный переход при малом
времени релаксации. Следовательно, формулы (7)–(9) для различных представлений функций
вязкости при малых  можно трактовать как регуляризаторы численных решений УП систем.
Сами эти формулы представляют собой алгебраические корректировки компонент девиаторов
напряжений, полученных в результате расчета “упругого” шага по времени.

Этот прием, предложенный в свое время в работах [18, 19], широко использовался в вычисли-
тельной практике, например, в [20–22] и в огромном количестве других работ, но трактовался
как корректировка 1-го порядка в результате физического расщепления упругопластического
процесса на упругий шаг и приведение девиаторов напряжений на круг текучести. Сама эта кор-
ректировка в принятых обозначениях выглядит следующим образом:

В приведенном изложении специфические корректировки девиаторов напряжений за пре-
делом текучести 2-го порядка возникают как обоснованный результат построения явно-неявной
схемы 2-го порядка для УВП системы уравнений, а корректировка (9) – для УП системы урав-
нений.

5. РАСЧЕТ УПРУГОГО ШАГА

Система уравнений изотропной линейно упругой среды может быть получена из системы
уравнений упруговязкопластической среды (1), если формальным положить нелинейную функ-
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цию вязкости F(y) тождественно равной нулю. В полных напряжениях и скоростях она может
быть записана в каноническом виде:

где матрицы A1, A2, A3 являются функциями упругих параметров среды λ, μ, ρ, а вектор u включает
в себя все шесть независимых компонент тензора напряжений и три компоненты вектора скоро-
сти среды. В правой части системы стоит вектор f, описывающий действующую на рассматрива-
емый элементарный объем внешнюю силу. Для ее решения в настоящей работе применялся се-
точно-характеристический метод на параллелепипедных сетках. На первом этапе производи-
лось расщепление по пространственным направлениям, сводящее исходную трехмерную
дифференциальную систему уравнений к набору из трех последовательно решаемых одномер-
ных систем уравнений. Сравнение различных схем пространственного расщепления для задач
акустики и упругости представлено, например, в работах [23, 24]. Для определенности рассмат-
ривается шаг расщепления по координате x1. В дальнейшем, ввиду гиперболичности получен-
ных одномерных систем, возможно введение новых неизвестных функций, сводящих задачу к
набору одномерных линейных уравнений переноса с постоянными коэффициентами вида

где ξ – одно из собственных значений матрицы A1. Для решения данного уравнения справедливо
тождество

где Δt – используемый при расчетах шаг по времени. Фиксируя в пространстве некоторый набор
узлов расчетной сетки (шаблон), в общем случае, получаем одномерную задачу интерполяции. В
работе использовался интерполянт в виде полинома третьей степени, обеспечивающий третий
порядок аппроксимации полученной одномерной схемы как по времени, так и по пространству
[25]. Ее расчетная формула имеет вид

где верхний индекс относится к шагу по времени, а нижний – к пространственной координате
x1,  – число Куранта. Отличительной особенностью данной схемы является прак-
тически полное отсутствие осцилляций даже на разрывных решениях, что объясняется ее близо-
стью к области монотонных схем в пространстве неопределенных коэффициентов [26].

6. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
С использованием описанной явно-неявной схемы было проведено моделирование процесса

распространения динамических возмущений в изотропной упруговязкопластической среде от
мгновенно приложенной нагрузки при различных значениях времени релаксации (параметра ),
в том числе и при . Среда описывалась следующими параметрами: плотность  = 2500 кг/м3,
скорость распространения продольных волн  = 4500 м/с, скорость распростране-
ния поперечных волн  варьировалась, предел текучести  Па. Расчетная об-
ласть представляла собой параллелепипед размерами 50 × 50 × 10 000 м. Она покрывалась куби-
ческой расчетной сеткой с шагом 5 м. Для корректного расчета задачи о нагружении полупро-
странства на боковых гранях расчетной области использовалось условие нулевой
пространственной производной решения. Для устойчивости используемой на этапе решения
упругой задачи явной сеточно-характеристической схемы использовался шаг по времени 0.001 с,
удовлетворяющий условию Куранта. Рассчитывалось 2с физического эксперимента.

6.1. Нормальная нагрузка на упруговязкопластическое полупространство
В трехмерной постановке рассматривался случай мгновенного приложения к изотропному упру-

говязкопластическому полупространству  сжимающей нагрузки  Па
вдоль оси . Скорость поперечных волн в среде составляла 2250 м/с. В случае изотропной ли-
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нейно-упругой среды известно аналитическое решение, заключающееся в распространении
продольной волны, которое изображено на фиг. 1. Для случая упругопластической среды анали-
тическое решение представляет собой упругий предвестник – продольную волну, а также волну
пластических деформаций, распространяющуюся с меньшей скоростью . При
этом между двумя разрывами решения устанавливается зона постоянных по пространству на-
пряжений, величина которых  также может быть вычислена аналитически. Используя усло-
вие текучести Мизеса при определенном соотношении между компонентами напряжений

, получаем

Отсюда имеем

На фиг. 1 представлены численные решения, полученные по известным ранее расчетным
формулам 1-го порядка аппроксимации, и по предложенным в настоящей работе формулам
2-го порядка аппроксимации. Видно, что при одинаковой точности разрешения разрыва на
упругом предвестнике, точность разрешения разрыва на волне пластичности выше при исполь-
зовании разработанного нами алгоритма. Отметим, что в обоих случаях корректно восстанавли-
ваются скорости распространения обеих волн и значение напряжения .

Кроме того, разработанный в настоящей работе вычислительный алгоритм может быть
успешно использован в том случае, если время релаксации  не мало. Были проведены расчеты
по деформированию упруговязкопластической среды с линейным условием вязкости для нену-
левых значений безразмерного параметра . Результаты расчетов представлены на фиг. 2. Видно,
что увеличение вязкости среды приводит к увеличению размывания фронта пластической волны
и не влияет на фронт упругого предвестника.

6.2. Комбинированная нагрузка на УВП полупространство

В трехмерной постановке также было получено численное решение задачи о мгновенном
приложении совместно сдвиговой и сжимающей нормальной нагрузок на изотропное упруго-
вязкопластическое полупространство . Для этой задачи существует аналитическое реше-
ние [27] в предельном случае идеальной упругопластической среды (исчезающей вязкости).
Сравнение с аналитикой позволяет оценить точность численных решений различного порядка
аппроксимации.
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Скорость поперечных волн в среде была равна 2598 м/с. Для возможности сопоставления ре-
зультатов проведенных расчетов с аналитическим решением, представленным в работе [27], в
рассмотрение была введена величина . Соответствующие рассматриваемой постановке
граничные условия при  на компоненты тензора напряжений имели вид: , .
На фиг. 3 представлены результаты расчетов, полученные с использованием формулы из работы
[18] и представленной в настоящей работе корректировки. Использованы значения: ,

. Видно, что фронты волн на обеих компонентах тензора напряжений разрешаются с
одинаковой точностью обоими методами, граничные условия выполняются, скорости движения
фронтов совпадают с приведенными в работе [27, рис. 5].

Далее, нами был проведен расчет с увеличением сжимающей нагрузки до значений, исполь-
зованных в работе [27, рис. 6]. Результаты численных расчетов по обеим схемам представлены на
фиг. 4. На компоненте  тензора напряжений наблюдаются две волны: продольная волна –
упругий предвестник, и пластическая волна, распространяющаяся с меньшей скоростью. Ана-
лиз расчетов показывает, что предложенная в работе схема 2-го порядка аппроксимации с той же

= σ / 2sk
=3 0x σ = σ33 n τσ = σ13

σ = −2.4n k
τσ = 0.9k

σ33

Фиг. 2. Распределение напряжения  вдоль оси  через 2 с от начала расчета для различных значений пара-
метра , .
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точностью разрешает разрыв на продольной волне и непрерывное решение на компоненте ,
однако, более точно воспроизводит пластическую волну.

Достоинством самой системы уравнений УВП модели и предложенного численного метода ее
решения по сравнению с идеальной УП моделью является то, что она допускает касательные на-
грузки, превышающие предел текучести. При ненулевом значении времени релаксации зоны та-
кого превышения сосредоточены в окрестности границы деформируемой области, где приложе-
ны высокоамплитудные касательные нагрузки. При малых значениях времени релаксации эти
зоны носят погранслойный характер, вне этих зон решение мало отличается от идеально упруго-
пластического. Для иллюстрации этого эффекта приведены результаты численного решения с

 на фиг. 5.
Еще раз отметим, что все построенные на графиках распределения напряжений получены в

результате расчета по полноценному коду для трехмерных динамических систем уравнений, а не
по аппроксимации одномерной нестационарной системы. Обычно в этом случае наблюдается
значительное размывание волновых фронтов, в том числе и упругих, особенно для больших зна-
чений времени расчета. Предложенная явно-неявная схема дает хорошие результаты в широком
диапазоне комбинированных нагрузок, при различных временах релаксации, в том числе допус-

σ13

τσ = 1.8k

Фиг. 4. Пространственное распределение касательных и сдвиговых напряжений при расчете по схеме из рабо-
ты [18] и по явно-неявной схеме, , .
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кает предельный переход к его нулевому значению (регуляризованное УП решение) и лучше дер-
жит волновые фронты в сравнении с широко используемой схемой [18]. Такой результат дости-
гается за счет использования высокоточной сеточно-характеристической схемы для расчета яв-
ного упругого шага и предложенной неявной аппроксимации второго порядка для нелинейных
свободных членов.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе исследовано динамическое поведение изотропной и анизотропной упруговязкопла-

стической среды с произвольной функцией вязкости под действием внешней нагрузки. Возни-
кающая система уравнений является полулинейной гиперболической с малым параметром в
знаменателе свободного члена, что не позволяет впрямую применять явные расчетные схемы.
Предложен оригинальный подход, основанный на неявной аппроксимации части системы урав-
нений для девиаторов с нелинейным свободным членом и возможным малым параметром в его
знаменателе. Путем алгебраических преобразований показано, что это приводит к явному рас-
четному алгоритму, обладающему вторым порядком аппроксимации по времени.

Полученные решения неявной аппроксимации 2-го порядка для девиаторов напряжений
упруговязкопластической системы уравнений допускают предельный переход при стремлении
времени релаксации к нулю. Корректировочные формулы, полученные таким предельным пере-
ходом, можно трактовать как регуляризаторы численных решений упругопластических систем.

Для получения промежуточного численного решения линейной упругой задачи в работе ис-
пользован сеточно-характеристический метод на параллелепипедных расчетных сетках. Он поз-
воляет обеспечить повышенный порядок аппроксимации, совместно с отсутствием сильных ос-
цилляций даже на разрывных решениях.

Получено численное решение трехмерной задачи о мгновенном приложении сжимающей и
сдвиговой нагрузок к упруговязкопластическому полупространству. Продемонстрированы со-
хранение точности разрешения фронта упругой волны и повышение точности разрешения
фронта пластической волны. Дальнейшие исследования могут быть направлены на применение
рассмотренных в работе моделей и численных методов в обратных сейсмических задачах [28].
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