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Рассмотрены пространственно-трехмерные модели процессов транспорта взвесей в при-
брежных морских системах. Данные процессы имеют ряд характерных особенностей: высо-
кую концентрацию взвесей (например, при осуществлении дампинга грунта на дно), значи-
тельное превышение ареала распространения взвесей по отношению к глубине акватории,
сложный гранулометрический (многофракционный) состав взвеси, взаимные переходы
между отдельными фракциями. Для описания распространения взвесей могут быть исполь-
зованы начально-краевые задачи диффузии–конвекции–реакции. Предлагается на времен-
ной сетке, построенной для исходной непрерывной начально-краевой задачи, выполнить
преобразование правых частей с “запаздыванием”, чтобы для функций – концентраций
взвесей, входящих в правые части уравнений задачи и не относящихся к той фракции, для ко-
торой сформулирована начально-краевая задача для уравнения диффузии–конвекции, зна-
чения этих концентраций определялись на предыдущем временном слое. Такой подход поз-
воляет упростить последующую численную реализацию каждого из уравнений диффузии–
конвекции. Кроме того, если число фракций три и более, появляется возможность на каждом
временном шаге организовать независимое (параллельное) вычисление каждой из концен-
траций. Ранее были определены достаточные условия существования и единственности ре-
шения начально-краевой задачи транспорта взвесей, а также построена и исследована кон-
сервативная устойчивая разностная схема, которая численно реализована для модельных и
реальных задач. В настоящей работе приведены результаты исследования сходимости реше-
ния преобразованной “с запаздыванием” задачи к решению исходной начально-краевой за-
дачи транспорта взвесей. Доказано, что разности решений начально-краевых задач (исход-
ной и преобразованной, с “запаздыванием” в функциях правых частей на временной сетке)
стремятся к нулю при стремлении параметра  (шага временной сетки) к нулю со скоростью

 в норме гильбертова . Библ. 24.

Ключевые слова: пространственно-трехмерная модель, транспорт многофракционных взве-
сей, взаимные превращения фракций, процессы диффузии–конвекции–осаждения, оценки
решений в L2.
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1. ВВЕДЕНИЕ
При моделировании прибрежных систем весьма часто возникают задачи конвекции–диффу-

зии–осаждения (переноса) взвесей, которые могут состоять из нескольких фракций. Эти задачи
могут быть поставлены в связи с проведением дноуглубительных работ, прогнозированием эро-
зии берега, образованием наносов, оценкой антропогенных воздействий на прибрежные экоси-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта № 23-21-00509), https://rscf.ru/project/23-21-00509/.

τ
( )τO 2L

УДК 519.634

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
ФИЗИКА



1722

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 10  2023

СИДОРЯКИНА, СУХИНОВ

стемы (см. [1–4]). Для их решения обычно требуется информация о процессах транспорта взве-
сей для конкретных участков водных объектов, а также прогностические модели, позволяющие
упростить и предсказать результат конкретных ситуаций и действий (см. [5, 6]).

Понимание процессов транспорта взвесей и возможности их моделирования значительно
продвинулись за последние десятилетия (см. [7–10]): появились все более точные, миниатюрные
и более дешевые приборы для получения и обработки полевых или лабораторных данных; ши-
рокое распространение получила интеграция численных моделей; бесплатные или дешевые
спутниковые данные становятся все более адаптированными, точными и многочисленными.
Значительны достигнутые результаты в области построения математических моделей транспор-
та взвесей и их теоретического анализа (см. [11–14]).

В настоящей работе авторами представлена пространственно-трехмерная модель транспорта
взвесей, учитывающая следующие физические параметры и процессы: скорость движения вод-
ной среды, многофракционный состав взвесей, конвекцию, диффузию и осаждение частиц, вза-
имный переход (преобразование) частиц, имеющих различную гидравлическую крупность и др.
В основе математической модели транспорта взвесей лежит система уравнений с частными про-
изводными параболического типа с младшими производными и функциями источников, число
которых равно количеству фракций взвешенного вещества. Проведение исследований постро-
енной задачи базируется на использовании временной сетки и преобразовании с “запаздывани-
ем” правых частей уравнений, при отнесении функций (определяющих концентрацию взвесей
различных фракций, участвующих в формировании правых частей уравнений и не фигурирую-
щих в левых частях уравнений, т.е. в членах, описывающих диффузию–конвекцию–осаждение)
к предыдущему временному слою. Ранее были доказаны существование и единственность реше-
ния начально-краевой задачи транспорта взвесей (см. [15‒17]). Целью настоящей работы явля-
ется исследование сходимости решения построенной задачи с “запаздыванием”, когда концен-
трации фракций, не входящие в левую часть уравнений диффузии, вычисляются на правом кон-
це предыдущего шага по времени, к решению исходной начально-краевой задачи транспорта
взвесей в норме гильбертова пространства  при стремлении шага временной сетки к нулю.

Предлагаемый подход дает возможность построить параллельный алгоритм решения каждой
из отдельных задач диффузии–конвекции в пределах временного шага, с необходимостью обме-
нов сеточной информацией по получению финальных на данном временном слое значений се-
точных функций между параллельными вычислительными процессами, что позволяет суще-
ственно уменьшить временные затраты на обмены информацией.

2. ПОСТАНОВКА НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ТРАНСПОРТА 
МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ ВЗВЕСЕЙ

Будем использовать прямоугольную декартовую систему координат 
Процесс транспорта взвесей рассматриваем на примере некоторого водного объема, который

вмещает трехмерная область . Область  водоема представляет собой цилиндрическую об-
ласть, боковая поверхность которой образована движением вертикальной оси вдоль кусочно-
гладкой замкнутой линии , ограничивающей данную поверхность , представляющей собой
гладкую поверхность, “крышка” области  в выбранной системе координат . Ниж-
нее основание  – невозмущенная свободная поверхность водоема, точнее та ее часть, которая
“вырезается” при движении направляющей (параллельной оси ) на плоскости . Будем
обозначать цилиндрическую поверхность, заключенную между  и , как . Таким образом,
замыкание области , где 

Пусть в области  находится взвесь многофракционного состава. Для упрощения выкладок
будем рассматривать взвесь, состоящую из трех фракций (постановка задачи для общего случая
представлена, например, в [18, 19]). Ограничение, накладываемое на количество фракций, не
влияет на общую идею получения представленного в работе результата.

Система уравнений, описывающая концентрацию отдельных фракций взвешенного веще-
ства, будет выглядеть следующим образом:

(1)
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В уравнениях (1) используются следующие обозначения:  – концентрация ча-
стиц взвеси r-го типа в точке  и в момент времени ;  – компоненты вектора скоро-
сти движения водной среды;  – гидравлическая крупность частиц r-го типа;  – коэф-
фициенты горизонтальной и вертикальной турбулентной диффузии частиц r-го типа соответ-
ственно.

Функции правых частей имеют вид

(2)

где  – коэффициенты, определяющие интенсивность превращения частиц r-го типа в
-й и -й тип соответственно,  ,  – мощность внешнего источника частиц

r-го типа.
Граничные и начальные условия для уравнений (1) формулируются следующим образом:
– начальные условия при времени 

(3)

– граничные условия, считая, что осаждение частиц взвесей на дно необратимо,

(4)

(5)

где  – проекция вектора скорости на внешнюю нормаль n к границе,  – известные значения
концентрации;

(6)

(7)

Решение задачи (1)–(7) отыскивается в некоторой заданной области  непрерыв-
ного изменения аргументов, представляющей собой четырехмерный цилиндр с образующими
параллельными оси времени .

Будем предполагать, что выполняются необходимые по ходу изложения требования к гладко-
сти участвующих в уравнениях (1) функций, которые будут конкретизированы в конце статьи.

Из предположения, что существует классическое решение задачи (1)–(7), в [13, 14] сформу-
лированы достаточные условия его единственности, а также непрерывной зависимости решения
от входных данных: от функций начального условия, граничных условий и правой части.

3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ С “ЗАПАЗДЫВАНИЕМ” НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ТРАНСПОРТА МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ ВЗВЕСЕЙ

Для того чтобы провести преобразование с “запаздыванием” задачи (1)–(7) с учетом началь-
ных и граничных условий, построим на временном отрезке  равномерную сетку с
шагом :

Будем использовать следующую договоренность в обозначениях: переменные для рассматри-
ваемых функций концентрации взвесей указываться не будут там, где подразумеваются “непре-
рывные” переменные , если же данные функции определяются в фиксированный мо-
мент времени или это требует смысл проводимых рассуждений, то они будут указываться непо-
средственно.
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На временной сетке  для исходной непрерывной начально-краевой задачи (1)–(7) выпол-
ним преобразование с “запаздыванием” так, чтобы функции – концентрации взвесей, входящие
в правые части уравнений (1) задачи, определялись на предыдущем временном слое.

На каждом шаге времени номера ,  рассматриваются преобразованные
уравнения (1), решениями которых являются функции  :

(8)

где  ‒ финальное значение концентрации частиц взвесей r-го типа, рассчитанное
на предыдущем временном слое  .

Если , то в качестве  достаточно взять функцию начального условия, т.е.

. Если же , то функции  предпо-
лагаются известными, поскольку предполагается решенной задача (1)−(7) для предыдущего вре-
менного промежутка .

К уравнениям (8) добавим начальные условия вида

(9)

а также граничные условия, аналогичные условиям (3)–(7).
Для всех t, , , имеем

(10)

(11)

(12)

(13)

4. ИССЛЕДОВАНИЕ БЛИЗОСТИ РЕШЕНИЙ ПРЕОБРАЗОВАННОЙ 
И ИСХОДНОЙ ЗАДАЧ ТРАНСПОРТА МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ ВЗВЕСЕЙ

Представим исходную задачу (1)–(7) в виде цепочки связанных начально-краевых задач, по-
строенных на каждом временном слое  номера  сетки . В этом случае
уравнения (1) будут иметь вид

(14)

Для краткости не будем приводить определение функций  на каждом промежутке времени
, считая, что , . Начальные и граничные условия для уравне-

ний (14) определяются очевидным образом из выражений (3)–(7).
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Убедимся в том, что на каждом временном слое , , решение уравнения
(14) соответствующим образом стремится к решению уравнения (8) при ,  в норме
пространства .

Введем обозначения , , .
Дальнейшие рассуждения будут относиться к отдельным типам фракций. Более детально рас-

смотрим случай .

Пусть , где  – мощность источников частиц первого типа на вре-

менном промежутке  (очевидно, для исходной и преобразованной с “запаздыванием”
задач мощность источника частиц одинакова).

Вычтем из первого уравнения (14) для  первое уравнение, содержащее  из системы (8),
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Будем предполагать, что каждая из функций  и  интегрируема “с квадратом” в области 
для всех .

Умножим скалярно обе части уравнения (15) на функцию  и проинтегрируем сначала по
пространственным переменным, а затем по временной переменной  от  до . После пере-
группировки слагаемых получим

(21)

С учетом тождества  преобразуем первое слагаемое из левой ча-
сти равенства (21):

(22)

Заметим, что в выражении (22) порядок интегрирования изменен в силу теоремы Фубини
(см. [21]).

Используя формулу (теорему) Гаусса, преобразуем второе слагаемое в левой части равенства
(21) с учетом граничных условий (17)–(20). Для удобства введем обозначение

где  ‒ совокупность всех , определенных на границе , таких что .
Имеем

(23)

где .

Преобразуем третье слагаемое, стоящее в левой части равенства (21).
С этой целью используем равенство, которое можно считать первой формулой Грина приме-

нительно к нашей задаче:
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Пусть , ,  есть максимальные размеры области  по направлениям координатных осей
,  и  соответственно:

где  – евклидова функция расстояния в . Тогда имеют место неравенства Пуанкаре

(25)

(26)

где .

С учетом соотношений (22)–(26) от равенства (21) переходим к неравенству вида

(27)

Далее обратимся к интегралу, стоящему в правой части неравенства (27). В результате его вы-
числения получаем (см. [22])

(28)
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где , .
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С учетом выражений (29) и (30), а также вводимого обозначения 

 , для равенства (28) получаем

(31)

Привлекая неравенство вида , в соотношении (31) получим

(32)

где . С учетом равенства (32) выражение (31) можно представить в виде
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(34)

Пусть выполняется условие

(35)

( )−
− =1

2 1, , ,n
nz x y z t

( ) ( )− −
− −= − 1 1

2 1 2 1, , , , , , ,n n
n nc x y z t c x y z t = +2,..., 1n N

( ) ( )( )

( ) ( )

−

− −

− −
−

− −
− −

 
α − ≤ 

 

   
≤ α + α −   

   

 

   


1

1 1

1 1
2 2 2 1 1

1 1
2 2 1 1 2 2 1 1

, , , , , ,

, , , .

n

n

n n

n n

t
n n n

n
t G

t t
n n n n

n n
t G t G

c x y z t c x y z t z dG dt

z x y z t z dG dt M t t z dG dt

+≤
2 2

2
a bab

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
− −

− −

− −
− −

− −
− −

   
α + α − ≤   

   

    α α≤ + + − + =    
    

   

   
1 1

1 1

1 1
2 2 1 1 2 2 1 1

2 2 221 12 2
2 1 1 2 1 1

, , ,

, , ,
2 2

n n

n n

n n

n n

t t
n n n n

n n
t G t G

t t
n n n n

n n
t G t G

z x y z t z dG dt M t t z dG dt

z x y z t z dG dt M t t z dG dt

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

− −

− −

− −
− −

− −
−

    α α= + − +    
    

 α α+ + = + 
 

   

  
1 1

2
1 1

2 21 12 2
2 1 2 1

2 21 12 2
2 1 2 1

, , ,
2 2

1 , , ,
2 2

n n

n n

n n

n n

t t
n n

n n
t G t G

t t
n n n

n L G
t G t

z x y z t dG dt M t t dG dt

M z dG dt z x y z t dt

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

− −

−

− −
−

− − −
−

 α α+ − + + = 
 

 α α α= τ + τ ≡ + +  
 

  

  
1 1

2
1

221 12 2
2 1 2 1

221 3 1 12 2 2
2 1 2 2 1

mes 1
2 2

, , , mes 1 ,
2 6 2

n n

n n

n

n

t t
n n n

n
t t G

t
n n n n

n L G
G t G

M G t t dt M z dG dt

z x y z t M G dG M z dG dt

≡ mes
G

G dG

( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )

−

−

− −
−

− − −
−

 
α − ≤ 

 

 α α α≤ τ + τ + +  
 

 

 


1

2
1

1 1
2 2 2 1 1

221 3 1 12 2 2
2 1 2 2 1

, , , , , ,

, , , mes 1 .
2 6 2

n

n

n

n

t
n n n

n
t G

t
n n n n

n L G
t G

c x y z t c x y z t z dG dt

z x y z t M G M z dG dt

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

+− −

−

+ +

ΣΣ

−

− −
−

   
+ Σ + Σ +        

     α+ μ + + μ − + + β − γ ≤          

≤ + α τ

   

 v

2
1 1

min

1

2

2 22
1 1 1 1

212
1 1 2 1 1max 12 2 2

21 1
1 1 2 2

, , , 2

1 1 12 4 4 1
2

, , , ,

n n

L G
n n b

n

n

L G

t t
n n n

n n g b
t t

t
n n n

h
x y z t G

n n
n

z x y z t u z d dt w z d dt

M z dG dt
L L L

z x y z t z x( )
( )

−
−

α+ τ
2

2 3 12
1 2, , mes .

3
n

n L G
y z t M G

( )−  αμ + + μ − + + β − γ >  
 

v min

12
1 1 2 1 1max2 2 2

1 1 14 4 1 0.
2

n n
h

x y z

M
L L L



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 10  2023

ПОСТРОЕНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ БЛИЗОСТИ РЕШЕНИЙ 1729

В силу выполнения условия (35) можно утверждать, что все слагаемые, содержащие интегра-
лы, стоящие в левой части неравенства (34), будут неотрицательными, а потому в дальнейшем
мы можем ими пренебречь (рассматриваемое неравенство при этом только усилится). На осно-
вании сказанного, соотношение (34) можно представить в виде

(36)

где .

Аналогично случаю  могут быть получены оценки для  и .

А именно,
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где
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получить для различных значений  , неравенства

из которых следуют оценки
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в области  с достаточно гладкой границей  ( – поверхность, пред-
ставляющая “крышку” области ,  – невозмущенная свободная поверхность водоема,  – цилин-
дрическая поверхность, заключенная между  и  с начальными и граничными условиями (3)−(7). В
отношении функций, участвующих в уравнениях (39), примем следующие требования гладкости:

(40)

а также выполняются условия согласованности граничных и начальных условий.
Пусть далее на временной сетке  поставлена начально-краевая

задача вида

(41)

с начальными и граничными условиями, аналогичными условиям (9)−(13). Для начально-краевой зада-
чи (41) выполняются требования, указанные в соотношениях (40). Тогда при выполнении условий

имеют место оценки

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье рассматривается нестационарная пространственно-трехмерная математическая мо-

дель транспорта многокомпонентной взвеси, для которой поставлена начально-краевая задача и
проведено ее преобразование на временной сетке с шагом  с “запаздыванием”, когда концен-
трации фракций, присутствующие в правых частях уравнений и не входящие в их левые части
уравнений конвекции–диффузии, вычисляются на правом конце предыдущего шага по време-
ни. В результате получена цепочка начально-краевых задач, связанных по начальным–конеч-
ным данным на каждом шаге временной сетки. Доказана сходимость решений преобразованной
системы к решению исходной задачи в норме гильбертова пространства  со скоростью 
при 

На основе данного преобразования исходной системы могут быть построены монотонные
разностные схемы модели транспорта многокомпонентной взвеси, для которых будет выпол-
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няться сеточный принцип максимума, позволяющий установить устойчивость схемы по началь-
ным данным, по граничным условиям, а также по правой части уравнения. Также данное преоб-
разование дает возможность построить параллельный алгоритм решения каждой из отдельных
задач диффузии–конвекции в пределах временного шага с необходимостью обменов сеточной
информацией по получению финальных на данном временном слое значений сеточных функ-
ций между параллельными вычислительными процессорами, что позволяет существенно умень-
шить временные затраты на обмены информацией.

Также заметим, что рассматриваемые в работе вычислительные алгоритмы могут быть ис-
пользованы и для описания ряда других физических процессов. Одна из потенциальных обла-
стей применения связана с процессами, происходящими в прискважинной зоне. При бурении
скважины взвесь частиц бурового раствора проникает в пористую геологическую среду. Ввиду
осаждения частиц на стенки поровых каналов происходит их сужение, снижается проницае-
мость среды (см. [23, 24]). Для описания физики задачи может быть использована система диф-
фузии–конвекции–реакции и схемы, предложенные авторами после их обобщения на криволи-
нейные расчетные сетки.
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