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Метод дискретных источников адаптирован для исследования проявления поверхностных
квантовых эффектов, основанных на мезоскопических граничных условиях с параметрами
Фейбельмана. Проводится сравнительный анализ влияния объемных эффектов нелокально-
сти в рамках теории обобщенного нелокального отклика и поверхностных эффектов на оп-
тические характеристики золотых и серебряных наночастиц. Установлено, что если учет эф-
фекта нелокальности для благородных металлов всегда сопровождается снижением амплиту-
ды и сдвигом в коротковолновую область, то влияние поверхностного эффекта существенно
зависит от геометрии частиц. При этом мезоскопические граничные условия в значительной
степени восстанавливают амплитуду плазмонного резонанса по сравнению с объемным эф-
фектом нелокальности. Это различие особенно заметно при сравнительном анализе коэффи-
циента усиления поля на поверхности частиц. Также установлено существенное отличие в
поведении плазмонного резонанса для золотых и серебряных частиц для случая мезоскопи-
ческих граничных условий. Библ. 27. Фиг. 6.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Классическая теория Максвелла применительно к исследованию оптических свойств метал-

лических структур нашла широкое применение в плазмонике, способствуя успешному описа-
нию особенностей взаимодействия света с веществом в масштабах выше 10 нм [1]. Углубленное
исследование наноплазмонных структур позволило обнаружить множество оптических эффек-
тов, одним из которых является локализованный поверхностный плазмонный резонанс (ПР).
ПР способен на порядки усиливать поля и концентрировать энергию в объемах, намного пре-
восходящих рэлеевский оптический предел. Подобные эффекты имеют фундаментальное значе-
ние для развития новых технологий, включая обнаружение и терапию онкологических образо-
ваний, исследования свойств отдельных молекул, разработку резонаторов плазмонного нанола-
зера, а также создание конгломератов, позволяющих концентрировать и удерживать солнечную
энергию [2].

Вместе с тем современное развитие прорывных технологий нанопроизводства ведет к необхо-
димости манипулировать наноразмерными структурами размерами 1–10 нм [3]. В таком мас-
штабе описание происходящих процессов посредством классической теории Максвелла оказы-
вается недостаточным, так как она дает лишь качественную картину наблюдаемых явлений. Это
связано прежде всего с возникновением таких квантовых эффектов, как нелокальность и кон-
центрация свободных электронов вблизи и внутри плазмонного металла [4, 5]. Следует отметить,
что существующие чисто квантовомеханические подходы практически неприменимы для пол-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ и в рамках реализации программы Московского
центра фундаментальной и прикладной математики (соглашение 075-15-2022-284).
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ного описания подобных эффектов в плазмонном материале реальных наноструктур [5]. Напри-
мер, даже после значительных приближений и упрощений очень хорошо зарекомендовавшая се-
бя теория функционала плотности, зависящей от времени (TDDFT) [6], не позволяет исследо-
вать металлические наночастицы размером более нескольких нанометров [7].

В связи с этим было предложено множество методов, основанных на квазиклассических тео-
риях, для описания квантовых эффектов в целях исследования плазмонных объектов мезоско-
пического масштаба с характерной длиной от 1 до 10 нм [8]. Среди этих теорий наибольшее рас-
пространение получила гидродинамическая теория Друде [4] и ее обобщение – теория обобщен-
ного нелокального отклика (GNOR) [9]. В частности, GNOR вместе с граничными условиями
непротекания для тока на границе раздела металл–диэлектрик способна учитывать эффект не-
локальности и поверхностное затухание Ландау. Однако даже теория GNOR, учитывающая эф-
фект нелокальности, не описывает выброс электронов за пределы металла [10].

В последнее время был разработан подход, позволяющий учитывать квантовые эффекты в
диапазоне 1–10 нм, так называемом мезоскопическом масштабе. Он оперирует функциями по-
верхностного отклика (SRF) – d-параметрами Фейбельмана  и  [11, 12]. При этом веществен-
ные части  и  описывают положение центра масс индуцированного заряда и плотности тока
вблизи границы металла соответственно, тогда как их мнимые части вносят вклад в поверхност-
ное поглощение и затухание. Использование функций поверхностного отклика направлено на
то, чтобы учесть доминирующие квантовые явления вблизи поверхности, при этом рассмотре-
ние взаимодействия света и вещества в объеме плазмонного металла производится в рамках
классической теории Максвелла [13, 14]. Недавно -параметры были успешно включены в гра-
ничные условия для электромагнитных полей с целью учета доминирующего неклассического
поверхностного оптического отклика [13]. Этот подход имеет большое значение при изучении
плазмонных систем мезоскопического масштаба, поскольку он значительно повышает эффек-
тивность вычислений по сравнению с трудоемким подходом TDDFT [15, 16]. Следует отметить,
что функции поверхностного отклика представляются одним из многообещающих путей пре-
одоления разрыва между чисто квантово-механическими подходами и феноменологическими
моделями квантовой наноплазмоники [17, 18].

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ В РАМКАХ ТЕОРИИ 
ОБОБЩЕННОГО НЕЛОКАЛЬНОГО ОПТИЧЕСКОГО ОТКЛИКА (GNOR)

Будем рассматривать задачу дифракции поля плоской электромагнитной волны  на
однородной осесимметричной плазмонной наночастице с внутренней областью  и внешней

, разделенных гладкой замкнутой поверхностью . Будем предполагать, что все среды немаг-
нитные, а зависимость от времени выбрана в виде .

Суть теории нелокальности состоит в том, что локальная связь между электрическим полем и сме-
щением  преобразуется в интегральную .

Последнее обстоятельство влечет за собой возникновение в  продольного поля 

вдобавок к классическому поперечному . Таким образом, поле внутри частицы 

представляется в виде суммы поперечного и продольного полей . Можно показать,
что эти поля внутри  удовлетворяют следующим уравнениям Гельмгольца:

(1а)

Во внешней области рассеянное поле  удовлетворяет классической системе уравнений
Максвелла

(1б) 

На поверхности частицы имеют место условия сопряжения для тангенциальных компонент
полей

(1в)
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с дополнительным граничным условием на поверхности металл–диэлектрик, которое формули-
руется как обращение в нуль нормальной компоненты тока проводимости и может быть преоб-
разовано к виду [9]

(1г)

На бесконечности поля удовлетворяют условиям излучения

(1д)

Здесь  – диэлектрические проницаемости сред в соответствующих областях, при этом  = 0,

, ,  – поперечное волновое число, а  продольное. Со-

ответствующие квантовые параметры имеют вид:  – длина корреляции в рамках теории GNOR,

, ,  – плазменная частота металла, ,  –

скорость Ферма,  – скорость затухания Друде,  – коэффициент диффузии электронов в металле.
В случае, когда  теория GNOR переходит в гидродинамическую теорию Друде [4].

Таким образом, математическая постановка граничной задачи дифракции в рамках теории
GNOR включает в себя уравнения Гельмгольца внутри  (1а), систему уравнений Максвелла вне
рассеивателя (1б), условия сопряжения для тангенциальных компонент полей на границе 
(1в), плюс дополнительное граничное условие (1г) и условия излучения на бесконечности (1д).
Мы будем полагать, что граничная задача (1) разрешима единственным образом. Для случая сфе-
ры это может быть установлено аналитически [4].

3. ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ДИФРАКЦИИ С МЕЗОСКОПИЧЕСКИМИ
ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

В данном случае математическая постановка задачи дифракции может быть записана в следу-
ющем виде:

(2а)

(2б)

(2в)

Здесь  – параметры Фейбельмана (ПФ). Формально они определяются следующим обра-
зом:

где  – плотность индуцированных поверхностных зарядов, а  – токов. Уместно от-
метить, что для случая границы раздела сред металл–диэлектрик параметр Фейбельмана 
[15]. Параметр  представляет собой комплексную функцию, зависящую от длины падающей
волны. Его действительная часть описывает положение центроида индуцированных зарядов по
отношению к границе, а мнимая отвечает за поглощение энергии вблизи поверхности (затухание
Ландау) [18].

Как и в предыдущем случае, будем полагать, что граничная задача (2) имеет единственное ре-
шение. Для случая однородной сферы это установлено в [14].
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4. МЕТОД ДИСКРЕТНЫХ ИСТОЧНИКОВ

Для построения приближенных решений граничных задач (1) и (2) мы используем метод дис-
кретных источников (МДИ) [19, 20], который представляет собой строгий полуаналитический
поверхностно ориентированный метод. В рамках МДИ представление для поля строится как ко-
нечная линейная комбинация распределенных мультиполей низшего порядка [21], удовлетворя-
ющая уравнениям Максвелла (Гельмгольца) везде вне разрывов среды и условиям излучения
Сильвера-Мюллера на бесконечности в явном аналитическом виде. Соответствующие амплиту-
ды дискретных источников определяются из граничных условий, заданных на поверхности ча-
стицы. Основное преимущество МДИ состоит в том, что он позволяет оценивать погрешность
полученного решения путем вычисления невязки полей на поверхности частицы. Последнее об-
стоятельство позволяет с заданной точностью рассчитывать оптические характеристики полей
вблизи поверхности частиц. Кроме того, мы хотели бы подчеркнуть, что МДИ весьма удобен для
анализа задачи рассеяния с мезоскопическими граничными условиями (2), потому что не требу-
ется никаких дополнительных усилий для учета дифференциального оператора в граничных
условиях. Так как в рамках МДИ поля вблизи поверхности частицы представляют собой анали-
тические функции, можно вычислять производные любого типа и порядка.

Начнем с построения приближенного решения граничной задачи (1) для случая р-поляриза-
ции падающей плоской волны. Именно в этом случае возникает наиболее заметный ПР [20]. По-
ле внешнего возбуждения может быть записано в виде

(3)

где  а  – декартов базис.

Будем строить поперечные поля в областях  на основе векторных потенциалов, индуциро-
ванных источниками, распределенными вдоль оси симметрии рассеивателя. Потенциалы могут
быть записаны, см. [22], в виде
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на основе скалярных потенциалов, которые удовлетворяют уравнению Гельмгольца вида (1а):
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Тогда конкретные представления для поперечных и продольных полей в случае р-поляриза-
ции приобретают следующий вид:

(6)

( ) ( ) ( )= θ + θ χ = − ε χ0 0 0 0cos sin , , , ,  P
x z e yx z x zPE e H ee

( ) ( ){ }χ = − θ − θ = ε0 0, exp sin cos ,     ,e e ex z jk x z k k ( ), ,x y ze e e

,i eD

( ) ( )[ ] ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( )[ ]{ } ( )

α α α
ρ

α α α α α
ρ

= + − + =

= + ϕ + + =

1,
φ

2, 3,α
φ 0

ζ, cos 1 φ sin 1 φ ; α , ;

ζ, sin 1 cos 1 φ ; ζ, .

mn m n

mn m n n n z

Y z m m i e

Y z m m Y z

A e e

A e e A e

( ) ( ) ( ) ( ) ( )   ρ ρζ = ζ =   
   
   

2
,, ;   , ;e i

n n
e i
n n

m m

e e i ie
m n m e s m n m iz z

z z

kY z h k R Y z j k R
R R

( )2
mh mj

= εi ik k ( )ζ = ρ, z ρ = +2 2 2x y ( )= ρ + − 22 2
nz nR z z { } αα

=1

mN

n n
z

 iD

( ) ( )[ ] ( )
+

+

 ρΨ = + ϕ Ψ = 
 
 

1

1 0cos 1 ,   .i i
n n

i
n

m

P
mn m L n Lz z

z

j k R m j k R
R

α α
α α α α α α

α
α α α= = =

α α
= = =

 = + + ε ε ε 

= ∇Ψ + ∇ = α =

 

 

0

0

M
1, 2, 3,

,
m 0 1 1

M
 

n
m 0 1 1

rotrot rot rotrot ;

Ψ ;  rot ,    , . 

m

m
L L

N N
N
T mn mn mn mn n n

n n

N N
N L P L N N
L mn mn n

n n

j j jp q r
k k

jp r i e
k

E A A A

E H E 



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 11  2023

АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ КВАНТОВЫХ ЭФФЕКТОВ 1915

Легко убедиться, что построенные поля удовлетворяют всем условиям граничной задачи (1)
за исключением граничных условий (1в), (1г). Неизвестные амплитуды дискретных источников

 как раз и определяются из этих граничных условий.

Что касается приближенного решения граничной задачи (2), то оно имеет вид (6), но без про-
дольного поля, т.е. остаются только представления для полей .

Остановимся кратко на схеме численного алгоритма. Он включает в себя несколько этапов.

АЛГОРИТМ

Шаг 1. Проводится разложение в ряд Фурье по ϕ плоской волны  и выбирается число
членов ряда, достаточное для аппроксимации на поверхности.

Шаг 2. Поскольку приближенное решение (6) представляет собой конечную сумму ряда Фу-
рье и поверхность рассеивателя осесимметрична, поверхностная аппроксимация полей перехо-
дит в последовательное решение задач аппроксимации их фурье-гармоник на образующей.

Шаг 3. Для решения одномерной задачи аппроксимации используется обобщенный метод
коллокаций [23]. Для этого выбираются точки на образующей, в которых сшиваются гармоники
полей, причем число этих точек выбирается в 2–4 раза больше, чем суммарное число источников
для каждой гармоники. Таким образом, матрицы оказываются переопределенными.

Шаг 4. Амплитуды определяются как нормальные псевдорешения соответствующих систем.
При необходимости вычисляется невязка полей на поверхности в сеточной норме L2.

Как только определены амплитуды дискретных источников для внешнего поля, можно вы-
числять интересующие характеристики рассеяния. Важной характеристикой, описывающей ре-
акцию рассеивателя на внешнее возбуждение, служит диаграмма направленности рассеянного
поля. Она определяется, см. [24], в виде

Следуя асимптотике рассеянного поля (6), компоненты  диаграммы направленности для
р-поляризации принимают следующий вид:

(7)

Наш основной интерес будет связан с анализом поведения сечения экстинкции

(8)

которое показывает, какую часть энергии плоской волны забирает частица на поглощение и рас-
сеяние. Кроме того, мы будем вычислять коэффициент усиления поля на поверхности частицы

:

(9)

Напомним, что МДИ позволяет вычислять ближние поля, компоненты диаграммы рассеяния
и сечение экстинкции с учетом ЭН в аналитическом виде [25].
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5. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Перейдем к обсуждению результатов математического моделирования. Соответствующие кван-

товые параметры для золота и серебра в рамках модели GNOR будут выбираться равными [20]

Au: 

Ag: 
Несмотря на то что теория GNOR адекватно описывает происходящие явления и ее результа-

ты сопоставимы с измерениями и другими подходами [10], сами авторы теории считают, что она
нуждается в некоторой коррекции [26]. В этой работе исследуется связь коэффициента диффу-
зии с индуцированными поверхностными зарядами, описываемыми ПФ. В результате было по-
лучено следующее соотношение:

(10)
Отсюда непосредственно следует, что коэффициент диффузии, который изначально прини-

мал постоянное значение, может зависеть от длины волны. Мы будем ссылаться на него, как на
динамический коэффициент диффузии (D-din). На фиг. 1 представлены экспериментально из-
меренные [27] значения действительной и мнимой частей параметра Фейбельмана  для золота
в зависимости от длины волны. Можно видеть значительные изменения этого параметра в диа-
пазоне от 400 до 600 нм.

При представлении численных результатов будут исследованы следующие модели.
• Классическая теория Максвелла – локальный случай (LRA).
• Теория GNOR с постоянным коэффициентом диффузии D.
• Модифицированная теория GNOR с динамическим коэффициентом диффузии (D-din).
• Модель с мезоскопическими граничными условиями, описываемыми параметрами Фей-

бельмана (SRF).
Будем исследовать задачу дифракции плоской волны р-поляризации на сфероидальной ча-

стице эквиобъемного диаметра D = 10 нм. Пусть частица располагается в воде с показателем пре-
ломления . Мы рассмотрим вытянутый сфероид с соотношением продольной и попе-
речной осей 1 : 3 (r = 3.0) и сплюснутый сфероид с соотношением осей 3 : 1 (r = 3.0). Во всех слу-
чаях плоская волна падает таким образом, чтобы вектор электрического поля был параллелен
большей оси сфероида.

На фиг. 2 показано сечение экстинкции в зависимости от длины волны падающего излуче-
ния, рассчитанное в рамках классической теории Максвелла (локальный отклик) и модели SRF
для двух различных значений параметра Фейбельмана. В данном случае результаты, полученные
с помощью МДИ, сравнивались со значениями, которые даeт обобщенная неклассическая тео-
рия Ми [14] для сферической золотой частицы диаметром D = 10 нм. Отметим полное соответ-

ω = γ = = × = ×� � v
12 8 2

F9.02 eV, 0.071 eV, 1.39 10 μм c,   8.62 10 μм c.p D

ω = γ = = × μ = × μ� � v
12 8 2

F8.99 eV,   0.025 eV,  1.39 10 м c,   9.62 10 м c.p D

( ) ( )( )⊥ω = β ω4 2  Im .D d

⊥d

= 1.33en

Фиг. 1. Зависимость действительной и мнимой частей параметра Фейбельмана  от длины волны.
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ствие результатов МДИ и теории Ми. В то же время наблюдается существенное отличие графи-
ков, соответствующих различным значениям параметра Фейбельмана: при  = +0.5 нм макси-
мальное значение кривой SRF оказывается почти вдвое больше, чем у кривой LRA, при этом

⊥d

Фиг. 2. Сечение экстинкции золотой сферы диаметром 10 нм, расположенной в полученное в рамках мо-
делей LRA и SRF методом дискретных источников и с помощью теории Ми.

���	
�
�	�5

	

��		
�
�	�5

��		
�
�	�4


��	
�
�	�5

0.475 0.500 0.525 0.550 0.575 0.6000.450

d� = �0.5 nm
LRA

SRF, DSM
SRF, Mie

SRF, DSM
SRF, Mie

d� = 0.5 nm

�, �m

� e
xt

, �
m

2

2SiO ,  

Фиг. 3. Сечение экстинкции (a) и коэффициент усиления (б) золотой сферы диаметром 10 нм, расположенной
в воде. Сравнение результатов, полученных в рамках моделей LRA, GNOR, D-din и SRF.
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максимум смещается в сторону длинных волн, а при  нм, график SRF, наоборот, имеет
сниженное значение максимума, который сдвигается в сторону коротких волн.

На фиг. 3 представлены графики для сечения экстинкции (8) и коэффициента усиления (9),
построенные для сферической частицы из золота диаметром 10 нм, находящейся в воде, и соот-
ветствующие различным моделям: LRA, GNOR, D-din и SRF. Ближе всего к локальному случаю
(LRA) оказалась кривая SRF, у которой несколько уменьшен и сдвинут влево максимум. Кривые
модели GNOR имеют максимальное значение, примерно на 40% меньше, чем у кривой LRA,
причем учет динамического коэффициента диффузии корректирует максимальное значение в
сторону увеличения по сравнению со стандартной моделью GNOR, использующей постоянное
значение коэффициента. Наблюдается также небольшое смещение максимумов этих кривых в
сторону коротких волн. Указанные особенности проявляются в большей степени на графиках,
соответствующих коэффициенту усиления.

Фигура 4 демонстрирует сравнение аналогичных результатов, полученных в рамках моделей
LRA, GNOR, D-din и SRF для сфероидальной частицы из золота, имеющей эквиобъемный диа-
метр 10 нм, соотношение поперечной и продольной осей 1 : 3 и расположенной в воде. Волна па-
дает перпендикулярно продольной оси, т.е. угол падения  Различия графиков, отмечен-
ные на фиг. 3, проявляются в данном случае намного значительнее, причем в большей степени
для коэффициента усиления. Максимальное значение кривой SRF оказывается почти в два раза

⊥ = −0.5d

θ = °0 90 . 

Фиг. 4. Сечение экстинкции и коэффициент усиления для вытянутого золотого сфероида с соотношением осей
1: 3 и эквиобъемным диаметром 10 нм, расположенного в воде. Угол падения плоской волны –  Срав-
нение результатов, полученных в рамках моделей LRA, GNOR, D-din и SRF.
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меньше, чем в локальном случае (LRA), и сдвигается влево более чем на 25 нм. Снижение мак-
симумов на графиках GNOR и D-din оказывается еще больше – более 4 раз по сравнению со зна-
чением LRA для коэффициента усиления, но сдвиг влево получается меньше – около 10 нм.

На фиг. 5 показаны результаты сравнения моделей LRA, GNOR, D-din и SRF для сфероидаль-
ной частицы из золота с эквиобъемным диаметром 10 нм и соотношением поперечной и про-
дольной осей 3 : 1. В данном случае волна падает перпендикулярно поперечной оси сфероида под
углом  В отличие от предыдущего случая, максимум кривой SRF снижается незначитель-
но, но смещается теперь в другую сторону – на несколько нанометров в сторону длинных волн.
Кривые GNOR и D-din демонстрируют значительное расхождение, которого не было ранее.
Учет динамического коэффициента диффузии (D-din) приводит к существенному увеличению
максимального значения по сравнению с традиционной моделью GNOR. При этом обе кривые,
как и на фиг. 4, смещаются на несколько нанометров в сторону коротких волн относительно
LRA.

Рассмотрим теперь различия в результатах моделей LRA, GNOR, D-din и SRF на примере се-
ребряной сфероидальной частицы с эквиобъемным диаметром 10 нм и соотношением попереч-
ной и продольной осей 3 : 1 (фиг. 6). Частица размещена в воде, а плоская волна падает перпен-
дикулярно поперечной оси сфероида под углом  Следует отметить почти полное совпаде-
ние кривых SRF и LRA, что означает очень слабое влияние поверхностных эффектов в серебре.

θ = °0 0 . 

θ = °0 0 . 

Фиг. 5. Сечение экстинкции и коэффициент усиления для сплюснутого золотого сфероида с соотношением
осей 3 : 1 и эквиобъемным диаметром 10 нм, расположенного в воде. Угол падения плоской волны – 
Сравнение результатов, полученных в рамках моделей LRA, GNOR, D-din и SRF.
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Напротив, кривые GNOR и D-din, демонстрирующие влияние объемных эффектов, ведут себя
иначе. Максимум кривой GNOR оказывается в разы меньше, чем у остальных кривых, а учет ди-
намического коэффициента диффузии (D-din) приводит к многократному росту максимальных
значений. В то же время максимумы обеих кривых смещены влево относительно LRA, и больше
всего сдвигается кривая GNOR – примерно на 12 нм.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сформулируем основные результаты статьи.
1. Метод дискретных источников был успешно адаптирован к исследованию квантовых эф-

фектов, основанных на мезоскопических граничных условиях.
2. Сравнительный анализ объемных (GNOR) и поверхностных эффектов (SRF) позволил

установить их существенные отличия. Если учет GNOR для благородных металлов всегда сопро-
вождается снижением амплитуды и сдвигом в коротковолновую область, то проявление эффекта
SRF существенно зависит от геометрии частицы, при этом он в значительной степени восстанав-
ливает амплитуду ПР, сопровождая сдвигом, который может превышать 25 нм. Это различие
особенно заметно при сравнительном анализе коэффициентов усиления поля на поверхности
частицы.

3. Установлено, что различие между классическим случаем (LRA) и мезоскопическим (SRF)
для серебра минимально. Это связано с тем, что для серебра параметр Фейбельмана отличен от
нуля в узком диапазоне длин волн вблизи . В то же время для золота область измене-
ния существенно сдвинута в видимый диапазон  [27].

λ = 250  нм
λ = 450  нм

Фиг. 6. Сечение экстинкции и коэффициент усиления для сплюснутого серебряного сфероида с соотношени-
ем осей 3 : 1 и эквиобъемным диаметром 10 нм, расположенного в воде. Угол падения плоской волны – .
Сравнение результатов, полученных в рамках моделей LRA, GNOR, D-din и SRF.
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