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Рассматривается задача обтекания удлиненного гладкого контура под свободной поверхно-
стью жидкости. Жидкость идеальная несжимаемая весомая. Критические точки разветвле-
ния и схода потока находятся на контуре. Задаются погружение контура и его длина. Исполь-
зуется гипотеза о близости модуля скорости на свободной поверхности к его значению в не-
возмущеном потоке. Применяется нелинейное приближенное выражение интеграла
Бернулли на свободной поверхности, связанное с логарифмированием. Используются две
вспомогательные плоскости, в которых область течения представляет полуплоскость с ис-
ключенным кругом и кольцевую область. Комплексный потенциал определяется в первой
параметрической плоскости с использованием конформного отображения на кольцевую об-
ласть. Выведена система уравнений для нахождения определяющих параметров, для решения
которой применяется минимизация функционала и используется метод итераций по двум
комплексам параметров. Разработаны алгоритм и программа решения системы. Проведены
расчеты гидродинамических характеристик конкретного профиля. Проанализированы ре-
зультаты для коэффициентов волнового сопротивления, подъемной силы, момента и поло-
жения центра контура в зависимости от числа Фруда и циркуляции разного знака. Приведе-
ны примеры расчетов нелинейных волн, образующихся на свободной поверхности при зна-
чительных числах Фруда. Библ. 9. Фиг. 9.
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ВВЕДЕНИЕ

Одна из основных задач математического моделирования в современной гидродинамике –
исследование движения подводных тел со значительными скоростями, что связано с использо-
ванием рек, морей и океанов как транспортных артерий. Однако наибольшее развитие до недав-
него времени имели исследования, основанные на линейной и нелинейной теории волн малой
амплитуды, как, например, работы [1, 2] при не слишком больших числах Фруда. А изучение ин-
тервала больших скоростей ограничивалось изучением обтекания гидродинамических особен-
ностей.

Настоящая работа продолжает исследования, связанные с нелинейной аппроксимацией гра-
ничного условия на свободной поверхности, предложенной О.М. Киселевым и Г.Г. Тумашевым,
основные положения которой представлены в монографии [3]. Движение глубоко погруженного
кругового цилиндра данным методом было численно реализовано О.В. Троепольской в совмест-
ной с О.М. Киселевым работе [4]. В [5, 6] удалось реализовать метод для мало погруженного кру-
гового цилиндра при минимальном расстоянии от поверхности цилиндра до свободной грани-
цы, равном 0.15 длины радиуса. При проведении численных экспериментов обнаружен эффект
уменьшения амплитуды волн при приближении цилиндра к свободной поверхности при опре-
деленных значениях циркуляции. В [7] были продолжены исследования, начатые в [5], и изучал-
ся эллиптический цилиндр небольшого удлинения с произвольным наклоном к горизонтали. В
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настоящем исследовании предлагаются результаты по вытянутому контуру, впервые частично
представленные на конференции (см. [8]).

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим стационарный поток жидкости со свободной поверхностью, находящийся под
действием силы тяжести с ускорением . Пусть поток неограничен снизу. Под свободной по-
верхностью находится гладкий замкнутый контур  длины  (фиг. 1). В плоскости 
ось  направлена вертикально вверх, а ось  – по невозмущенному уровню свободной поверхно-
сти  в направлении движения жидкости. Считаем, что критические точки  – разветвления
и схода потока лежат на контуре . Пусть  – расстояние от разветвляющейся на  линии тока
до свободной поверхности при . Обозначим через  угол наклона касательной к , а че-
рез  – обезразмеренную дуговую координату, которая отнесена к длине контура и увеличивает-
ся при обходе  так, что контур остается слева. Если  определяет форму контура, то

Полагаем заданными длину контура , безразмерную циркуляцию , значение числа Фруда
, т.е. :

где  – модуль скорости,  – значение  в невозмущенном потоке,  – циркуляция скорости
по контуру.

Считая, что на свободной поверхности  мало отличается от , интеграл Бернулли для сво-
бодной поверхности

запишем в приближенном виде

(1.1)

g
Ω L = + iz x y

y х
Λ ,A B

Ω H Ω
→ −∞x α Ω

s
Ω ( )G s

( ) ( ) ( )α = + π = +2 , 1 .G s s G s G s

0L Γ0

Fr 0Fr

Γ= Γ = =
π

2
0

0 0 0
0

, , Fr ,
2

VLL
H V H gH

V 0V V Γ

V 0V

( )+ − ν − =0
1ln ln 1 2 ln 0
2

V y V

− ν − =0ln ln 0.V y V

Фиг. 1. Картина течения при , , . Варианты (а), (б), (в), (г) соответствуют
.

0
�2
�10 0 10 20 30

A B

(a)

0
�2
�10 0 10 20 30

A B

(б)

0
�2
�10 0 10 20 30

A B

(в)

0
�2
�10 0 10 20 30

A B

(г)

Γ = −0 0.025 =0 3.5L = 1H
{ }=0Fr 5, 7, 10, 100



1928

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 11  2023

ФИЛИППОВ

Коэффициент давления  на свободной поверхности имеет порядок , где 

на свободной поверхности при ,  – давление в жидкости,  – давление газа над свобод-
ной границей,  – плотность жидкости.

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ
Введем параметрическую плоскость , в которой область течения будет представлять

нижнюю полуплоскость с исключенным кругом

(2.1)

где ,  – положительно и меньше единицы. Бесконечно удаленные точки
физической и параметрической плоскостей соответствуют друг другу. В плоскости  контуру 
отвечает окружность с уравнением

(2.2)

Свободная поверхность в области  – ось .
Пусть функция  – конформное отображение параметрической области течения на физи-

ческую область,  – комплексный потенциал, тогда

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Условие (2.3) соответствует (1.1), условия (2.4), (2.5) характеризуют затухание возмущений,

В основе построения комплексного потенциала  лежат формулы, предложенные
Милн-Томсоном (см. [9]) для бесциркуляционного течения в области, ограниченной осью  и
окружностью ,  с вектором скорости набегающего потока, направленного
по оси . Модуль скорости равен . Тогда для области 

(2.6)

Преобразуя выражение (2.6), используем замены

учитывая циркуляционность течения, получим

(2.7)

И, наконец, следует положить  , т.е.

(2.8)
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Введем в рассмотрение кольцевую область , соответствующую области течения, ис-
пользовав конформные отображения

(2.9)

Окружность  соответствует окружности  :

(2.10)

Из (2.7)–(2.9) можно получить

где  и  – потенциал скорости и функция тока. Так как  не зависит от , то окружность 
есть линия тока.

Когда  удовлетворяет неравенству

(2.11)

из уравнения для 

получаются корни   и по формулам (2.2), (2.10) для критических точек
 на  имеем

(2.12)

При выполненном условии (2.11) критические точки лежат на контуре. Так как
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где

(2.18)

(2.19)

Удобно представить  в виде произведения трех функций

(2.20)

что позволяет удовлетворить (2.19).
Из решения (2.17) с условием (2.4) имеем

(2.21)

В результате необходимо определить параметры . Остальные параметры выражены через
 по формулам (2.1), (2.8), (2.12), (2.13), (2.18).

3. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ

Пусть функции  при  имеют обозначения , ,

, , . Используя формулы (2.21), можно получить

(3.1)

где  – решение уравнения

(3.2)

Задание числа Фруда, циркуляции и длины контура приводит к уравнениям (2.14), (2.18) и

(3.3)

Выберем большое целое число . Пусть при  коэффициенты . Введем в рассмот-
рение два комплекта  и , первый из которых зависит от параметров, связанных с , а второй
представляет вектор коэффициентов .

Расположим на окружности  точки

и рассмотрим функционал

(3.4)
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Используем метод итераций. Если  – -е приближение, то применим его для опреде-
ления  и  в (3.3), которое совместно с (2.8), (2.1), (2.12), (2.20) дает возможность нахож-

дения . Минимизируя функционал , найдем , используя ,  для ,  в (3.1),
(3.2). Для минимизации функционала применялся метод сопряженных градиентов при следую-
щих соотношениях:

На последнем шаге ( )-го приближения находим  при , .

Для вычисления сопротивления, подъемной силы и момента относительно точки  восполь-
зуемся формулами Чаплыгина–Блазиуса, тогда для коэффициентов данных характеристик имеем
формулы

т.е.

,  – точка на контуре , у которой .
Из формулы (2.21) можно получить вид свободной поверхности.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Контур, для которого проводились расчеты, изображен на фиг. 1. Уравнение профиля имеет вид

где коэффициенты  следующие:

В расчетах полагалось , , , . На фиг. 2–7 представлены
расчеты коэффициентов волнового сопротивления , подъемной силы  и момента  в зави-
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Фиг. 2. Зависимость коэффициента волнового сопротивления от числа Фруда для положительных значений
циркуляции.
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Фиг. 3. Зависимость  для отрицательных значений циркуляции.
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симости от числа Фруда в диапазоне . На фиг. 8, 9 изображено положение центра
контура в потоке. По горизонтальной оси применена шкала десятичного логарифма. Левая гра-
ница интервала связана с критерием применимости развиваемого в работе метода. Расчеты про-
водились для двух значений положительной циркуляции  и отрицательной цирку-
ляции . Сплошные линии соответствуют большим значениям циркуляции,
штриховые – меньшим. На фиг. 2, 3 представлены результаты для коэффициента волнового со-
противления . При положительной циркуляции (фиг. 2) большие значения имеют место
для больших значений , а для отрицательной циркуляции (фиг. 3) – для меньших значений .
Для отрицательной циркуляции в рассмотренном диапазоне параметров кривые имеют макси-
мум.

На фиг. 4, 5 даны расчеты коэффициента подъемной силы в зависимости от числа Фруда. Рас-
четные значения имеют знак, противоположный знаку циркуляции, и большие значения дости-
гаются при меньшей циркуляции любого знака. При  (фиг. 4) кривые имеют минимум, а
при  (фиг. 5) – монотонно растут.

На фиг. 6, 7 изображены зависимости коэффициента момента  относительно точки
. Большие значения характеристики достигаются при больших значениях циркуляции лю-
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Фиг. 4. Зависимость коэффициента подъемной силы от числа Фруда для .
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Фиг. 5. Зависимость  для .
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Фиг. 6. Зависимость коэффициента момента от числа Фруда при положительной циркуляции.
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Фиг. 7. Зависимость  для .
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Фиг. 8. Положение безразмерной ординаты центра контура от числа Фруда для положительной циркуляции.
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Фиг. 9. Положение , .
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бого знака. При  (фиг. 6) значения  монотонно растут при увеличении числа Фруда, а при
отрицательной циркуляции (фиг. 7) имеют максимум.

На фиг. 8, 9 представлены графики нахождения ординаты центра контура в зависимости от
числа Фруда. При  (фиг. 8) кривые имеют и минимум, и максимум, и большие значения на
всем интервале чисел Фруда получены для меньших значений циркуляции. При отрицательной
циркуляции (фиг. 9) контур “всплывает” и тем интенсивнее, чем меньше  и больше число Фру-
да. При  есть минимум. Можно также отметить линейность зависимости  при

, однако это достигается при значительно больших числах Фруда, чем для кругового ци-
линдра и контура малого удлинения.

Пример изменения свободной поверхности с нелинейными волнами представлен на фиг. 1
для четырех значений числа Фруда при . Контур при увеличении числа Фруда подни-
мается к свободной поверхности. На фиг. 1 видно, как с увеличением скорости увеличивается
длина волн, изменяется их амплитуда и меняется положение точек разветвления и схода потока
на контуре.
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