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ставляющих решения задач теории возмущений. Библ. 17.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Заложенный в трудах А. Пуанкаре метод малого параметра является одним из наиболее ис-

пользуемых в математической физике аналитических методов. Суть метода состоит в том, что
решение поставленной задачи строится в виде ряда по степеням малого параметра, который ли-
бо уже присутствует в решаемой задаче, либо вводится искусственным путем. С другой стороны,
наличие малого параметра в дифференциальном уравнении приводит к тому, что поставленная
для него начальная или краевая задача становится либо регулярно возмущенной, либо сингуляр-
но возмущенной, а значит, является предметом изучения функционального анализа. В первом
случае, как это следует из теорем Пуанкаре о разложении для обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений [1, гл. VI, § 2], построенные формальные ряды по степеням малого параметра схо-
дятся в обычном смысле к точным решениям, что делает последние аналитически зависящими
от параметра. А, именно, если правая часть уравнения

(1)

аналитична в точке , то существует и единственно решение , удовлетворяющее

начальному условию , аналитическое в точке , т.е. представимое равномерно
сходящимся на указанном отрезке рядом по степеням  (который и строится методом малого па-
раметра).

Однако, если рассматривать дифференциальное уравнение

(2)

с неограниченным оператором , даже аналитически зависящим от , то гарантировать обыч-
ную сходимость ряда по степеням малого параметра, представляющего решение этого уравне-
ния, в общем случае, нельзя.

Также открытым остается вопрос, является ли сумма  построенного формального ряда
точным решением, при условии его обычной сходимости?

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 23-21-00496).
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Еще более сложной является ситуация с сингулярно возмущенными задачами [2–5], посколь-
ку при значении параметра, равном нулю, перестают работать теоремы существования. С другой
стороны, параметр  входит в уравнение

(3)

аналитическим (даже целым) образом. Значит, что-то должно наследовать такую зависимость от
. Решение , в общем случае, не может быть аналитическим в точке  (“аргумент Дай-

сона” [6]). Оказывается, и это было доказано в рамках метода голоморфной регуляризации, что
уравнение (3) обладает аналитическими по  первыми интегралами [7, 8]. А уже они определяют
так называемое псевдоаналитическое решение задачи Коши (3):

(4)

Ряд (4) сходится равномерно на отрезке  в некоторой окрестности значения , при
фиксированном ε в коэффициентах. Он также сходится при каждом фиксированном ε из неко-
торой достаточно малой окрестности точки  равномерно на отрезке . При этом разра-
ботан алгоритм псевдоаналитического продолжения на весь отрезок задания уравнения, то поз-
воляет решать не только начальные, но и краевые задачи [9].

Вернемся к начальной задаче (2). Пусть оператор  таков, что для решения этой задачи мето-
дом малого параметра может быть построен формальный ряд

(5)

Нетрудно доказать, что таковым является оператор, представимый в виде конечной суммы
полилинейных операторов.

Определение 1. Если ряд (5) сходится равномерно на отрезке , то его сумма  назы-
вается -регулярным решением уравнения (2).

В конечномерном случае (см. уравнение (1)) ε-регулярное решение автоматически совпадает
с точным решением – это гарантирует теорема Пуанкаре о разложении. В случае неограничен-
ного оператора  это не всегда так.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В банаховом пространстве  задана эволюционная задача с малым комплексным параметром 

(6)

где  – замкнутый неограниченный оператор с областью определения ;  – би-
линейный ограниченный оператор; операторы  и  могут быть как ограниченными, так и не-
ограниченными.

Условие (А). Оператор  является инфинитезимальным генератором сильно непрерывной
полугруппы .

Будем искать решение поставленной задачи в виде ряда (5), который подставим в уравне-
ние (6) и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях  в левой и правой частях этого
уравнения:

(7)

Здесь мы воспользовались билинейностью оператора  и правилом Коши перемножения рядов.
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Воспользуемся условием (А) для решения задач серии (7):

(8)

Таким образом, формальный ряд  построен и нужно исследовать его на сходимость.

3. СЛУЧАЙ ОГРАНИЧЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ  И 

Пусть  , , , ,  , при некоторых поло-
жительных , , , , . Тогда, при  имеют место следующие оценки правых частей ра-
венств (8), начиная со второго:

(9)

Из неравенств (9) вытекает равномерная на отрезке  сходимость ряда (5) при , где
. В итоге доказана следующая

Теорема 1. Если выполнено условие (А) и операторы  и  являются ограниченными, то задача
Коши (6) имеет единственное ε-регулярное решение.

4. О СВЯЗИ ТОЧНОГО РЕШЕНИЯ С ε-РЕГУЛЯРНЫМ
В этом разделе статьи будет исследован вопрос о том, как соотносятся друг с другом точное и

ε-регулярное решения.
Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 1, то при достаточно малых  точное решение 

задачи Коши (6) существует и совпадает с ее -регулярным решением .

Доказательство. Поскольку  – инфинитезимальный генератор полугруппы , то задача
(6) эквивалентна интегральному уравнению [10, гл. 7, § 3]

(10)

Обозначим через  банахово пространство непрерывных на отрезке  функций со
значениями в , с нормой равномерной на отрезке  сходимости. Пусть

 – замкнутый единичный шар в . Ясно, что при сделанных
предположениях оператор

при достаточно малых  отображает  в себя и является сжатием. Поэтому, в соответствии с
принципом сжатых отображений, в шаре  существует и единственно решение интегрального
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уравнения (10), что ввиду его эквивалентности задаче (6), доказывает существование и един-
ственность у нее точного решения .

Далее, пусть

(11)

есть частичная сумма ряда (5), представляющего -регулярное решение начальной задачи (6).
Пользуясь билинейностью оператора , можно доказать, что сумма (11) удовлетворяет уравнению

(12)

Если из уравнения (6) вычесть уравнение (12), то получится следующая начальная задача для
:

(13)

Запишем эквивалентное уравнению (13) интегральное уравнение (опустив переменную инте-
грирования):

(14)

Из этого уравнения вытекают следующие оценки:

(15)
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Если , то , и из цепочки неравенств (15) следует, что

так как  при .

Обозначим через  ограниченную при  

функцию, поскольку последовательность  является сходящейся. В соответствии с нера-
венством Гронуолла-Беллмана

и, поскольку  при , то и  при . В итоге 
и теорема доказана.

Пример 1. Рассмотрим задачу Коши для интегродифференциального уравнения (уравнение
типа Больцмана)

В качестве  возьмем банахово пространство непрерывных и ограниченных в замкнутой полосе

с нормой равномерной сходимости; область определения оператора  состоит из непре-
рывно дифференцируемых по  и непрерывных по  функций из ; билинейный оператор

действующий из  в , очевидно, является ограниченным.
Решение ищем в виде ряда по степеням малого параметра:

коэффициенты которого являются решением серии задач. Поскольку непрерывная полугруппа
задается формулой , то

Для определения  имеем следующее уравнение:

Пользуясь формулой решения линейного неоднородного уравнения в банаховом простран-
стве (см. формулы (8)), имеем
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где  – интеграл ошибок.

5. СЛУЧАЙ НЕОГРАНИЧЕННОГО БИЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА

Далее будем изучать начальную задачу

(16)

где  – замкнутый неограниченный оператор с областью определения .
Сформулируем и докажем утверждение об аппроксимации уравнения (16) уравнением с не-

ограниченным билинейным оператором.
Теорема 3. Пусть наряду с уравнением (16) задано уравнение

(17)

с тем же начальным условием, в котором  является ограниченным оператором. Тогда, если 
есть точное решение задачи Коши (16), ограниченное на отрезке  при всех достаточно малых ,
то существует константа  при  такая, что

(18)

где  – решение начальной задачи для уравнения (17).
Доказательство. Представим уравнение (16) в виде

и вычтем из него уравнение (17):

(19)

Составим интегральное уравнение, эквивалентное уравнению (19):

Справедливо следующее неравенство:

к которому можно применить неравенство Гронуола–Беллмана:

(20)

Оценка (20) совпадает с неравенством (18) при очевидном выборе . То, что  при
 вытекает из ограниченности решения  и оператора . Теорема доказана.

6. СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫЕ ЗАДАЧИ 
И ε-ПСЕВДОРЕГУЛЯРНЫЕ РЕШЕНИЯ

Рассмотрим сингулярно возмущенную задачу с положительным ε

(21)

и потребуем выполнения условия : оператор  является инфинитезимальным генератором
сильно непрерывной сжимающей полугруппы . Будем искать решение задачи Коши (21) в
виде ряда

(22)

θ −ξθ = ξ
π 

2
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с коэффициентами, определяемыми из серии начальных задач

(23)

Заметим, что все задачи серии (23) являются сингулярно возмущенными и, поэтому, в соот-
ветствии с формулами решений таких задач [11, гл. I, § 6] имеем

(24)

Определение 2. Если ряд (22) сходится равномерно по  в некоторой окрестности точки
, то его сумма  называется -псевдорегулярным решением задачи Коши (21).

Сформулируем утверждения, аналогичные доказанным ранее теоремам, относящимся к регу-
лярному случаю.

Теорема 4. Если выполнено условие  и операторы  и  являются ограниченными, то началь-
ная задача (21) имеет -псевдорегулярное решение , совпадающее с ее точным решением

.

Пусть  – замкнутый неограниченный оператор с областью определения . Предпо-
ложим, что задана еще одна начальная задача

(25)

с ограниченным оператором .

Теорема 5. Если  – точное решение задачи Коши (21) (с неограниченным оператором ),
ограниченное на отрезке , то существует константа  при  такая, что

(26)

Следствие из теоремы 5. Пусть последовательность операторов  сильно сходится к опера-
тору . Тогда для любого целого неотрицательного  существует натуральное  такое, что при
всех достаточно малых положительных 

где  есть n-я частичная сумма ряда, представляющего -псевдорегулярное решение уравнения (25),
когда ;  – константа, не зависящая от .

Эти утверждения доказываются так же, как и аналогичные им в регулярном случае, с учетом
того, что  .

Пример 2. Построим приближенное решение задачи Коши
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Здесь,  – банахово пространство непрерывных на отрезке  функций переменной
; оператор , с областью определения ;

оператор  совпадает с тождественным оператором ; оператор , с областью определения
, ; билинейный оператор ;

.
Резольвента оператора  задается формулой

и при всех  (и заданном ) подчинена оценке  [12, гл. II, п. 1.3]. В этих

условиях [11, гл. I, § 2] последовательность ограниченных операторов

при  сильно сходится к оператору . С помощью них составим серию сингулярно возму-
щенных задач

(27)
Сжимающая полугруппа задается с помощью функции Грина первой краевой задачи для

уравнения теплопроводности [13, гл. IV, § 1]

Построим ε-псевдорегулярное решение задачи (27) (оно совпадает с ее точным решением):

где

и т.д.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящее время теория сингулярных возмущений представляет собой активно развиваю-

щуюся область математики. При этом решаются новые задачи путем комбинирования различ-
ных методов и подходов как ранее разработанных, так и вновь созданных [14–17].

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Бибиков Ю.Н. Общий курс обыкновенных дифференциальных уравнений. Л.: Изд-во Ленингр. ун-та,

1981.
2. Васильева А.Б., Бутузов В.Ф. Асимптотические разложения решений сингулярно возмущенных задач.

М.: Наука, 1973.
3. Волков В.Т., Нефедов Н.Н. Асимптотическое решение задачи граничного управления для уравнения

типа Бюргерса с модульной адвекцией и линейным усилением // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2022.
Т. 62. № 11. С. 1851–1860.

4. Ломов С.А. Введение в общую теорию сингулярных возмущений. М.: Наука, 1981.
5. Ломов С.А., Ломов И.С. Основы математической теории пограничного слоя. М.: Изд-во МГУ, 2011.
6. Krivoruchenko M.I., Nadyozhin D.K., Yudin A.V. Hydrostatic equilibrium of stars without electroneutrality con-

straint // Phys. Rev. D. 2018. V. 97. № 15. P. 1–20. id 083016.

= [0,1]E C [0,1]
x = ∂�

2
xA

�

= ∈ ∂ ∈ = =2{ ( ) [0,1] : [0,1], (0) (1) 0}xAD w x C w C w w
G I ∂= xH

μ = ∈ ∂ ∈ μ − ={ ( ) [0,1] : [0,1], (0) (1) 0}H xD w x C w C w w μ ∈ (0,1) −v v( , ) =B u u

= ϕ ∈0 ( ) Au x D
H

λ −ξ λ λ −ξ
λ

 
λ = μ ξ ξ + ξ ξ 

 μ −  
 

1
( ) ( )

0

1( ) ( ) ( ) ,
x

x x
H

x

R e f d e e f d
e

λ > 0 μ ∈ (0,1) λ
λ
1( )HR <

= − − 2 ( )m HL mI m R m

→ ∞m H

=ε∂ = − ε ∈ =�

v v v v v
2 0

0( , ), (0, ], | .t m tA B H t T u

∞
−π ε

=
ε = π π

2 /

1
( , ; ) 2 sin( )sin( ) .k t

k

G t x s ks kx e

− − −ε ε = ε + ε ε + …v v
1 1 1

0 1( , , , ) ( , , ) ( , , ) ,mV t x t x t x

− −

− − − −

ε = ε ϕ

 
ε = − − τ ε τ ε τ ε τ 

  



 

v

v v v

1
1 1

0
0

1
1 1 1 1

1 0 0
0 0

( , , ) ( , ; ) ( ) ,

( , , ) (( ) , ; )( ( , , ) [ ( , , )]) ,
t

m

t x G t x s s ds

t x G t x s s H s ds d



1814

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 11  2023

КАЧАЛОВ, МАСЛОВ

7. Качалов В.И. О голоморфной регуляризации сингулярно возмущенных систем дифференциальных
уравнений // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2017. Т. 57. № 4. С. 64–71.

8. Besova M.I., Kachalov V.I. Analytical Aspects of the Theory of Tikhonov Systems // Mathematics. 2022. 10:1,
72 (published online). 14 pp. www.mdpi.com/2227-7390/10/1/72.

9. Kachalov V.I. Holomorphic Regularization of Boundary-Value Problems for Tikhonov Systems // J. Mathem.
Sciences. 2022. V. 268. № 1. P. 63–69.

10. Далецкий Ю.Л., Крейн М.Г. Устойчивость решений диференциальных уравнений в банаховом про-
странстве. М.: Наука, 1970.

11. Крейн С.Г. Линейные дифференциальные уравнения в банаховом пространстве. М.: Наука, 1967.
12. Дезин А.А. Воспоминания и избранные труды по математике. М.: Макс Пресс, 2011.
13. Бицадзе А.В. Уравнения математической физики. М.: Наука, 1976.
14. Malek S. On Boundary Layer Expansions For a Singularly Perturbed Problem With Confluent Fuchsian Singu-

larities // Mathematics. 2020. V. 8. № 2. P. 189.
15. Glizer V.Y. Asymptotic Analysis of Spectrum and Stability for One Class of Singularly Perturbed Neutral-Type

Time Delay Systems // Axioms. 2021. V. 10. № 4. P. 325 (published online).
16. Bobodzhanov A.A., Safonov V.F., Kachalov V.I. Asymptotic and pseudoholomorphic solutions of singularly per-

turbed differential and integral equations in the Lomov’s regularization method // Axioms. 2019. V. 8. № 27. 
https://doi.org/10.3390/axioms8010027

17. Нефедов Н.Н. Периодические контрастные структуры в задаче реакция-диффузия с быстрой реакцией
и малой диффузией // Матем. заметки. 2022. Т. 112. № 4. С. 601–612.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


