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ляется нахождение условий обычной сходимости рядов по степеням малого параметра, пред-
ставляющих решения задач теории возмущений. Библ. 17.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Заложенный в трудах А. Пуанкаре метод малого параметра является одним из наиболее ис-

пользуемых в математической физике аналитических методов. Суть метода состоит в том, что
решение поставленной задачи строится в виде ряда по степеням малого параметра, который ли-
бо уже присутствует в решаемой задаче, либо вводится искусственным путем. С другой стороны,
наличие малого параметра в дифференциальном уравнении приводит к тому, что поставленная
для него начальная или краевая задача становится либо регулярно возмущенной, либо сингуляр-
но возмущенной, а значит, является предметом изучения функционального анализа. В первом
случае, как это следует из теорем Пуанкаре о разложении для обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений [1, гл. VI, § 2], построенные формальные ряды по степеням малого параметра схо-
дятся в обычном смысле к точным решениям, что делает последние аналитически зависящими
от параметра. А, именно, если правая часть уравнения

(1)

аналитична в точке , то существует и единственно решение , удовлетворяющее

начальному условию , аналитическое в точке , т.е. представимое равномерно
сходящимся на указанном отрезке рядом по степеням  (который и строится методом малого па-
раметра).

Однако, если рассматривать дифференциальное уравнение

(2)

с неограниченным оператором , даже аналитически зависящим от , то гарантировать обыч-
ную сходимость ряда по степеням малого параметра, представляющего решение этого уравне-
ния, в общем случае, нельзя.

Также открытым остается вопрос, является ли сумма  построенного формального ряда
точным решением, при условии его обычной сходимости?

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 23-21-00496).
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Еще более сложной является ситуация с сингулярно возмущенными задачами [2–5], посколь-
ку при значении параметра, равном нулю, перестают работать теоремы существования. С другой
стороны, параметр  входит в уравнение

(3)

аналитическим (даже целым) образом. Значит, что-то должно наследовать такую зависимость от
. Решение , в общем случае, не может быть аналитическим в точке  (“аргумент Дай-

сона” [6]). Оказывается, и это было доказано в рамках метода голоморфной регуляризации, что
уравнение (3) обладает аналитическими по  первыми интегралами [7, 8]. А уже они определяют
так называемое псевдоаналитическое решение задачи Коши (3):

(4)

Ряд (4) сходится равномерно на отрезке  в некоторой окрестности значения , при
фиксированном ε в коэффициентах. Он также сходится при каждом фиксированном ε из неко-
торой достаточно малой окрестности точки  равномерно на отрезке . При этом разра-
ботан алгоритм псевдоаналитического продолжения на весь отрезок задания уравнения, то поз-
воляет решать не только начальные, но и краевые задачи [9].

Вернемся к начальной задаче (2). Пусть оператор  таков, что для решения этой задачи мето-
дом малого параметра может быть построен формальный ряд

(5)

Нетрудно доказать, что таковым является оператор, представимый в виде конечной суммы
полилинейных операторов.

Определение 1. Если ряд (5) сходится равномерно на отрезке , то его сумма  назы-
вается -регулярным решением уравнения (2).

В конечномерном случае (см. уравнение (1)) ε-регулярное решение автоматически совпадает
с точным решением – это гарантирует теорема Пуанкаре о разложении. В случае неограничен-
ного оператора  это не всегда так.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В банаховом пространстве  задана эволюционная задача с малым комплексным параметром 

(6)

где  – замкнутый неограниченный оператор с областью определения ;  – би-
линейный ограниченный оператор; операторы  и  могут быть как ограниченными, так и не-
ограниченными.

Условие (А). Оператор  является инфинитезимальным генератором сильно непрерывной
полугруппы .

Будем искать решение поставленной задачи в виде ряда (5), который подставим в уравне-
ние (6) и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях  в левой и правой частях этого
уравнения:

(7)

Здесь мы воспользовались билинейностью оператора  и правилом Коши перемножения рядов.
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Воспользуемся условием (А) для решения задач серии (7):

(8)

Таким образом, формальный ряд  построен и нужно исследовать его на сходимость.

3. СЛУЧАЙ ОГРАНИЧЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ  И 

Пусть  , , , ,  , при некоторых поло-
жительных , , , , . Тогда, при  имеют место следующие оценки правых частей ра-
венств (8), начиная со второго:

(9)

Из неравенств (9) вытекает равномерная на отрезке  сходимость ряда (5) при , где
. В итоге доказана следующая

Теорема 1. Если выполнено условие (А) и операторы  и  являются ограниченными, то задача
Коши (6) имеет единственное ε-регулярное решение.

4. О СВЯЗИ ТОЧНОГО РЕШЕНИЯ С ε-РЕГУЛЯРНЫМ
В этом разделе статьи будет исследован вопрос о том, как соотносятся друг с другом точное и

ε-регулярное решения.
Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 1, то при достаточно малых  точное решение 

задачи Коши (6) существует и совпадает с ее -регулярным решением .

Доказательство. Поскольку  – инфинитезимальный генератор полугруппы , то задача
(6) эквивалентна интегральному уравнению [10, гл. 7, § 3]

(10)

Обозначим через  банахово пространство непрерывных на отрезке  функций со
значениями в , с нормой равномерной на отрезке  сходимости. Пусть

 – замкнутый единичный шар в . Ясно, что при сделанных
предположениях оператор

при достаточно малых  отображает  в себя и является сжатием. Поэтому, в соответствии с
принципом сжатых отображений, в шаре  существует и единственно решение интегрального
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уравнения (10), что ввиду его эквивалентности задаче (6), доказывает существование и един-
ственность у нее точного решения .

Далее, пусть

(11)

есть частичная сумма ряда (5), представляющего -регулярное решение начальной задачи (6).
Пользуясь билинейностью оператора , можно доказать, что сумма (11) удовлетворяет уравнению

(12)

Если из уравнения (6) вычесть уравнение (12), то получится следующая начальная задача для
:

(13)

Запишем эквивалентное уравнению (13) интегральное уравнение (опустив переменную инте-
грирования):

(14)

Из этого уравнения вытекают следующие оценки:

(15)

где .

ε( , )u t

ε = + ε + … + ε0 1( ) ( ) ( )r n
n nu u t u t u t

ε
B

[ ]

+ +
ε ε ε ε − − +

= =

+ +
− + − −

=

∂ = + ε − ε − ε −

− ε − … − ε + − ε

 



1 2
1

0 1

3 2 2 1
2 1 1

2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ).

n n
r r r r n n

t n n n n m n m m n m
m m

n
n n n

m n m n n n n n n
m

u Au B Gu Hu B Gu Hu B Gu Hu

B Gu Hu B Gu Hu B Gu Hu B Gu Hu

εε −( , ) ( )r
nu t u t

[ ]

ε ε ε ε ε

+ + +
− − + − +

= = =
+

− − ε =

 ∂ − = − + ε − + − + 

+ ε + ε + ε + …

+ ε + + ε − =

  
…

1 2 3
1 2

0 1 2
2 2 1

1 1 0

( ) ( ) ( , ( )) ( ( ), )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ), ( )| 0.

r r r r r
t n n n n n

n n n
n n n

m n m m n m m n m
m m m

n n r
n n n n n n n t

u u A u u B Gu H u u B G u u Hu

B Gu Hu B Gu Hu B Gu Hu

B Gu Hu B Gu Hu B Gu Hu u u

( )

ε ε ε ε

+
− − +

= =

−
− + − −

=

 − = ε − τ − + − τ + 


+ ε − τ + ε +




+ ε + … + ε + + ε τ





 



0

1
1

0 10

2 1
2 1 1

2

( ) ( , ( )) ( ( ), )

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

t
r r r r
n n n n

t n n
n

m n m m n m
m m

n
n n

m n m n n n n n n
m

u u t B Gu H u u B G u u Hu d

t B Gu Hu B Gu Hu

B Gu Hu B Gu Hu B Gu Hu B Gu Hu d

8

8

+
ε ε −

=

−
− + − + −

= =

−


ε − ε − τ τ ε − τ τ + ε +



+ ε + ε + … + ε +


+ + ε ε − τ τ ε +





 



1

00

2 1
1 2 1

1 2

1
0

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( ) ( ( , )

E

E E E

E E

t n
nr r

n n m n m C
m

n n
n

m n m m n m n nC C C
m m

t
n

n n n n nC C

u t u t bgh t u u d Tq B Gu Hu

B Gu Hu B Gu Hu B Gu Hu

B Gu Hu B Gu Hu bgh t u u

8

8

<

< ε

+ + +
ε

− −

τ ×

× τ ε − τ τ + ε + + ε ε − + …

+ ε + ε…

1 22 2 1 2 2

1 2 2 1 2 2

( ) )

( , ) ( ) [( 1) ( 1)

2 ],

r

nr n n n
n

n nn n

u u d Tqbgh n a bghc na bghc n a bghc

a bghc a bghc

=c Tqbgha



1810

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 11  2023

КАЧАЛОВ, МАСЛОВ

Если , то , и из цепочки неравенств (15) следует, что

так как  при .

Обозначим через  ограниченную при  

функцию, поскольку последовательность  является сходящейся. В соответствии с нера-
венством Гронуолла-Беллмана

и, поскольку  при , то и  при . В итоге 
и теорема доказана.

Пример 1. Рассмотрим задачу Коши для интегродифференциального уравнения (уравнение
типа Больцмана)

В качестве  возьмем банахово пространство непрерывных и ограниченных в замкнутой полосе

с нормой равномерной сходимости; область определения оператора  состоит из непре-
рывно дифференцируемых по  и непрерывных по  функций из ; билинейный оператор

действующий из  в , очевидно, является ограниченным.
Решение ищем в виде ряда по степеням малого параметра:

коэффициенты которого являются решением серии задач. Поскольку непрерывная полугруппа
задается формулой , то

Для определения  имеем следующее уравнение:

Пользуясь формулой решения линейного неоднородного уравнения в банаховом простран-
стве (см. формулы (8)), имеем
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где  – интеграл ошибок.

5. СЛУЧАЙ НЕОГРАНИЧЕННОГО БИЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА

Далее будем изучать начальную задачу

(16)

где  – замкнутый неограниченный оператор с областью определения .
Сформулируем и докажем утверждение об аппроксимации уравнения (16) уравнением с не-

ограниченным билинейным оператором.
Теорема 3. Пусть наряду с уравнением (16) задано уравнение

(17)

с тем же начальным условием, в котором  является ограниченным оператором. Тогда, если 
есть точное решение задачи Коши (16), ограниченное на отрезке  при всех достаточно малых ,
то существует константа  при  такая, что

(18)

где  – решение начальной задачи для уравнения (17).
Доказательство. Представим уравнение (16) в виде

и вычтем из него уравнение (17):

(19)

Составим интегральное уравнение, эквивалентное уравнению (19):

Справедливо следующее неравенство:

к которому можно применить неравенство Гронуола–Беллмана:

(20)

Оценка (20) совпадает с неравенством (18) при очевидном выборе . То, что  при
 вытекает из ограниченности решения  и оператора . Теорема доказана.

6. СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫЕ ЗАДАЧИ 
И ε-ПСЕВДОРЕГУЛЯРНЫЕ РЕШЕНИЯ

Рассмотрим сингулярно возмущенную задачу с положительным ε

(21)

и потребуем выполнения условия : оператор  является инфинитезимальным генератором
сильно непрерывной сжимающей полугруппы . Будем искать решение задачи Коши (21) в
виде ряда

(22)

θ −ξθ = ξ
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2
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с коэффициентами, определяемыми из серии начальных задач

(23)

Заметим, что все задачи серии (23) являются сингулярно возмущенными и, поэтому, в соот-
ветствии с формулами решений таких задач [11, гл. I, § 6] имеем

(24)

Определение 2. Если ряд (22) сходится равномерно по  в некоторой окрестности точки
, то его сумма  называется -псевдорегулярным решением задачи Коши (21).

Сформулируем утверждения, аналогичные доказанным ранее теоремам, относящимся к регу-
лярному случаю.

Теорема 4. Если выполнено условие  и операторы  и  являются ограниченными, то началь-
ная задача (21) имеет -псевдорегулярное решение , совпадающее с ее точным решением

.

Пусть  – замкнутый неограниченный оператор с областью определения . Предпо-
ложим, что задана еще одна начальная задача

(25)

с ограниченным оператором .

Теорема 5. Если  – точное решение задачи Коши (21) (с неограниченным оператором ),
ограниченное на отрезке , то существует константа  при  такая, что

(26)

Следствие из теоремы 5. Пусть последовательность операторов  сильно сходится к опера-
тору . Тогда для любого целого неотрицательного  существует натуральное  такое, что при
всех достаточно малых положительных 

где  есть n-я частичная сумма ряда, представляющего -псевдорегулярное решение уравнения (25),
когда ;  – константа, не зависящая от .

Эти утверждения доказываются так же, как и аналогичные им в регулярном случае, с учетом
того, что  .

Пример 2. Построим приближенное решение задачи Коши
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Здесь,  – банахово пространство непрерывных на отрезке  функций переменной
; оператор , с областью определения ;

оператор  совпадает с тождественным оператором ; оператор , с областью определения
, ; билинейный оператор ;

.
Резольвента оператора  задается формулой

и при всех  (и заданном ) подчинена оценке  [12, гл. II, п. 1.3]. В этих

условиях [11, гл. I, § 2] последовательность ограниченных операторов

при  сильно сходится к оператору . С помощью них составим серию сингулярно возму-
щенных задач

(27)
Сжимающая полугруппа задается с помощью функции Грина первой краевой задачи для

уравнения теплопроводности [13, гл. IV, § 1]

Построим ε-псевдорегулярное решение задачи (27) (оно совпадает с ее точным решением):

где

и т.д.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящее время теория сингулярных возмущений представляет собой активно развиваю-

щуюся область математики. При этом решаются новые задачи путем комбинирования различ-
ных методов и подходов как ранее разработанных, так и вновь созданных [14–17].
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