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Представлен обзор ряда работ, посвященных трудностям построения гармонических сеток в
плоских областях с углами и выемками, а также приведены некоторые новые результаты. Из-
вестно, что гармоническая сетка, построенная с помощью общепринятых методов в областях
с выемками или входящими (т.е. бóльшими π) углами, может содержать такие дефекты, как
ее самопересечение или выход за пределы области. Установлено, что вблизи вершины входя-
щего угла эти дефекты вытекают из построенной в работе асимптотики используемого гармо-
нического отображения, согласно которой изолиния, исходящая из этой вершины, касается
в ней одной из сторон угла (т.е. возникает эффект “прилипания”), за исключением особого
случая. Для трех типов областей  с углами или выемками ( -образной, подковообразной и
области с прямоугольным вырезом), применение к которым общепринятых методов постро-
ения гармонической сетки наталкивается на известные трудности, дан обзор известных
результатов. Применение к этим областям метода мультиполей позволило получить их
гармоническое отображение с высокой точностью: апостериорная оценка погрешности
отображения в норме  составила 10–7 при использовании 120 аппроксимативных функ-
ций. Библ. 53. Фиг. 19.
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1. ВВЕДЕНИЕ
1.1. Общие замечания

Распространенный способ генерации регулярных четырехугольных расчетных сеток  в
плоских областях  сложной формы, использующий гармоническое отображение (см. [1–8]),
основан на подходе Уинслоу (см. [9]), который сводит построение такого отображения  к ре-
шению квазилинейной эллиптической системы уравнений второго порядка в канонической об-
ласти (например, в прямоугольнике). Для решения этой системы были предложены как конеч-
но-разностные (см. [10, 11]), так и вариационные методы (см. [12–16]), получившие глубокое
развитие и позволившие успешно применить генерируемую сетку к широкому кругу научно-тех-
нических проблем (см. [10–43]).

Вместе с тем в ряде случаев такой подход наталкивается на серьезные вычислительные труд-
ности (см. [17–26, 33, 35–40]), которые проявляются в том, что генерируемая сетка имеет низкое
качество или у нее возникают такие дефекты, как самоналегание или выход за пределы расчет-
ной области, что делает такую сетку непригодной для использования.

Здесь рассмотрены некоторые из таких трудностей и проведен аналитический обзор работ,
где они встречались. Одна из трудностей (см. [15, 22, 23–40]), возникающая вблизи вершины
входящего угла (рассмотренная в подпункте 2.2.2), вызвана эффектом “прилипания”, когда изо-

1)В.И.Власовым работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках реализации программы
Московского центра фундаментальной и прикладной математики по соглашению № 075-15-2022-284.
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линия отображения, исходящая из вершины угла, касается в ней одной из сторон угла, за исклю-
чением особого случая. Дано теоретическое объяснение этого эффекта (см. подпункт 3.3.4), ос-
нованное на проведенном (см. разд. 3) исследовании сингулярного поведения отображения 
вблизи вершины угла, включающем получение соответствующих асимптотик; исследование яв-
ляется развитием работ [48, 49].

Такие же трудности при построении отображения  (и, как следствие, дефекты сетки ) воз-
никают и для областей с выемками (см. [14–17, 19, 20, 22–26, 33–39]).

Для известной области с полукруговой выемкой (такую область называют подковообразной)
в работах [22, 33, 36–39] проводились исследования по изучению и преодолению трудностей,
возникающих при построении в ней гармонической сетки (см. подпункты 2.3.1 и 2.3.2). Приме-
нение к этой задаче метода мультиполей (см. [44–46]), кратко изложенного в п. 4.1, позволило в
работах [34, 47] получить ее решение (см. п. 4.3) с высокой точностью.

Применение этого метода в п. 4.2 к ряду областей -образной формы (такие области широко
используются в различных задачах) обеспечило генерацию их гармонического отображения с
высокой точностью (см. подпункт 2.2.3) и позволило численно проиллюстрировать эффект
“прилипания”, возникающий вблизи вершины входящего угла этих областей.

Те же трудности при построении гармонической сетки – ее самоналегание или выход за пре-
делы исходной области – возникают, как показано в работах [15, 19, 22, 25], для областей, содер-
жащих прямоугольный вырез. Применение и к этим областям метода мультиполей позволило,
согласно результатам из [53] и их развитию в п. 4.4, построить высокоточное отображение: апо-
стериорная оценка его погрешности в норме  составила, как и для рассмотренных -образ-
ной и подковообразной областей, величину  при использовании  аппроксимативных
функций.

Отметим, что численные результаты, приведенные на фиг. 6–10, заимствованы из работ
Б.Н. Азаренка, а часть других результатов и иллюстраций – из работ авторов.

1.2. Гармоническое отображение

Пусть жордановы области  и  расположены соответственно на комплексных плоскостях
 и  (здесь , как обычно, – мнимая единица), и пусть

 есть заданный гомеоморфизм их границ, сохраняющий ориентацию. Если
функция

(1.1)
представляет собой решение (векторной) задачи Дирихле для уравнения Лапласа:

(1.2)

обеспечивающее гомеоморфизм замыканий областей,  (достаточным условием
для этого, согласно теореме Радо–Кнезера–Шоке (см. [1–4]), является выпуклость области ),
то говорят, что эта функция  осуществляет гармоническое отображение области  на

, и пишут .
Отметим, что в литературе имеются и несколько иные определения гармонического отобра-

жения, в том числе соответствующие более общим ситуациям (см. [5–8] и приведенную там биб-
лиографию). Заметим еще, что отображение  является квазиконформным (см. [4, 8]).

На границах областей  и  можно ввести натуральную параметризацию координат точек
через длины дуг (  на  и  на ) с направлением отсчета длин, соответствущим пра-
вильному порядку обхода областей (при котором они остаются слева). Связь между  и  при гра-
ничном гомеоморфизме  запишем в виде зависимости .

1.3. Приложение гармонических отображений к построению сеток

Важным приложением гармонических отображений является построение расчетных сеток 
в областях  сложной конфигурации; созданные с помощью таких отображений сетки называют
гармоническими. Подразумевается, что сетка  соответствует форме области , т.е. она постро-
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ена на основе такого отображения  из (1.1), для которого граница  области состоит из линий
уровня его вещественной или мнимой части. Отметим, что проблематике построения гармони-
ческих и адаптивно-гармонических сеток посвящено большое число работ (см. [9–40] и приве-
денную там библиографию).

В качестве образа области  в таких приложениях часто берут прямоугольник
(1.3)

либо квадрат , поскольку эти области являются выпуклыми, что по тео-
реме Радо–Кнезера–Шоке обеспечивает гомеоморфизм  используемого отобра-
жения. Кроме того, эти области удобны для реализации конечно-разностных схем, так как обла-
дают естественной декартовой сеткой. Остановимся на случае прямоугольника  (рассмотрение
квадрата  проводится аналогично).

Декартова сетка  в прямоугольнике  образована узлами  с шагом :

(1.4)

и состоит из квадратных ячеек  (см. фиг. 1а) со сторонами

(1.5)
называемыми ребрами. Здесь и далее порядок перечисления точек в обозначениях граничных
дуг соответствует правильному порядку обхода области – в данном случае ячейки . Сетка 
играет роль базовой, т.е. на ее основе строится требуемая расчетная сетка . Полуширина  и
высота  прямоугольника  при заданных ,  и , очевидно, равны , .

В задачах построения сетки граничный гомеоморфизм , входящий в краевое условие
(1.2), обычно задают таким образом, что если его переписать (как сказано в п. 1.1) через текущие
длины дуг в виде , то производная  будет кусочно-постоянной на границе , ко-
торая в этих задачах предполагается кусочно-гладкой. Иначе говоря,  состоит из конечного

числа таких звеньев  (тогда ), что при равномерном движении точки  по каждому
из них ее образ  будет перемещаться по  с постоянной скоростью , своей для
каждого звена .

Если отображение

(1.6)

найдено, то требуемая (регулярная) расчетная сетка  в области  строится с помощью обратно-
го отображения

(1.7)

как совокупность четырехугольных ячеек  (см. фиг. 1б) со следующими (прямолинейными)
ребрами:

(1.8)

где узлы  генерируемой сетки  задаются как образы узлов  базовой сетки , т.е.

Таким образом, изображенная на фиг. 1а ячейка  с ребрами (1.5) является базовой для изоб-
раженной на фиг. 1б ячейки  с ребрами (1.8).

Если все ячейки  построенной сетки

не имеют наложений, самопересечений и не выходят за пределы исходной области , то такую
сетку называют невырожденной (см. [17, 18]). Построенная таким образом регулярная четырех-
угольная сетка  может служить основой для применениия разностных или конечноэлементных
методов (о них см., например, [17, 41–43]) к решению задач математической физики в области .
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Очевидно, что узлы  сетки  можно рассматривать и как точки пересечения -изолиний
 c -изолиниями  гармонического отображения (1.6); эти линии определяются по форму-

лам

(1.9)

(1.10)

где согласно (1.4) , . На фиг. 1б (криволинейные) изолинии ,  изображены
тонкими, а (прямолинейные) ребра, ограничивающие ячейку , – более жирными линиями.
Из (1.9), (1.10) ясно, что изолинии

представляют собой образы (при отображении ) сторон прямоугольника  и являются по-
следовательно соединенными звеньями границы . Расположенные на ней узлы сетки  назы-
ваем, естественно, граничными узлами.
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Заметим еще, что распределение по области  изолиний ,  при , 
дает наглядное представление о рассматриваемом отображении ; это распределе-
ние будем называть картиной отображения  в области  (примеры приведены ниже).

2. НЕКОТОРЫЕ ТРУДНОСТИ ПОСТРОЕНИЯ ГАРМОНИЧЕСКИХ СЕТОК
2.1. Вычислительный подход Уинслоу и возникающие трудности

Итак, требуемое отображение  может быть найдено как решение задачи (1.2) для уравнения
Лапласа. Но так как область  имеет сложную конфигурацию (ставится вопрос о построении се-
ток именно в таких областях), то для решения этой задачи пришлось бы применить численные
методы, реализация которых, в свою очередь, требует наличия сетки, отражающей форму обла-
сти. Получается, что для построения сетки, соответствующей данной области, нужно уже иметь
такую сетку!

Выход из этого порочного круга был указан А. Уинслоу (см. [9]), который предложил строить
не прямое , а обратное гармоническое отображение  как реше-
ние в прямоугольнике  следующей (квазилинейной) системы уравнений для его компонент:

(2.1)

где нижние индексы  означают cоответстующие частные производные. Система (2.1) получа-
ется путем обращения оператора Лапласа из постановки (1.2), примененного к векторной функ-
ции (1.1), а краевая задача в прямоугольнике  для системы (2.1) включает граничное условие
Дирихле

(2.2)

где  есть граничный гомеоморфизм, обратный по отношению к гомеоморфиз-
му , фигурирующему в постановке (1.2).

Чтобы построить искомую расчетную сетку , достаточно найти ее узлы ,
представляющие собой значения решения краевой задачи (2.1), (2.2) в узлах базовой сетки .
Используя удобство этой декартовой сетки для формирования численных схем, были разработа-
ны две группы методов построения (дискретизированного приближенного) решения данной
задачи: конечно-разностные методы, берущие начало в работах [10, 11], и вариационные (см.
[12–16]), основанные на минимизции дискретизированного (на базовой сетке ) функционала
Дирихле для системы (2.1) или родственного функционала. Обе группы методов, развивающие
описанный подход Уинслоу, получили широкое распространение и достигли значительного
прогресса (см., в частности, монографии [17, 18, 19–26] и обзоры [27–34]).

Вместе с тем было обнаружено, что в ряде случаев (см., например, [17, 22–26, 33, 35–40]) ге-
нерируемая сетка  имеет низкое качество и может содержать такие серьезные дефекты, как
самоналегание и выход за пределы расчетной области , что делает сетку  непригодной для
использования.

Появление этих затруднений часто связывают (см. [17, 10, 19–23, 35] и др.) с обращением в
нуль якобиана или нарушением гомеоморфизма гармонического отображения (1.6), с помощью
которого строится сетка. Оказывается, однако, что указанные трудности могут возникать и то-
гда, когда отображение обеспечивает гомеоморфизм замкнутых областей (т.е. ), и
даже тогда, когда дополнительно якобиан отображения положителен в замыкании  исходной
области. Подчеркнем, что здесь речь идет не о дискретизированном приближенном решении за-
дачи (2.1), (2.2), а об отображении , рассматриваемом теоретически. Различие между дискрети-
зированным и континуальным представлениями в проблеме построения сеток обсуждается
в [36].

В настоящей работе мы рассматриваем следующие три ситуации (на практике их гораздо
больше, см. приведенную выше литературу), когда могут возникать указанные трудности:
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1) граница области содержит входящий угол, т.е. превышающий ; типичным примером яв-
ляется -образная область (см. фиг. 3а);

2) область содержит полукруговую выемку, как в случае подковообразной области (см.
фиг. 10а);

3) область имеет прямоугольный вырез (см. фиг. 14а).

Эти ситуации обсуждаются ниже соответственно в п. 2.2 (см. подпункты 2.3.1–2.3.3).
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2.2. Дефекты гармонической сетки вблизи вершины входящего угла

2.2.1. Эффект “прилипания”. Возникновение вблизи вершины входящего угла таких негатив-
ных явлений, как невыпуклость ячеек гармонической сетки или их самоналегание, представляет
собой следствие эффекта “прилипания”, характерного для отображения (1.6), используемого
при построении сетки , вблизи входящих углов. Эффект заключается в том, что изолиния отоб-
ражения, выходящая из указанной вершины, касается в ней одной из сторон угла, за исключе-
нием особого случая.

Пример проявления этого эффекта приведен на фиг. 2a, где изображен фрагмент области ,
содержащей входящий угол с контуром

(2.3)

а также представлена картина гармонического отображения  области  на пря-
моугольник , подчиненного граничному гомеоморфизму

(2.4)

где  и  – положительные числа.
На фиг. 2а видно, что изображенная красным цветом изолиния

(2.5)

исходящая из вершины , касается в ней стороны . Соответствующий фрагмент базовой
сетки  дан на фиг. 2б, где красным цветом изображен образ  этой
изолинии на плоскости .

Объяснение этого эффекта дано в подпункте 3.3.4 на базе предварительно проведенного в
пп. 3.2 и 3.3 исследования сингулярного поведения отображения  вблизи указанной
вершины, включая получение соответствующей асимптотики. С помощью этой асимптотики в
подпункте 3.3.4 показано, что угол, под которым линия  исходит из вершины входящего угла,
дается формулой

(2.6)

где величины  и  определены в пп. 3.2, 3.3 через характеристики отображе-
ния . Забегая вперед, отметим, что если  выражается через параметры , ,  из (2.3) и
(2.4), то  определяется общими характеристиками отображения  (см. п. 3.2).

Из формулы (2.6) вытекает, что действительно изолиния  должна касаться одной из сторон
входящего угла в его вершине, за исключением особого случая, наступающего при . В
этом особом случае угол наклона изолинии , исходящей из вершины входяшего угла, будет
равен . В таком поведении угла наклона изолинии , описываемом формулой (2.6), и заклю-
чается обсуждаемый эффект “прилипания”. Это свойство гармонического отображения отлича-
ет его от конформного, о чем более подробно сказано в п. 3.1.

2.2.2. Дефекты сетки как следствие эффекта “прилипания”. Продолжим рассмотрение картины
отображения  на фиг. 2. Узлы , , ,  базовой ячейки  (очерченной на фиг. 2б крас-
но-зеленым контуром) переходят при отображении (1.7) соответственно в узлы , , ,  ге-
нерируемой ячейки , изображенные на фиг. 2а. Отдельно (и в увеличенном виде) эта ячейка
(с оранжевым контуром) и ее узлы показаны на фиг. 2в. Тогда из данного рассмотрения с учетом
следующих очевидных положений:
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вытекает тот факт, что ребра  и  пересекаются, т.е. возникает самоналегание ячей-
ки ; это и подтверждает фиг. 2в.

Нетрудно убедиться, что угол между ребрами  и , измеряемый по области  и
отмеченный дужкой со стрелкой на фиг. 2в, 2г, уменьшается при увеличении шага , так что при
достаточно большом  дефект самоналегания преодолевается, но при этом качество сетки оста-
ется неудовлетворительным. Например, узлы базовой ячейки , выделенной на
фиг. 2б красным и голубым цветами, шаг которой увеличен по сравнению с предыдущим вари-
антом в 5 раз, перейдут в узлы , , ,  новой ячейки  (с желтым контуром), которая, как
видно на фиг. 2г, хотя и избавлена от пересечения ребер  и , но все равно непри-
емлема для использования, поскольку является невыпуклой.

Заметим, что явление самоналегания ячейки с узлом в вершине входящего угла впервые было
отмечено, по-видимому, в работе [36], где был дан и рисунок пересечения противоположных ре-
бер этой ячейки, аналогичный фиг. 2в (см. также [40]).

В следующем подпункте даются примеры построения гармонического отображения областей
со входящим углом, демонстрирующие обсуждаемый эффект.

2.2.3. Области L-образной формы. Популярным тестовым примером (для многих задач мате-
матической физики) является -образная область. Обычно берут простейший ее вариант, со-
ставленный из трех квадратов. Гармоническая сетка в такой области строилась, в частности, в
работах [21–23, 40].

Здесь мы рассматриваем не отдельную область, а класс областей -образной формы. Типич-
ная область  из этого класса шестиугольных областей изображена на фиг. 3а. Гармоническое
отображение  области  на прямоугольник ,

(2.7)

подчиним условию постоянства на звеньях , , величины , определенной в п. 1.2.
Это условие согласуется с гомеоморфизмом (2.4), а с точки зрения техники построения сеток оно
означает, что граничные узлы расставлены на каждом звене  равномерно по его текущей длине
(как это обычно и принимается в практике сеточной генерации).

Отображение (2.7) построено в п. 4.2, где дана формулировка задачи для областей -образной
формы. Для получения отображения  применен аналитико-численный метод мультиполей
(см. [46–48]), изложение которого дано в п. 4.1. Схема его использования для построения гармо-
нического отображения областей  кратко описана в п. 4.2. Результаты численной реализации
метода мультиполей приведены для трех вариантов области , обозначенных через , ,
в виде картины их гармонического отображения, представленной соответственно на фиг. 4а–4в.
Апостериорная оценка (относительной) погрешности построенных отображений в норме

 составила менее  при использовании  аппроксимативных функций.

На фиг. 4а видно, что изолиния отображения, выходящая из вершины , касается в ней
стороны  угла, а из фиг. 4б – что эта изолиния касается в данной вершине стороны  угла.
Таким образом, помещенные на фиг. 4а, 4б численные результаты иллюстрируют положения,
сформулированные в подпункте 2.2.1. Отметим, что на фиг. 4в (так же, как и на ряде других) этот
эффект виден не так отчетливо, потому что для этой области “зона прилипания” около вершины
невелика.

2.3. Дефекты гармонической сетки в областях с выемками

Во многих работах (см. [14–17, 19, 20, 22–26, 33–39] и приведенную там библиографию) отме-
чалось, что если область содержит выемки, то гармоническая сетка, создаваемая в таких областях
с помощью общепринятых методов (упомянутых в п. 2.1), нередко имеет низкое качество и со-
держит указанные выше дефекты.

В настящем разделе – и в целом в работе – рассматриваются области с выемками двух типов:
полукруговой (в подпунктах 2.3.1 и 2.3.2) и прямоугольной (в подпункте 2.3.3).
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2.3.1. Подковообразная область и ее гармоническое отображение. Известным примером обла-
сти с полукруговой выемкой является подковообразная область , изображенная на фиг. 10а,
где приведена и картина гармонического отображения, полученного в [34, 47]. Граница  этой
области состоит из двух отрезков ,  вещественной оси, а также из полуэллипса  и полу-
окружности . Задачу (нередко используемую в качестве тестовой) о построении гармонической
сетки  в этой области обычно решают на основе ее отображения на квадрат :

(2.8)

соответствие между границами  и , видное на фиг. 10, подчинено условию постоянства ве-
личины  на ; оно аналогично требованию, сформулированному в подпункте 2.2.3 для
отображения (2.7).

Показательно, что данное отображение  обеспечивает гомеоморфизм
, а его якобиан положителен в . Вопреки этим обстоятельствам, сетка , по-

лученная в [36, 38], имела участки, где наблюдались ее самоналегание и выход за границу , в
целом же  характеризовалась неприемлемо низким качеством. В этих расчетах половина высо-
ты подковообразной области  полагалась равной , а разбиение базовой сетки , со-
держащейся в квадрате , на которой решалась система (2.1), принималось равным .

В работе Б.Н. Азаренка [39] была сделана попытка преодоления указанных трудностей. По-
скольку их причиной была названа (в [37, 38]) потеря точности решения нелинейной системы
(2.1), то автор статьи [39] предпринял усилия по повышению этой точности прежде всего за счет
измельчения базовой сетки  в квадрате , увеличив ее разбиение до ; при этом исполь-
зовалась разностная схема (см. [10]) второго порядка, а половина высоты области  полагалась
равной . Однако эта мера не привела к улучшению качества генерируемой сетки , как по-
казывают полученные им детальные изображения структуры этой сетки в местах ее самоналега-
ния и выхода за пределы расчетной области . Эти изображения, соответствующие постепен-
ному увеличению масштаба, последовательно даны на фиг. 5–8.
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Еще бóльшее измельчение базовой сетки  до величины , выполненное в статье [39],
позволило избавиться от самоналегания генерируемой в  сетки (результат приведен на фиг. 9)
и от ее выхода за пределы области , однако оно не обеспечило повышение качества сетки 
до уровня, пригодного для ее использования в приложениях, что подчеркнул и сам автор этой
статьи.

Последующие предпринятые им в работе [39] попытки улучшить качество генерируемой сет-
ки  (в рамках подхода Уинслоу) показали, что ни дальнейшее измельчение базовой сетки  в
прямоугольнике, ни увеличение сеточного шаблона до 25-точечного и модификация разностной
схемы с повышением порядка аппроксимации до четвертого и выше, ни привлечение вариаци-
онного метода из [16, 23] не привели ни к улучшению сетки , ни даже к сколько-нибудь замет-
ному изменению положения ее узлов.

2.3.2. Погрешность построения сетки в подковообразной области. Из последнего замечания вы-
текает следующий интересный факт: два приближенных решения задачи о построении гармони-
ческого отображения в , полученные двумя различными численными методами – конечно-
разностным (см. [9, 10]) и вариационным (см. [16, 23]), – будучи ошибочными (как показано ни-
же), совпали с высокой точностью во всех узлах сетки , соответствующей разбиению .
Картина этого приближенного дискретизированного отображения , полученного в [39] –
вернее, соответствующая гармоническая сетка – представлена (как уже было отмечено выше) на
фиг. 9, где изображена каждая 25-я сеточная линия по индексам  и .

Чтобы вычислить погрешность этого приближенного гармонического отображения ,
проведем его сравнение с высокоточным отображением  области , которое было постро-
ено в [34, 49] с помощью метода мультиполей. Результаты представлены на фиг. 10 в виде карти-
ны отображения  области .

Постановка и решение задачи о нахождении такого отображения изложены в п. 4.3; там же
описан подход к созданию алгоритма вычисления отображения  для класса областей  с по-
лукруговой выемкой, включающего и подковообразную область; типичная область из этого
класса изображена на фиг. 11.

Апостериорная оценка погрешности этого отображения в норме  составила  при ис-
пользовании  аппроксимативных функций. Отметим еще, что затраченное при этом машин-
ное время было на много порядков меньше, чем в [39], на компьютерах той же производитель-
ности.
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Принимая функцию  из [34] в качестве “эталонного” отображения (на том основании,
что оно получено с высокой и гарантированной точностью), введем для приближенного отобра-
жения  из [39] величину его поточечной относительной погрешности по формуле

( )F z

dis( )F z

−δ +
(1)

dis( ) ( )
( , ) = , = .

max ( )
S

F z F z
x y z x iy
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График величины  как поверхности над областью , расположенной на плоскости ,
изображен на фиг. 12а, а проекция этой поверхности на плоскость  представлена на фиг. 12б.

Из этих графиков видно, что величина относительной погрешности  составляет около
 в бóльшей части области , а ее максимум достигает примерно .

Столь высокая величина погрешности говорит о серьезных вычислительных трудностях, ко-
торые могут возникать при использовании подхода Уинслоу в сочетании с разностными схема-
ми, примененными в [36, 38, 39].

2.3.3. Область с прямоугольным вырезом. Другим примером области, проблемной для темати-
ки сеточной генерации, является единичный квадрат с прямоугольным вырезом, обозначенный
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через  и изображенный на фиг. 13а. В монографии [22], где область  принималась в каче-
стве тестовой, показано, что построение гармонической сетки в ней на основе подхода Уинслоу
наталкивается на вычислительные трудности, аналогичные указанным выше; такие трудности
были отмечены и в [16, 19], где строились другие области с подобным вырезом.

Мы рассматриваем здесь не одну область с прямоугольным вырезом, а некоторый класс таких
областей, который включает и область  (фиг. 13а). Произвольную область из этого класса
обозначим через ; ее пример изображен на фиг. 14а. Для областей из этого класса мы даем в
п. 4.4 общую схему решения задачи о построении отображения

(2.9)

такой области на прямоугольник (см. фиг. 14), где отражено также соответствие между граница-
ми  и .

Решение задачи о построении отображения (2.9) получено в п. 4.4 с помощью метода мульти-
полей (там же дана и точная постановка задачи). Результаты численной реализации этого реше-
ния представлены для двух вариантов области с прямоугольным вырезом – областей  и 
– в виде картин соответствующих отображений  и , приведенных на фиг. 13, 15. Апо-

стериорная оценка погрешности этих отображений в норме  составила  при использо-
вании  аппроксимативных функций.
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3. ПОВЕДЕНИЕ ГАРМОНИЧЕСКОГО ОТОБРАЖЕНИЯ ВБЛИЗИ ВЕРШИНЫ УГЛА
И ОБРАТНОГО К НЕМУ ВБЛИЗИ ЕЕ ОБРАЗА

3.1. Рассматриваемые характеристики отображения

Пусть область , расположенная на плоскости , содержит на своей границе угол , опреде-
ляемый формулой (2.3), который может быть как выходящим, т.е. , так и входящим, т.е.

. Рассмотрим схематически представленное на фиг. 16 гармоническое отображение

(3.1)

области  на подобласть  полуплоскости , примыкающую к интервалу
 вещественной оси , со следующим соответствием:

(3.2)

Областью  может быть, например, прямоугольник (1.3), а соответствие (3.2) может быть на
контуре  уточнено в виде (2.4).

Важной характеристикой поведения этого отображения вблизи вершины угла является зави-
симость  между углом  наклона луча

(3.3)

исходящего из точки  (см. фиг. 16б), и углом , под которым его прообраз

(3.4)
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(точнее, касательная к ) выходит из вершины  (см. фиг. 16а); велич ны углов отмечены
на рисунках дýжками со стрелками. Напомним, что  и  суть полярные координаты со-
ответственно на плоскостях  и .

Для случая, когда  – входящий угол, именно из зависимости  и следует эффект “прили-
пания” изолинии  отображения , исходящей из вершины , к одной из сторон угла .
Этот эффект рассмотрен в подпунктах 2.2.1 и 3.3.4, а в подпункте 2.2.2 и на фиг. 2 показано, ка-
ким образом это “прилипание” приводит к негативным последствиям для гармонической сетки,
генерируемой с помощью отображения (3.1).

Обсуждаемая зависимость  вытекает из полученной в п. 3.3 асимптотики линии , опре-
деляемой равенством (3.4), вблизи вершины  (см. фиг. 16а).

В следующем п. 3.4 установлен вид обратной зависимости , т.е. вид формулы связи
между углом  наклона луча

(3.5)
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исходящего из вершины  (см. фиг. 17а), и углом , под которым его образ

(3.6)

(точнее, касательная к ) выходит из точки  (см. фиг. 17б). В п. 3.4 найден также вид асимп-
тотики линии  вблизи точки , из которой вытекает зависимость .

Говоря о соотношениях, характеризующих поведение гармонического отображения 
вблизи вершины угла  и обратного к нему вблизи ее образа , мы имеем в виду прежде
всего зависимости , , а также служащие основой для них асимптотики линий ,  и
асимптотику отображения (3.1) вблизи вершины угла. Все эти результаты получены ниже в на-
стоящем разд. 3; они являются развитием результатов из [48, 49].

Необходимо отметить, что обе найденные функции,  и , носят разрывный характер,
тогда как соответствующие зависимости для аналогичного конформного отображения – обозна-
чим их соответственно через  и  – являются линейными. Действительно, для кон-
формного отображения , , справедлива асимптотика вблизи вершины угла

из которой вытекает следующий, линейный вид указанных функций:

Отмеченное отличие в поведении гармонического и конформного отображений вблизи угло-
вых точек границы области является проявлением общего существенного различия между этими
типами отображений (см. также [4–8, 34]).

3.2. Асимптотика гармонического отображения вблизи вершины угла

Приведенное в п. 3.1 определение отображения (3.1) дополним условием, что оно устанавли-
вает гомеоморфизм  между контуром угла  и интервалом  по правилу
(2.4), которое согласуется с условием (3.2). Очевидно, что область  включает сектор

(3.7)

некоторого радиуса , т.е. .
В области  при  зададим (вещественную) гармоническую функцию  с по-

мощью выражения

(3.8)
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с параметрами , , определямыми раствором  угла и “скоростями”  и  гомеоморфизма
(2.4) по формулам

(3.9)

Отсюда с учетом положительности величин  и  вытекают соотношения

(3.10)

Нетрудно убедиться с помощью непосредственной проверки, что при всех 
функция (3.8) удовлетворяет условию (2.4) на контуре  угла, т.е.

(3.11)

Поэтому гармоническая в секторе (3.7) и непрерывная в  функция  обращается в нуль на
 и, следовательно, представима на множестве  в виде сходящегося на нем ряда

(3.12)

Правая часть этого равенства представляет собой, очевидно, ряд Фурье левой части с подста-
новкой

(3.13)

на отрезке  по функциям . Тогда числа  суть его коэффициенты Фу-
рье, вещественная и мнимая часть которых вычисляется по формуле

(3.14)

Из однолистности отображения  и сохранения им ориентации следует, что

(3.15)

Перенося функцию , определяемую равенством (3.8), в правую часть (3.12) и обрывая в ней
ряд на первых двух его членах, находим асимптотику рассматриваемого гармонического отобра-
жения  вблизи вершины  угла. При  она дается формулой

(3.16)

Эта же формула справедлива и при , но с переменой мест первых двух слагаемых, так
чтобы они были расположены в порядке убывания.

3.3. Асимптотика линий , исходящих из вершины угла

3.3.1. Уравнение для функции . Обозначим через  уравнение в полярных коорди-
натах  линии , определяемой равенством (3.4) (см. фиг. 16а). Асимптотику этой линии
вблизи вершины  угла , понимаемую как асимптотику функции  при , найдем,
исходя из уравнения для .

Для его вывода запишем тождество , , которому линия  отвечает по

определению. Выражая в этом тождестве координату точек на дуге  в виде , получим
для функции  следующее равенство:

(3.17)
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а подставляя сюда соотношение (3.16) для отображения , придем к асимптотическому урав-
нению относительно искомой функции :

(3.18)

При  здесь слагаемые в правой части расположены в порядке убывания. Для соблюде-
ния этого же принципа при  необходимо в формуле (3.18) переставить два первых члена.

3.3.2. Особый случай, . Анализ уравнения (3.18) показывает, что прежде всего следует
выделить особый случай, когда величина угла наклона луча  принимает такое значение, что
выражение во вторых скобках правой части (3.18) обращается в нуль, т.е. выполняется равенство

(3.19)

Удовлетворяющий ему угол обозначим через

(3.20)

соответствующую этому случаю кривую  – через , а уравнение для нее – через ;
ниже показано, что по своим геометрическим свойствам она отличается от кривых  при

. Другие величины и объекты, соответствующие особому случаю, будем также отмечать
“звездочкой” (знаком *).
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Подставив (3.19) в формулу (3.18) и разделив обе части на , придем к асимптотическому
уравнению для :

Если учесть, что правая часть здесь стремится к нулю при , так как , то получим
асимптотику для  в виде

(3.21)

где

(3.22)

Асимптотика (3.21) определяет поведение “особой” линии  вблизи вершины  угла .

3.3.3. Общий случай, . Предположим теперь, что угол , под которым луч (3.3) выходит
из точки , принимает произвольные значения , . Здесь, в свою очередь, сле-
дует выделить два случая:

(3.23)

Рассмотрим первый из них.
I) Пусть . Разделив обе части (3.18) на , получаем уравнение

(3.24)

Его правая часть стремится к нулю при , а следовательно,  стремится к  при .
Используя этот факт, находим требуемую асимптотику для рассматриваемого случая I в следую-
щем виде:

(3.25)

где

Используя представление (3.12) для отображения , нетрудно увидеть, что при всех 
справедливы соотношения , , и, таким образом, линии  и

 переходят соответственно в линии  и . Поэтому вместо асимптотики (3.24)
имеем точные равенства

(3.26)

Таким образом, зависимость  между углом , под которым луч  выходит из образа 
вершины угла, и углом , под которым прообраз  луча  выходит из вершины

, имеет при  следующий вид:

(3.27)
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II) Пусть теперь , т.е. угол  является входящим. Будем при этом по-прежнему счи-
тать, что . Для получения асимптотики функции , описывающей кривую , разде-

лим уравнение (3.18) на отличную от нуля величину  и перепишем его следующим
образом:

(3.28)

где введено обозначение

(3.29)

Поскольку правая часть равенства (3.28) стремится к нулю при , то  также стре-
мится к нулю, а следовательно, главным членом асимптотики функции  может быть либо

, либо . Согласно сказанному получаем, что

Подставляя эту формулу в (3.28) и учитывая, что

находим асимптотику функции , , при . Добавляя еще соотношение (3.21), уста-
навливаем требуемую асимптотику для  при  во всем диапазоне :

(3.30)

здесь показатель  дается формулой , а коэффициенты  и  опреде-
ляются соответственно равенствами (3.22) и (3.29).

Из асимптотики (3.30) вытекает зависимость  между углом , под которым луч  выходит
из образа  вершины угла, и углом , под которым прообраз луча  выходит из
вершины  (см. фиг. 18). Эта зависимость, являющаяся первым членом асимптотики (3.30),
дается при  формулой

(3.31)

Объединяя соотношения (3.30), (3.31), справедливые для случая II, с аналогичными результа-
тами (3.25), (3.27) для случая I, приходим к следующему утверждению.

Теорема 1.  Асимптотика функции , описывающей в полярных координатах линию
, имеет при  вид (3.25), а при  – вид (3.30).

 Зависимость  между углом , под которым луч  выходит из образа  вершины угла,
и углом , под которым его прообраз  выходит из вершины , имеет при  вид (3.27),
а при  – вид (3.31).

Иллюстрацией к этой теореме служит фиг. 18. На фиг. 18а изображена полярная сетка  на
плоскости , определяемая по формуле
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на фиг. 18б дан ее прообраз  на плоскости  при некотором , т.е. для случая I, когда
– выходящий угол, а на фиг. 18в дан ее прообраз при некотором , т.е. для случая II, когда

угол  – входящий.

Из фиг. 18б видно, что при  прообразы  всех лучей , за исключением ле-
жащих на контуре угла  (соответствующих  и ), “прилипают” в вершине  к осо-
бой линии . С другой стороны, из фиг. 18б следует, что при  все линии , соответствую-
щие , “прилипают” к стороне  угла, а все , соответствующие , – к сторо-
не .

Эти численные иллюстрации подтверждают положения теоремы 1.

3.3.4. Объяснение эффекта “прилипания”. Из сравнения определения (2.5) изолинии  и
определения (3.4), (3.3) линии  (см. также фиг. 2 и фиг. 16) очевидно, что

Тогда из равенства (3.31) для угла наклона линии  в вершине  следует, что изолиния 
не касается ни одной из сторон угла, только если ее образ  исходит из верши-
ны под углом , иначе говоря, только если , и в этом “особом” случае угол наклона на-
шей изолинии в вершине будет равен . Если же , то согласно формуле (3.31)
изолиния  будет касаться одной из сторон угла, а именно, стороны  при 
и стороны  при . Эти положения отражены в формуле (2.6).

Отметим, что величины  и  определяются через параметры отображения соответственно
по второй формуле (3.9) и формуле (3.20), где  и  вычисляются с помощью (3.14) при .

3.4. Асимптотика линий , исходящих из образа вершины угла

Напомним, что  – луч на на плоскости , исходящий из вершины  под углом , а линия

 – его образ на плоскости  (см. фиг. 17). Уравнение линии  в декарто-
вых координатах обозначим через , в полярных координатах – через  при

 и через  при , а декартовы координаты ,  линии , рассматриваемые как
функции радиальной координаты  на прообразе – луче , обозначим соответственно через

 и .

Найдем асимптотику линии  вблизи точки , понимаемую как асимптотику одной из
функций  или . Получим также зависимость  между углом , под которым луч 
выходит из вершины , и углом , под которым его образ  выходит из точки . Вывод
этих соотошений так же, как изученных в подпункте 3.3.3, следует проводить отдельно для двух
случаев (3.23).

3.4.1. Случай I. Пусть выполняется условие .

Асимптотики для  и  получаем, отделяя в формуле (3.16) вещественную и мнимую ча-
сти:

(3.32)

Из первого уравнения находим

(3.33)
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+
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Здесь, в свою очередь, следует выделить три подслучая:

(3.34)

1) Рассмотрим первый из них, т.е. предположим, что . Тогда, замечая, что в этом случае
 при малых , получаем из (3.33)

Выражая отсюда величину  через :

и подставляя ее во второе равенство (3.32), получаем асимптотику функции :

(3.35)

2) Рассмотрим второй случай (3.34), т.е. предположим, что . Замечая, что в этом случае
величина  при малых , выражаем через нее, используя (3.33), степень радиальной ко-
ординаты:

подставляя ее во второе равенство (3.32), получаем асимптотику функции :

(3.36)

3) Рассматривая теперь третий случай (3.34), полагаем  в представлениях (3.32). Обо-
значая для этого случая функции  и  соответственно через  и , имеем

Отсюда, исключая зависимость от , находим

(3.37)

Отметим, что .

Итак, объединяя (3.35), (3.36) и (3.37), мы получили для функции  следующую асимпто-
тику, описывающую поведение линии  вблизи точки :

(3.38)

Приведем вывод зависимости . Нетрудно увидеть, что
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откуда следует . Подставляя эту асимптотику в (3.38), переходя к полярным
координатам и устремляя , находим следующие соотношения для предельного значения

, , которое и представляет собой зависимость :

(3.39)

3.4.2. Случай II. Пусть выполняется условие . Введем повернутую систему декарто-
вых координат  и рассмотрим отображение

вещественная и мнимая часть которого имеют следующие асимптотики:

(3.40)

Уравнение линии  в повернутых декартовых координатах обозначим через .

Рассмотрим диапазон изменения . Из первого равенства (3.40) находим

(3.41)

откуда получаем асимптотику

(3.42)

Подставляя (3.42) во второе соотношение (3.40) и учитывая равенство , нахо-
дим требуемую асимптотику

(3.43)

Построим теперь асимптотику для . Нетрудно показать, что

откуда следует . Подставляя это соотношение в (3.43) и переходя к полярным
координатам

находим асимптотику для :

(3.44)

Расмотрим теперь случай . Проводя аналогичные рассуждения, основанные на анализе
асимптотик (3.40), приходим к следующему соотношению:

(3.45)

β−ρ ρ + ρ2 2/ 1| ( )| = ( )u
ρ → 0

ϕθ ρ( ) ρ → 0 θ ϕ( )

ϕ∈ −πβ ϕ
β ∈ θ ϕ θ ϕ ϕ
π ϕ∈ ϕ πβ

0, ( /2, *),
(0,1) : ( ) = *, = *,

, ( *, /2).

β ∈ (1,2)
− θ+ + v8 9

*= ( )ii e u i

− θ − θ − θβ βϕ+ = + − μ ϕ − ϕ +
β

* * *1/ 2/
1 1: ( ) = ( ) cos sin( *) ( ),i i ii e z a ib e r re r8 9 ^ 2

β β

β

ϕϕ + ⋅ μ ϕ − ϕ θ ⋅ + →
β

ϕ −μ ϕ − ϕ θ ⋅ + →

8 2

9 2

2 2 1/ 2/
1 1

2/

( , ) = cos sin( *)cos * ( ), 0,

( , ) = sin( *)cos * ( ), 0.

r a b r r r r

r r r r

ϕl ϕ9 9 8= ( )

ϕ∈ −πβ πβ ϕ( /2, /2)\{ *}

β β − β β μ ϕ − ϕ θ
ϕ + − β + → 

 + ϕ β 
8 22 2 1 1/ 1/

1 1 2 2
1 1

sin( *)cos *
( , ) = ( ) 1 ( ), 0,

cos( / )
r a b r r r r

a b

−β β−+ ϕ β + →2 8 82 2 2 1
1 1= ( cos / ) ( ), 0.r a b

θ +2 2
1 1 1sin * = /b a b

β β−
ϕ +β β

μ ϕ − ϕ
+ →

+ ϕ β
9 8 8 2 8 82 11

2 2 (1 )/2
1 1

sin( *)
( ) = ( ), 0.

( ) (cos( / ))
b

a b

θ ρ θ ρ − θ( ) := ( ) *

β−ρ + →8 8 2 8 82( 1)( ) = ( ), 0,

β−ρ ρ + ρ8 2 2( 1)( ) = ( )

θ + ρ +8 9 8 92 2= arg( ), = ,i

θ θ + θ= *

β− β−
ϕ +β β

β ∈ ϕ∈ −πβ πβ ϕ
μ ϕ − ϕ

θ ρ θ + ρ + ρ ρ →
+ ϕ β

21 2( 1)1
2 2 (1 )/2
1 1

(1,2), ( /2, /2)\{ *} :
sin( *)

( ) = * ( , 0.
( ) (cos( / ))

b

a b

ϕ ϕ= *

ϕ
ϕ− + →
β+

9 8 8 2 8 82 31 2 1 2
2 2 3/2
1 1

*
( ) = 2 ( ), 0.

( )
a b b a
a b



2120

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 12  2023

БЕЗРОДНЫХ, ВЛАСОВ

Отсюда, переходя к полярным координатам, получаем требуемую асимптотику для :

(3.46)

Из нее с учетом граничного гомеоморфизма (2.4) вытекает следующий вид зависимости :

(3.47)

Объединяя соотношения (3.38), (3.39), справедливые для случая I, с аналогичными результа-
тами (3.44), (3.46), (3.47) для случая II, приходим к следующему утверждению.

Теорема 2.  Если , то асимптотика функции , описывающей линию 
в декартовых координатах, имеет вид (3.38); если же , то асимптотика функции

, описывающей линию  в полярных координатах, имеет при  вид (3.44), а при
– вид (3.46).

 Зависимость  между углом , под которым луч  выходит из вершины , и углом , под
которым его образ  выходит из точки , имеет при  вид (3.39), а при  – вид
(3.47).

Иллюстрацией к этой теореме служит фиг. 19. Полярная сетка  на плоскости  вблизи
контура угла , определяемая по формуле
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изображена на фиг. 19а и фиг. 19в соответственно для некоторых значений  и . Для этих
же случаев I и II даны образы (при отображении ) этой сетки соответственно на фиг. 19б и
фиг. 19г.

На фиг. 19б видно, что при  образы  всех лучей , соответствующих ,
“прилипают” к граничному отрезку , особая линия  – образ луча, соответствующего ,
выходит из точки  под углом , а образы  всех лучей , соответствующих ,
“прилипают” к граничному отрезку  . На фиг. 19г видно, что при  все , за исключением
лежащих на граничном отрезке  (т.е. соответствующих  или ), “прилипают”
в вершине  к особой линии .

Эти численные иллюстрации подтверждают положения теоремы 2.

4. ПОСТРОЕНИЕ ГАРМОНИЧЕСКОГО ОТОБРАЖЕНИЯ

4.1. Метод мультиполей

4.1.1. Предварительные замечания. Для решения краевых задач типа (1.2), к которым сводится
построение гармонического отображения рассматриваемых областей, т.е. -образной облас-
ти  (фиг. 1), области  с полукруглой выемкой (фиг. 2) и области  с прямоугольным вырезом
(фиг. 3), в работе применяется метод мультиполей (см. [46–48]).

Характерной чертой метода является выделение той части границы области, вблизи которой
решение имеет сложный (резко переменный или сингулярный) характер, и где требуется полу-
чение решения (а часто и его дифференциальных характеристик) с высокой точностью.

Называя  любую из рассматриваемых областей ,  или , обозначим выделенный участок
границы через . Для -образной области  таким участком естественно считать контур  угла
(см. фиг. 3а), для области  – дугу , содержащую полукруговую выемку (фиг. 10а и 11а),
а для области  – контур прямоугольного выреза  (см. фиг. 14а и 15). Оставшийся уча-
сток границы  назовем .

Эффективность применения метода мультиполей для рассматриваемых задач основана на
том, что для данных областей  легко указать такое их расширение  через дугу , для которого
можно в явном аналитическом виде найти его конформное отображение  на верхнюю полу-
плоскость. Ниже показано, что с помощью этого отображения легко строится система функций

, где  – множество натуральных чисел, обладающая хорошими аппроксимативными
свойствами. (Эти аппроксимативные функции родственны мультиполям из комплексного ана-
лиза и теории потенциала (см. [51]), откуда и название метода.) С помощью данной системы на-
ходятся решения соответствующих краевых задач и в итоге строится требуемое гармоническое
отображение.

4.1.2. Общая схема метода. Общая схема этого метода заключается в следующем. Пусть грани-
ца  односвязной области  на комплексной плоскости  состоит из двух дуг,  и , из которых
первая является жордановой кусочно-гладкой, а для области  существует ее расширение  че-
рез дугу , т.е. такая односвязная область , что выполняются условия: 1) , 2) , 3)

. Точки дуги  обозначаем через , а (произвольную) жорданову дугу  без концевых
точек – через .

В области  рассмотрим задачу Дирихле

(4.1)

(4.2)

(4.3)

где функция  принадлежит ; однозначная разрешимость этой задачи в функциональ-
ном пространстве типа Харди установлена в [47].

Пусть выполняются указанные выше геометрические условия для областей  и . Выберем
на  точку , а на дополнительной (открытой) дуге  – точку  и введем конформное
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отображение  расширения  на верхнюю полуплоскость , удовлетворяющее нор-
мировке

(4.4)

Определим функции , , по формуле

(4.5)

В [47] доказано следующее утверждение.
Теорема 3. Функции  являются гармоническими в области , удовлетворяют на  однород-

ному условию  и образуют полную и минимальную систему в .
В соответствии с этой теоремой решение задачи (4.1)–(4.3) ищем в виде предела последова-

тельности  приближенных решений (здесь и далее  – верхний индекс)

(4.6)

где коэффициенты  определяются из условия минимальности отклонения приближенного ре-
шения  от граничной функции  в норме , т.е. . Это условие приво-
дит к следующей системе линейных уравнений:

(4.7)

где через  обозначено скалярное произведение в , т.е.

(4.8)

Обозначим верхний полукруг и его полуокружность соответственно через

а через  – конформное отображение полукруга  на , переводящее полуокружность 
в дугу . Сходимость описанного метода обеспечивает установленная в [47] следующая

Теорема 4. Справедливы утверждения

 ;

 последовательность приближенных решений  равномерно сходится при  к ре-
шению  задачи (4.1)–(4.3) на любом компакте , и выполняется оценка

(4.9)

где  – расстояние от  до .
Если граничная функция  в граничном условии (4.3) непрерывна, тогда как точное ,

так и приближенное  решения задачи (4.1)–(4.3) являются гармоническими в  и непре-
рывными в , а значит, такой же является и их разность, и к ней применим принцип максимума.
Отсюда получаем апостериорную оценку погрешности приближенного решения в норме :

(4.10)

очевидно, что правая часть этого неравенства легко вычисляется после нахождения приближен-
ного решения.
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4.2. Построение гармонического отображения -образных областей

Под областью -образной формы мы понимаем шестиугольник , изображенный на фиг. 3а,
со входящим углом  раствора , , определяемым формулой (2.3) и имеющим вершину

. Контур угла  переобозначим через , а оставшуюся часть границы  – через .
Согласно сказанному в п. 1.1, построение функции , осуществляющей отображение

, сводится к решению задачи Дирихле

(4.11)

где для граничного гомеоморфизма , переписанного через текущие длины в виде , про-
изводная  постоянна на каждой из сторон шестиугольника , причем

Тогда, обозначая

где  определяется формулой (3.8), и учитывая (4.11) и (3.11), получаем для непрерывных в 
компонент ,  отображения следующие краевые задачи:

(4.12)

(4.13)

Задачи (4.12), (4.13) решаем методом мультиполей, изложенным в п. 4.1, для которого прини-
маем , так что

Далее применяем алгоритм метода мультиполей, изложенный в подпункте 4.1.2. Численная
реализация осуществлена для трех вариантов -образной области, , , . На фиг. 4а–4в
даны соответствующие картины их гармонического отображения. При этом апостериорная
оценка погрешности в норме  составила менее  при использовании  аппроксима-
тивных функций.

4.3. Построение гармонического отображения подковообразной области

Для того чтобы определить общий вид области  с полукруговой выемкой, частным случаем
которой является изображенная на фиг. 10 подковообразная область , введем вначале область

являющуюся расширением области ; на фиг. 11 заштриховано дополнение к .
Выберем на границе  точки  и  и соединим их (кусочно-гладкой) ду-

гой , целиком, кроме концевых точек  и , лежащей в области . Тогда в качестве области 
примем внутренность контура , образованного отрезками  и 
границы , лежащими на вещественной оси , а также дугой , введенной выше, и полуокруж-
ностью . Типичная область  из описанного класса областей с полукруговой
выемкой изображена (затенена) на фиг. 11.

Генерируемое гармоническое отображение

(4.14)

области  на квадрат  (см. фиг. 11) подчиним граничному гомеоморфизму , при кото-
ром “граничная производная” этого гомеоморфизма, переписанного через текущие длины дуг,
постоянна на , точнее
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Тогда задача Дирихле (1.2), к решению которой согласно п. 1.1 сводится построение отображе-
ния , приобретает следующий вид:

(4.15)

(4.16)

здесь , а  суть вершины квадрата , определяемые равенствами , ,
,  (см. фиг. 11б). Задача (4.15), (4.16), в свою очередь, приводится к двум задачам

Дирихле отдельно для вещественной  и мнимой  частей отображения  с
граничными условиями, вытекающими из формулы (4.16).

Построим с помощью метода мультиполей гармоническое отображение конкрентой области
из рассматриваемого класса, а именно, подковообразной области  на квадрат . Для этого за-
дадим дугу  как полуэллипс:

Тогда граничный гомеоморфизм (4.16) переписывается для вещественной  и мнимой  ча-
стей отображения в виде

(4.17)

(4.18)

Здесь  определяется по формуле

(4.19)

где  дается равенством , в котором  и  суть соответствен-
но неполный и полный эллиптические интегралы второго рода (см. [51]), т.е.

(4.20)

с модулем .
Переобозначим дугу  через , дугу  – через , а область  – через , так что

. Область  является расширением области  через дугу , и, таким образом, геомет-
рические условия применимости метода мультиполей выполняются (см. подпункт 4.1.2).

Определим две функции,  и , используемые для того чтобы на дуге  получить одно-
родное условие Дирихле, что является необходимым для применения метода мультиполей:

(4.21)

(4.22)

Представляя компоненты  и  отображения в виде

(4.23)

получаем с учетом (4.17), (4.18) следующие постановки задач для функций  и :

(4.24)

(4.25)
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Решения задач (4.24) и (4.25) будем строить с помощью модификации метода мультиполей,
который, применительно к указанным задачам, использует систему аппроксимативных функ-
ций , определяемых по формуле

(4.26)

Система этих функций, являющихся модификацией мультиполей , определяемых по фор-
муле (4.5) через функцию Жуковского , обладает теми же аппроксимативными
свойствами, что и система , так как каждая функция  является линейной комби-
нацией функций , , и, значит, система  может служить основой для метода.
С его помощью было получено отображение (4.14), картина которого представлена на фиг. 11.
Апостериорная оценка допущенной погрешности составила  при использовании  аппрок-
симативных функций (4.26).

Все основные положения изложенного алгоритма построения отображения переносятся на
произвольную область  с полукруговой выемкой при определении  как дуги , а  как
дуги .

4.4. Построение гармонического отображения области c прямоугольным вырезом

4.4.1. Постановка задачи. Для определения области  с прямоугольным вырезом введем
область , изображенную на фиг. 14в, представляющую собой внешность полуполосы ши-
риной :

(4.27)

где  – комплексная плоскость. Бесконечно удаленную точку границы  обозначим через ,
середину торца – через , а вершины области – через  и .

Выберем некоторые точки  и  соответственно на сторонах  и  области . Дугу
 границы  назовем  (см. фиг. 14). Cоединим  и  жордановой кусочно-гладкой ду-

гой , целиком (кроме концевых точек) лежащей в области , и составим замкнутый жорданов
контур . Его внутренность назовем областью  и примем ее в качестве общего вида об-
ласти с выемкой, для построения гармонического отображения  которой на прямо-
угольник

(4.28)

дан вычислительный метод.

Согласно разд. 1, построение гармонического отображения  области  на  сводит-
ся, как и выше, к решению задачи Дирихле

Здесь заданный граничный гомеоморфизм  осуществляет соответствие

между точками границ области  и вершинами прямоугольника  (см. фиг. 14). Таким обра-
зом, гомеоморфизм  переводит контур  выемки в нижнюю сторону прямоугольника.

Кроме того, данный гомеоморфизм, переписанный через текущую длину дуг (тогда его пере-
обозначаем как ), отвечает требованию, что его производная  равна

(4.29)
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Тогда размеры  прямоугольника  и точка  – прообраз начала координат –

выражаются через параметры формулы (4.29) и координаты точек  грани-
цы  следующим образом:

(4.30)

Нетрудно убедиться, что гармоническая функция

(4.31)

удовлетворяет условию
(4.32)

где параметризованный по текущим длинам  и  гомеоморфизм  отвечает требованиям (4.29).
Тогда, представляя искомое отображение  в виде суммы

(4.33)

где  и  – вещественные, гармонические в  и непрерывные в  функции, приходим к
следующим двум задачам Дирихле для этих функций в области :

(4.34)

(4.35)

где  – точки дуги .
4.4.2. Вычисление мультиполей через конформное отображение. Аппроксимативная система

функций определяется с помощью равенства

(4.36)
через конформное отображение

(4.37)
Обратное отображение

(4.38)
может быть записано через интеграл Кристоффеля–Шварца (см. [51]) или в элементарном виде

(4.39)

(4.40)

С помощью представления (4.39) мы выводим для искомого прямого отображения  сте-
пенные разложения вблизи вершин  и , представляющие это отображение соот-
ветственно в секторах

(4.41)

где эти разложения сходятся. При этом достаточно получить одно из этих разложений, напри-
мер, вблизи точки . Тогда второе разложение получается из него применением преобра-
зования симметрии. В остальной части области  отображение  строится с помощью
метода Ньютона (см. [52]) с использованием формул (4.39), (4.40).
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Найдем разложение отображения  вблизи вершины . Разлагая подынтегральное
выражение (4.39) в биномиальный ряд по степеням  и интегрируя, получим для обратного
отображения  следующее представление вблизи образа  вершины :

(4.42)

где , а коэффициенты  выражаются через величины

по формуле

(4.43)

здесь  – биномиальные коэффициенты, , а сумма в (4.43) берется по всем ре-

шениям  уравнения  в неотрицательных целых числах, иначе го-
воря, по всем разбиениям  числа .

Обращая представление (4.42) с помощью формул Бюрмана–Лагранжа (см. [51]) и Фаа ди
Бруно (см. [53]), получаем представление для отображения  вблизи вершины :

(4.44)

Множеством сходимости разложения в (4.44) является сектор , а коэффициенты  даются
формулой

(4.45)

где , а сумма берется по всем решениям  в неотрицательных целых
числах уравнения , иначе говоря, по всем разбиениям числа

.
Вычислив с помощью изложенного алгоритма отображение , находим требуемые мульти-

поли  по формуле (4.36), после чего получаем с помощью изложенного в п. 4.1 метода муль-
типолей отображение  для любой области  из описанного класса, в том числе и
для областей  и , изображенных на фиг. 13, 15.

4.4.3. Численные результаты. Результаты численной реализации полученного решения задачи
о построении гармонического отображения представлены для двух вариантов области с прямо-
угольным вырезом – областей  и  – в виде картин соответствующих отображений 
и , приведенных на фиг. 13, 15. Апостериорная оценка погрешности этих отображений в

норме  составила  при использовании  аппроксимативных функций.
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