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Рассмотрен алгоритм параллелизации по данным для метода прямого статистического моде-
лирования течений разреженного газа. Выполнен анализ масштабирования производитель-
ности основных процедур алгоритма. Показано удовлетворительное масштабирование про-
изводительности параллельной процедуры индексации частиц, предложен алгоритм ускоре-
ния работы данной процедуры. На примерах решения задач о свободном потоке и обтекании
конуса для 28-ядерного узла с общей памятью получено приемлемое ускорение работы всего
алгоритма. Проведено сравнение эффективности алгоритма параллелизации по данным и
алгоритма декомпозиции расчетной области для свободного течения. С использованием раз-
работанного параллельного кода выполнено исследование обтекания конуса сверхзвуковым
разреженным потоком. Библ. 39. Фиг. 18. Табл. 2.
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ВВЕДЕНИЕ
Решение современных задач внешней аэродинамики для условий разреженной атмосферы,

разработка двигателей малой тяги космических летательных аппаратов, устройств микроэлек-
тромеханических и наноэлектромеханических систем, а также многочисленные приложения в
области вакуумных технологий требуют совершенствования методов расчета течений разрежен-
ного газа, разработки соответствующих программ и алгоритмов. Математическая модель расчета
разреженных течений базируется на решении интегродифференциального уравнения Больцма-
на [1], [2]. Численное решение обобщенного уравнения Больцмана в общем случае произволь-
ной геометрии задачи с физико-химическими процессами, протекающими в объеме газовой фа-
зы, затруднительно. Данное обстоятельство связано со сложностью “точного” расчета интеграла
столкновений [3], [4]. Широкое развитие получили методы решения уравнения Больцмана, ос-
нованные на возможности использования упрощенной модели интеграла столкновений [5–10].
Однако модификации таких методов для численного моделирования течений химически реаги-
рующей газовой смеси еще находятся в стадии развития. Наиболее распространенным в настоя-
щее время методом расчета течений разреженного газа является метод прямого статистического
моделирования (ПСМ) Монте-Карло [11–13].

Метод ПСМ относится к стохастическим методам решения уравнения Больцмана. Метод
предполагает моделирование движения и столкновений модельных частиц, каждая из которых

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта № 22-11-00078). Вычислительные ресурсы предо-
ставлены Суперкомпьютерным центром “Политехнический”.
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представляет FN реальных атомов или молекул (FN ≫ 1). Макроскопические параметры течения
получаются путем усреднения параметров частиц.

Метод был предложен австралийским ученым Грэмом Бердом [14]. Метод ПСМ реализован в
ряде коммерческих пакетов (например, Monaco [15], SMILE [16]), свободно распространяемых
кодов [17] и исследовательских программ [18]. К достоинствам метода относится возможность
моделирования трехмерных течений со сложной геометрией с учетом физико-химических про-
цессов в объеме движущейся среды и на поверхности обтекаемых тел. К недостаткам относится
вычислительная ресурсоемкость метода, прямо пропорциональная числу модельных частиц в
поле течения и возрастающая с уменьшением характерного числа Кнудсена. Для преодоления
данного недостатка возможна как разработка экономичных схем расчета, требующих относи-
тельно малого числа частиц в ячейке [19], [20], так и адаптация алгоритма ПСМ для расчета на
компьютерных кластерах различной архитектуры. В настоящей работе рассматривается второй
подход для ускорения работы алгоритма ПСМ.

Разработка высокопроизводительных алгоритмов ПСМ началась с середины 1990-х гг. и была
обусловлена интенсивным развитием многопроцессорных компьютеров. Наиболее популярным
методом параллелизации являлся метод декомпозиции расчетной области [21–25], однако были
предложены и альтернативные подходы, связанные с декомпозицией по данным [26] и декомпо-
зицией по статистически независимым ветвям нестационарной задачи [27–29].

В настоящее время доступные суперкомпьютерные ресурсы имеют гетерогенную архитектуру
– в общем случае они включают несколько узлов и несколько многоядерных процессоров в каж-
дом узле вместе с графическими процессорами. Гетерогенная архитектура суперкомпьютеров
открывает возможности для разработки многоуровневых высокопроизводительных алгоритмов,
комбинирующих различные методы параллелизации. Такая разработка требует понимания воз-
можностей каждого из упомянутых выше методов. На взгляд авторов наименее изучены возмож-
ности подхода, ориентированного на параллелизацию по данным. Работы, содержащие деталь-
ное описание техники распараллеливания по данным, а также тестовые эталонные задачи для
оценки эффективности соответствующих параллельных алгоритмов ПСМ, практически отсут-
ствуют. Настоящая работа посвящена разработке одноуровневого алгоритма параллелизации по
данным и анализу его эффективности. Развитие низкоуровневых алгоритмов важно для ускоре-
ния расчетов на вычислительных системах с общей памятью, как в случае самостоятельного ис-
пользования, так и в качестве одного из уровней многоуровневого алгоритма. Также такие алго-
ритмы будут несомненно полезны для современных персональных компьютеров и серверов с об-
щей памятью.

Настоящая статья организована следующим образом. В разд. 1 представлено описание клас-
сического последовательного алгоритма ПСМ. В разд. 2 приведено описание алгоритма парал-
лелизации по данным и предложены его модификации. Анализ ускорения работы соответству-
ющего программного кода и эффективности параллельного алгоритма представлен в разд. 3.
Рассмотрены задачи о моделировании свободного потока и обтекания конуса разреженным га-
зом. Проведено сопоставление с результатами применения алгоритма декомпозиции по расчет-
ной области. В следующем разделе обсуждаются физические аспекты обтекания конуса разре-
женным сверхзвуковым потоком. В заключение сформулированы общие выводы по проведен-
ному исследованию.

1. МЕТОД ПСМ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ

В своей последней монографии [13] Грэм Берд предлагает следующую характеристику метода:
“Метод ПСМ обеспечивает вероятностное физическое моделирование газового потока путем
одновременного отслеживания движения репрезентативных модельных молекул в физическом
пространстве”. Берд разрабатывал основы метода исходя из физических представлений о дина-
мике разреженного газа и не опирался на формализованную математическую модель [11], [14].
Однако последующие исследования [30], [12] показали, что ПСМ может рассматриваться как
стохастический метод решения уравнения Больцмана:
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Здесь t – время, r – радиус-вектор в физическом пространстве, n – концентрация газа, f – функ-
ция распределения частиц по скоростям, для которой выполняется следующее условие норми-
ровки:

где с – вектор скорости, сr – относительная скорость сталкивающихся частиц, σdΩ – дифферен-
циальное сечение столкновения, нижний индекс 1 соответствует полевым молекулам, верхний
индекс * соответствует функции распределения послестолкновительных скоростей частиц.
Уравнение (1) справедливо для однокомпонентного одноатомного газа и записано в отсутствие
действия внешних сил. Для случая химически реагирующей газовой смеси рассматривается
обобщенное уравнение Больцмана [2].

Классический вычислительный алгоритм ПСМ для расчета стационарного течения приведен
на фиг. 1. Алгоритм предполагает этап предобработки, связанный с построением сетки, вычис-
лением необходимых констант и обнулением/заполнением используемых массивов. Далее сле-
дует основной цикл, проводящий моделирование по времени. Шаги цикла можно разделить на
два последовательных блока. Первая часть шагов соответствует времени установления течения
tS. После установления течения (t > tS) на каждом временном шаге второго блока цикла после вы-
полнения основных процедур осуществляется выборка параметров модельных частиц. Отличие
второго блока от первого заключается только в реализации дополнительной процедуры выборки
параметров (ПВП) в каждой ячейке сетки.

Внутри цикла по времени реализуются основные процедуры метода. Предполагается расщеп-
ление процессов передвижения частиц в пространстве и их столкновений на временном шаге.

Процедура передвижения частиц (ППЧ) соответствует моделированию конвективного пере-
носа частиц согласно (1). ППЧ предполагает перебор в цикле всех частиц и перемещение каждой
частицы i в пространстве за шаг Δt:

здесь ri, r0,i – радиус-вектор конечного и начального положений частицы соответственно, сi –
скорость частицы. Моделирование осесимметричного течения в методе ПСМ имеет некоторые
особенности. Вычисление компонент вектора ri (xi, yi) (y – радиальная координата) происходит
согласно выражениям [11–13]:

где ( , ) – начальные координаты частицы, ( , , ) – начальные компоненты скорости
частицы. Компоненты скорости частиц в осесимметричном течении:

Скорость частицы в ППЧ может изменяться при ее столкновении с поверхностью, поэтому
ППЧ также включает установление факта пересечения частицы с поверхностью тела или грани-
цей области при передвижении на данном временном шаге. В случае факта пересечения моде-
лируется отражение частиц от поверхности тела/границы или происходит удаление частиц из
расчета.

Процедура розыгрыша столкновений частиц (ПСЧ) отвечает за моделирование процесса
столкновений (правая часть (1)). ПСЧ предусматривает перебор в цикле всех ячеек сетки, в ко-
торых моделируются столкновения. В каждой ячейке выбираются пары частиц для розыгрыша
парных столкновений и, в случае реализации столкновений, определяются послестолкновитель-
ные скорости частиц. Число сталкивающихся пар согласно кинетической теории зависит от
плотности частиц в ячейке и от средней величины произведения относительной скорости частиц
на сечение столкновения. Специфика реализации ПСЧ зависит от выбора схемы столкновений.
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В настоящей работе число столкновений в ячейке j определялось согласно модели без временно-
го счетчика (NTC, no-time counter) [12], [13]:

(2)

Здесь  – число модельных частиц в ячейке, σ – сечение столкновения, индекс max означает
максимально возможное значение в ячейке, Vj – объем ячейки. Выражение (2) записано для од-
нокомпонентного газа.

Переход от ППЧ к ПСЧ требует дополнительной процедуры индексации модельных частиц
(ПИЧ), так как в процессе передвижения частицы могут покинуть исходную ячейку или саму
расчетную область. Основная задача ПИЧ состоит в установлении соответствия между номера-
ми частиц и ячейками, в которых они находятся, что необходимо для выбора сталкивающихся
пар частиц в ПСЧ. ПИЧ играет важную роль в масштабировании производительности и может
быть реализована несколькими способами, описанными ниже.

Классическим вариантом реализации (ПИЧК) является объявление двумерного массива эле-
ментов L [2][Np], где Np – число частиц в расчетной области [11], [12]. Для простоты восприятия
здесь и далее полагается, что индекс массива начинается с единицы. Используемая организация

( ) ( )= − Δ, , max1/2 1 σ / .c p j p j N r jN N N F c t V

,p jN

Фиг. 1. Классический алгоритм ПСМ для расчета стационарного течения.
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хранения данных в массивах соответствует языку программирования C – первый индекс отвеча-
ет за номер строки, второй – за номер столбца, а хранение в памяти проводится по сплошным
строкам. В строке L [1] длиной Np хранится номер ячейки для каждой частицы. Вторая строка L
[2] содержит номера частиц, сгруппированные в порядке их расположения по ячейкам (“склад”
номеров частиц). Например, если первая ячейка содержит две частицы с номерами 32 и 17, а вто-
рая – три частицы с номерами 5, 64 и 89, то первые пять элементов будут равны (L [2]{32, 17, 5,
64, 89}). Дополнительно объявляется вспомогательный массив I[2][Nc], где Nc – число ячеек.
Строка I[1] содержит число частиц в каждой ячейке. Строка I[2] для каждой ячейки содержит
указатель на порядковое начало (смещение начального индекса) “склада” частиц, принадлежа-
щих ячейке в строке L [2]. Для описанного выше примера (I[1]{2, 3}, I[2]{1, 3}).

ПИЧК состоит из нескольких циклов. Цикл по частицам определяет номер ячейки для каж-
дой частицы, заполняет строку L [1]. В цикле происходит инкрементирование счетчика I[1][X],
где X – номер ячейки. Второй цикл по числу частиц позволяет организовать последовательное
хранение номеров частиц в ячейках в строке L [2] и также предусматривает инкрементирования
счетчика I[1][X]. В ПИЧК рассчитывается и указатель I[2][X] на начало “склада” номеров частиц
для ячейки X в строке L [2]. В результате работы ПИЧ для каждой ячейки известно число частиц
I[1][X] в ней, порядковое начало “склада” номеров частиц, соответствующее ячейке X в строке L
[2], и заполнена сама строка L [2]. Таким образом, имеется вся информация для выбора пар ча-
стиц для последующего розыгрыша столкновений в процедуре ПСЧ.

Недостатком указанной классической процедуры ПИЧК является наличие двух циклов по
частицам, в каждом из которых производится инкрементирование счетчика числа частиц в каж-
дой ячейке. При распараллеливании это инкрементирование необходимо защищать средствами
синхронизации, что сказывается на масштабировании производительности алгоритма.

В настоящей работе предлагается рассмотреть также альтернативный алгоритм процедуры
ПИЧ. Модификация процедуры (ПИЧМ) предусматривает резервирование одинакового раз-
мера “склада” Nw для номеров частиц в строке L [2] для каждой ячейки. Такой шаг позволяет
избавиться от расчета строки L [1] c инкрементированием счетчика I[1][X], а значит, в перспек-
тиве – от необходимости синхронизации при распараллеливании. При этом теряется “сплош-
ность” хранения всех номеров частиц в L [2]. Размер “склада” Nw должен быть равен максималь-
но возможному числу частиц, которое может оказаться в любой ячейке в любой моделируемый
момент времени. Адрес начала “склада” в строке L [2] для ячейки с номером X определяется как
(X – 1) * Nw + 1. Такой подход позволяет ограничиться одним циклом по частицам для заполне-
ния строки L [2] и для определения числа частиц в каждой ячейке I[1][X], но не исключает одну
из двух процедур инкрементации элементов строки I[1]. С точки зрения использования опе-
ративной памяти такой подход с одной стороны требует большей размерности “с запасом” мас-
сива L. Максимальный размер массива должен быть увеличен в зависимости от типа течения и
возможной амплитуды изменения числа частиц в ячейках, так как нужно предусмотреть именно
крайний случай – максимальное число частиц в одной из ячеек. С другой стороны, отпадает не-
обходимость в строках L [1] и I[2]. Соответственно массивы L и I могут быть объявлены одномер-
ными: LN[Np], IN[Nc].

Следует отметить возможность еще одной модификации классического варианта ПИЧ, свя-
занной с передачей функции определения соответствия ячейки каждой частице (первый цикл
заполнения строки L [1]), в блок передвижения частиц. Такой подход реализован в [25].

Первой процедурой основного цикла является процедура генерации частиц (ПГЧ) на грани-
цах области она следует перед ППЧ. Поток числа частиц на единичный элемент поверхности в
единицу времени определяется как [11–13]:

(3)

где m – масса частиц, T – температура газа, s – скоростное отношение (s = c0/(2RT)1/2, R – газовая
постоянная), θ – угол между вектором среднемассовой скорости газа с0 и вектором нормали к
граничной поверхности, k – постоянная Больцмана.

( ) ( ) ( ){ }+ = π − θ + π θ + θ1/2 2 2 1/2/(2 ) exp cos cos 1 erf( cos ) ,F n kT m s s s
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Последним блоком алгоритма является блок постобработки, который выполняется после до-
стижения заданного времени tL > tS. В данном блоке рассчитывается концентрация, компоненты
среднемассовой скорости и температуры газа в ячейке j:

(4)

(5)

где NA – число временных шагов, используемых для выборки параметров, соответственно
индекс k относится к временному шагу, на котором происходит выборка, m – масса частицы.
Суммы

вычисляются в процедуре ПВП. Компоненты среднемассовой скорости  и  рассчитывают-
ся аналогично (4), а компоненты температуры  и  аналогично (5). Полная температура газа
определяется как Tj = (  +  + )/3.

2. АЛГОРИТМ РАСПАРАЛЛЕЛИВАНИЯ ПО ДАННЫМ 
ДЛЯ УЗЛА КЛАСТЕРА С ОБЩЕЙ ПАМЯТЬЮ

Согласно методу ПСМ распараллеливание по данным строится на следующих принципах:
(i) независимости моделирования передвижения каждой частицы от передвижения других ча-
стиц, (ii) независимости моделирования процесса столкновений в каждой ячейке от столкнове-
ний частиц в других ячейках.

Версия распараллеливания алгоритма по данным представлена на фиг. 2. Предполагается па-
раллельная работа Nt потоков (threads), каждого на отдельном ядре. Для распараллеливания ис-
пользуется модель параллельного программирования соединение-разветвление (fork–join) по-
средством технологии OpenMP.

В процедуре ППЧ реализуется параллельный расчет передвижения частиц. Каждый поток пе-
редвигает и при необходимости сталкивает с границами тел/области свою группу частиц. Основ-
ной цикл по частицам распараллелен средствами неявной многопоточности (директива parallel
for) без необходимости в синхронизации по данным.

В процедуре ПСЧ реализуется параллельный расчет столкновений в ячейках. Каждый поток
обрабатывает свою группу ячеек. Распараллеливание процессов столкновения частиц между по-
токами осуществляется средствами OpenMP без использования средств синхронизации.

Распараллеливание алгоритма требует учета специфики процедуры индексации. В случае
классической ПИЧ первый цикл по частицам в этой процедуре распараллеливается стандартны-
ми средствами OpenMP по модели соединение–разветвление. Внутри цикла для каждой части-
цы определяется ячейка X, в которой находится частица и инкрементируется счетчик частиц в
этой ячейке I[1][X]. Из-за того, что совершенно разные частицы могут оказаться в ячейке X, дан-
ное инкрементирование счетчика должно проводиться, используя средства синхронизации. Это
одно из немногих “узких” мест алгоритма. Непосредственное использование для этой синхро-
низации директивы critical section, предлагаемой в OpenMP, приводит к неудовлетворительным
результатам по масштабированию, поэтому при выполнении данной работы для улучшения мас-
штабирования производительности применялось два подхода по организации согласованного
инкрементирования указанного счетчика частиц. Первый подход состоял в использовании ато-
марного обновления (atomic update), а второй – в применении свертки (reduction) целиком для
строки I[1] двумерного массива I, описанного выше. Первый способ задействует атомарное ин-
крементирование счетчка I[1][X]. Второй способ стал доступен относительно недавно после ре-
ализации в используемом компиляторе gcc стандарта OpenMP 4.5. Он подразумевает использо-
вание отдельного экземпляра строки I[1] для каждого потока без всякой синхронизации, а затем
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свертку всех строк со счетчиками в одну. Во втором цикле блока ПИЧК, в котором происходит
заполнение строки L [1], также применялись стандартные средства OpenMP. При этом исполь-
зовался атомарный захват значения счетчика I[1][X] с предварительным его инкрементировани-
ем (atomic capture). Укрупненная блок-схема этой процедуры представлена на фиг. 3.

Фиг. 2. Версия распараллеливания алгоритма по данным.
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В случае модифицированного варианта ПИЧМ с дополнительными массивами (далее
ПИЧМД) требование по согласованному инкрементированию счетчика числа частиц в ячейке
было сознательно исключено. Для этого заводятся дополнительные двумерные массивы, анало-
гичные массивам LN и IN, но имеющие дополнительную размерность, равную максимально
возможному числу используемых вычислительных потоков: LP[Nt][Np], IP[Nt][Np], где Nt –
количество используемых потоков. Каждый поток T работает со своей строкой LP[T] и IP[T]. В
результате распараллеливание реализуется аналогично ПИЧК, но без всяких средств синхрони-
зации. Как необходимость, после завершения цикла по частицам организуется дополнительный
цикл по ячейкам, внутри которого происходит формирование уже единых массивов LN и IN за
счет суммирования соответствующих элементов массива IP и слияния элементов LP. Данный
цикл также распараллеливается с использованием модели соединение–разветвление, но тоже
без всяких средств синхронизации. Указанный подход является относительно ресурсозатратным
в плане использования оперативной памяти за счет хранения массивов LP[Nt][Np], IP[Nt][Np].
Увеличение размера массива LN при использовании данного подхода оказывается пропорцио-
нальным числу используемых потоков. Однако такой подход позволяет программно исключить
наличие критической секции, атомарного обновления, атомарного захвата и свертки массива
счетчиков – т.е. исключить необходимость в синхронизации. Укрупненная блок-схема этой
процедуры представлена на фиг. 4.

Следует отметить возможность реализации упомянутой в предыдущем разделе дополнитель-
ной модификации классического варианта ПИЧ, связанной с определением соответствия ячей-
ки каждой частице непосредственно в блоке передвижения частиц ППЧ. Однако такой подход
приведет лишь к перераспределению вычислительной работы между процедурами ППЧ и ПИЧ,
увеличив размер параллельного региона в ППЧ и уменьшив его размер в ПИЧ.

К вспомогательным процедурам алгоритма, которые вносят существенно меньший вклад в
вычислительное время, относятся процедуры ПГЧ и ПВП.

В процедуре ПГЧ реализуется цикл по числу вбрасываемых в область частиц. Данное число,
как правило, существенно меньше числа модельных частиц в области, поэтому распараллелива-

Фиг. 3. Укрупненная блок-схема процедуры ПИЧК.
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ние данной процедуры не оказывает большого влияния на масштабирование производительно-
сти алгоритма – ее вклад в общее время работы алгоритма менее 1%. Каждый поток генерирует
свою часть вбрасываемых частиц. Цикл распараллелен директивой parallel for по полному числу
вбрасываемых частиц на данном временном шаге. При этом инкрементирование общего числа
частиц в области выполняется синхронизированно между потоками, используя атомарные опе-
рации OpenMP (omp atomiс). Возможно также использование других подходов: свертки (reduc-
tion) счетчика или полного исключения синхронизации при явном разбиении цикла при парал-
лелизации с выбором номеров вбрасываемых данным потоком частиц с шагом, равным общему
числу потоков.

Последним блоком цикла по времени в ПСМ идет процедура выборки параметров ПВП. Для
ее параллелизации перед циклом по ячейкам используется та же модель соединения–разветвле-
ния без синхронизации между потоками.

В результате описанной техники распараллеливания синхронизация по данным между пото-
ками в основных процедурах задействуется только при переиндексации частиц в одной из трех
версий алгоритма – ПИЧ+atomic. Алгоритм со сверткой ПИЧ+reduction и алгоритм с модифи-
цированным блоком переиндексации ПИЧМД не требуют использования средств синхрониза-
ции при работе циклов.

Говоря об особенностях параллелизации по данным, стоит также отметить, что в начале рабо-
ты кода средствами OpenMP создается пул потоков, работающий на протяжении всего модели-
рования. Каждый поток имеет свой генератор случайных чисел, обрабатывает в каждом блоке
метода ПСМ свою часть частиц и свою часть ячеек без дополнительных проверок, связанных с
номерами потоков и т.п. Авторами также был проверен подход, когда при обработке частиц каж-
дый поток занимается очередной частицей или очередной ячейкой из соответствующего масси-
ва, например, каждой Nt-й частицей (ячейкой), где Nt – число потоков. Для этого использова-
лась политика планирования циклов schedule (static, 1). Такой подход не дал отличительных ре-
зультатов, что можно объяснить удержанием в ядре данных для соседней частицы, которые
нужны другому потоку, работающему на другом ядре.

Следует отметить необходимость в использовании потоко-безопасного генератора псевдо-
случайных чисел при реализации параллельного алгоритма. Применяемый генератор использует
массив mk_m из 250 случайных чисел. Генерация очередного псевдослучайного числа x прово-
дится как x = (mk_m[mk_k])mk_m[mk_l]; mk_m[mk_k] = x, где mk_k – номер возводимого в степень
числа в массиве mk_m, а mk_l – номер степени, в которую возводится это число. Процесс гене-
рации псевдослучайных чисел определяется тройкой чисел, одно из которых – элемент массива
mk_m[250], а два других – номера mk_k, mk_l. Для удовлетворения требования ПСМ по органи-
зации потоко-независимого моделирования каждая из этих троек является локальной для своего

Фиг. 4. Укрупненная блок-схема процедуры ПИЧМД.
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потока. При этом начальное состояние для каждого потока разное и задается с использованием
стандартного генератора псевдослучайных чисел библиотеки языка C.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ПРИМЕНЕНИЯ ПАРАЛЛЕЛИЗАЦИИ 
ПО ДАННЫМ И СРЕДСТВ OPENMP

3.1. Свободный поток

В качестве одной из тестовых задач рассматривается моделирование осесимметричного одно-
родного потока аргона. Плотность атомов в потоке n0 = 3 × 1021 м–1, температура T0 = 288.15 К,
скорость с0 = 948.6 м/с, число Маха M0 = 3. Расчетная область представляет собой цилиндр с ра-
диусом Rc = 1 см и длиной боковой поверхности Hc = 25 см. Вектор среднемассовой скорости c0
направлен вдоль оси симметрии, совпадающей с осью цилиндра.

Атомы аргона вбрасываются через левую границу области (торец цилиндра) x = 0, поток ато-
мов определяется согласно (3). Функция распределения по скоростям вбрасываемых частиц со-
ответствует максвелловской:

От верхней границы области (боковой поверхности цилиндра) y = Rc частицы отражаются
зеркально:

где сrf – вектор скорости отраженной молекулы, n – единичный вектор нормали к границе в точ-
ке соударения, frf – функция распределения отраженных молекул, fi – функция распределения
падающих частиц. Частицы, достигающие правой границы (правого торца цилиндра) x = Hc, ис-
ключаются из расчета. В начальный момент времени частицы в области отсутствуют.

Реализуется 10 000 шагов по времени, выборка параметров течения происходит на последней
тысяче шагов. Число модельных частиц в области на последнем временном шаге равно 400 000.
Число ячеек в области 10 000, сетка зонная прямоугольная, используется одна зона с одинако-
вым размером ячеек. Рассмотренное течение эквивалентно течению по трубе с зеркальным за-
коном отражения от ее стенок. Число Кнудсена, рассчитанное по радиусу “трубы”, Kn ≈ 0.04.

В расчетах используются схема столкновений NTC и модель сфер переменной твердости
(VHS, variable hard sphere) для определения скоростей частиц после столкновения с параметра-
ми: показатель степени в законе степенной зависимости вязкости от температуры ω = 0.81, диа-
метр столкновений dref = 4.17 × 10–10 м при температуре Tref = 273 К. Техника пространственных
весовых множителей не применяется.

Результаты для времени расчета основного цикла последовательной версией кода ПСМ и
двух вариантов реализации ПИЧ, описанных выше, представлены в табл. 1. По результатам теста
можно сделать следующие выводы.

1. Реализация процедуры ПИЧ является соизмеримой по времени с процедурами ППЧ и
ПСЧ. Данный вывод находится в согласии с выводами работы [31].

2. Переход от классической процедуры ПИЧК к модифицированной процедуре ПИЧМ поз-
воляет сократить время счета на 10%.

{ } − + +   = −   π   

v
2 2 23/2

0
0

0 0

( )
exp .

2 2

m u c wmf
kT kT

( )= − ,( ) 2 ,rf rf i rf rf nf f cc c n

Таблица 1. Время работы последовательного алгоритма метода ПСМ для свободного течения

Процедура Алгоритм с ПИЧК Алгоритм с ПИЧМ

ППЧ 98.9 c (37.2%) 98.9 с (41.3%)
ПСЧ 58.2 с (21.9%) 58.0 с (24.2%)
ПИЧ 101.7 с (38.2%) 78.5 с (32.8%)
Сумма ППЧ + ПСЧ + ПИЧ 258.8 с (97.3%) 235.5 с (98.4%)
Все время 266.0 с (100%) 239.3 с (100%)
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3. Процедуры ПГЧ и ПВП занимают существенно меньшее время обработки и их параллели-
зация носит второстепенный характер. Так, процедуры ППЧ, ПСЧ, ПИЧ занимают при модели-
ровании более 97%.

4. Процедура ППЧ при функциональной простоте в используемой версии кода включает про-
верку всех частиц сеточной зоны на факт пересечения с границами и, как следствие, ее время вы-
полнения при расчете свободного потока составляет более 30% от общего времени моделирова-
ния.

Для той же тестовой задачи проведено моделирование параллельной версией алгоритма. Для
расчетов использовался один узел РСК Торнадо с общей памятью (СКЦ “Политехнический”).
Узел состоит из двух процессоров Intel Xeon E5 2697 v3, каждый из которых содержит 2 контрол-
лера памяти и 2 процессорных блока по 7 ядер в каждом. Каждое ядро выполнено по архитектуре
Haswell, поддерживает гиперпоточность и расширенные инструкции AVX-2 (векторный модуль
с плавающей запятой и векторное арифметико-логическое устройство). 14 ядер каждого блока
имеют связанную кэш-память (СОЗУ) последнего уровня объемом 35 МБ (L3). Таким образом,
в каждом узле содержится 28 ядер и 56 нитей (strands), или аппаратных потоков, для планирова-
ния на них потоков приложений. Каждый узел обеспечен 64 ГБ ОЗУ. Число используемых пото-
ков не превышало число ядер на узле (28). Рассмотрены три версии кода: код с ПИЧК с атомар-
ным захватом и обновлением счетчиков (далее ПИЧК + atomic), код с ПИЧК cо сверткой мас-
сива счетчиков (далее ПИЧК + reduction) и предложенная модификация кода с ПИЧМ и
дополнительными массивами.

Масштабирование производительности работы процедур и всего алгоритма по расчету одно-
родного потока приведено на фиг. 5–8. Видно, что масштабирование производительности рабо-
ты процедуры ППЧ является в целом приемлемым. Ускорение S = Tp/Tp1 (где Tp – время испол-
нения процедуры в параллельном коде, Tp1-время исполнения процедуры в последовательном
коде) приблизительно равно 11 на 28 потоках, и 6 на 14 потоках. Потенциально увеличить уско-
рение можно за счет минимизации числа частиц, проверяемых на факт пересечения с границами
области/обтекаемого тела. Ускорение процедуры ПСЧ демонстрирует чуть более слабые резуль-
таты. Такое ускорение процедур ППЧ и ПСЧ связано с удержанием совместно используемых
данных в других вычислительных ядрах (например, в их кэш-памяти первого–третьего уровней).
Стоит отметить, что в случае использования ПСЧ для осесимметричной задачи без техники про-
странственных весовых множителей на масштабирование производительности влияет неравно-
мерность числа частиц в столкновительных ячейках, о чем указано далее.

Основной проблемой реализации алгоритма параллелизации по данным является неудовле-
творительное масштабирование производительности алгоритма ПИЧК. Использование версии
ПИЧК+atomic дает ускорение работы процедуры ПИЧ 4.5 на 28 ядрах и 4.1 на 14 ядрах. Исполь-

Фиг. 5. Время работы процедур ППЧ для свободного течения в зависимости от числа ядер.

0

20

40

60

80

100

120

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27
Число ядер

В
ре

м
я,

 с
ПИЧК + atomic
ПИЧК + reduction
ПИЧМД



2004

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 12  2023

БЫКОВ, ФЁДОРОВ

зование версии ПИЧК+reduction дает ускорение процедуры ПИЧ 4.6 на 28 ядрах и 4.2 на 14 яд-
рах. Эффективнее выглядит масштабирование производительности работы процедуры
ПИЧМД. Прежде всего наблюдается снижение времени счета последовательного алгоритма.
Кроме того, ускорение работы процедуры ПИЧ увеличивается до 4.3 на 14 ядрах и до 6.7 на
28 ядрах.

Ускорение процедур ППЧ, ПИЧ и ПСЧ предопределяет полное время работы алгоритмов.
Использование версии ПИЧК+atomic дает ускорение работы всего алгоритма: 4.4 на 14 ядрах и
5.7 на 28 ядрах. Использование версии ПИЧК + reduction дает ускорение работы всего алгорит-
ма: 4.2 на 14 ядрах и 5.2 на 28 ядрах. Наиболее предпочтительно выглядит масштабирование при
использовании процедуры ПИЧМД. Как уже отмечалось, наблюдается снижение времени счета
последовательного алгоритма. Ускорение работы всего алгоритма при этом увеличивается до 6.2
на 28 ядрах.

Фиг. 6. Время работы процедур ПСЧ для свободного течения в зависимости от числа ядер.
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Фиг. 7. Время работы процедур ПИЧ для свободного течения в зависимости от числа ядер.
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Относительно слабое ускорение связано с недостатками самой модели параллельного про-
граммирования соединение–разветвление, когда распараллеливаются только участки кода, а не
весь код (например, не сразу все указанные процедуры). Среди причин можно отметить следую-
щие дополнительные обстоятельства:

(i) параллельные регионы содержат средства синхронизации;
(ii) упомянутое ранее удержание совместно используемых данных в других вычислительных

ядрах.
Ускорение алгоритма и, в частности, ПСЧ, несколько повышается с уменьшением числа

Кнудсена из-за роста числа столкновений в ячейках. Также наблюдается незначительное повы-
шение ускорения работы ПСЧ для алгоритма ПИЧМД (до 8.3 на 14 ядрах и до 11.5 на 28 ядрах)
при переходе от осесимметричной к плоской задаче при аналогичном количестве частиц в рас-
четной области (фиг. 9). Данное обстоятельство связано с более равномерным распределением
частиц в ячейках при моделировании плоского свободного потока. В осесимметричном случае
“равномерность” распределения частиц по ячейкам может быть обеспечена за счет использова-
ния весовых пространственных множителей. Однако общее ускорение (см. фиг. 10), с учетом
фактора снижения времени работы последовательного кода при расчете плоской задачи, оказы-
вается близким к случаю расчета осесимметричной задачи (4.9 на 14 ядрах и 6.1 на 28 ядрах).

Методически важным моментом является сравнение эффективности алгоритма параллелиза-
ции по данным с алгоритмом декомпозиции расчетной области (АДО). В АДО каждое ядро “об-
рабатывает” свою подобласть, т.е. выполняет все основные процедуры ПСМ (ПГЧ, ППЧ, ПИЧ,
ПСЧ, ПВП). Таким образом, “однотипно” распараллеливается весь код. К недостаткам АДО
следует отнести необходимость на каждом временном шаге формирования массивов частиц, по-
кидающих подобласть, и организации обменов такими массивами между ядрами.

Время работы алгоритма с параллелизацией по данным и процедурой ПИЧМД средствами
OpenMP и алгоритма декомпозиции расчетной области средствами MPI в зависимости от числа
используемых ядер показано на фиг. 11. В последнем случае решается тождественная задача о
расчете свободного потока. Видно, что параллелизация по данным уступает в результативности
АДО. Так, при задействовании 28 вычислительных ядер алгоритм с параллелизацией по данным
и процедурой ПИЧМД средствами OpenMP имеет ускорение 6.36, а алгоритм декомпозиции
расчетной области средствами MPI имеет ускорение 23.8. Однако здесь необходимо упомянуть
главное преимущество обсуждаемого алгоритма, которое заключается в простой технике распа-
раллеливания и минимальном изменении последовательного кода. Фактически в каждой проце-
дуре перед соответствующим главным циклом добавляется одна строчка дополнительного кода.
Вторым преимуществом является отсутствие процедур отбора частиц, покидающих подобласть
и идентификации подобластей, “принимающих” частицы. В случае геометрически сложной

Фиг. 8. Время работы алгоритмов для свободного течения в зависимости от числа ядер.
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расчетной области процедура передачи частиц между ядрами не является тривиальной. Нако-
нец, в-третьих, в настоящем разделе рассматривается однородный поток, для которого баланси-
ровка загрузки работы ядер осуществляется простым, пропорциональным количеству ядер, де-
лением расчетной области с учетом специфики осесимметричного течения. Также использова-
ние алгоритма декомпозиции по данным не требует резервирования размеров массивов, что
позволяет проводить моделирование с бóльшим числом частиц. Применение АДО к реальной
задаче требует разработки дополнительных алгоритмов балансировки, без которых метод деком-
позиции по расчетной области показывает лишь удовлетворительные результаты.

Следует отметить, что общее время работы последовательного кода при решении рассматри-
ваемой задачи занимает менее 15 мин, число частиц в области увеличивается от 0 до 400000. Сле-

Фиг. 9. Время работы процедур ПСЧ для свободного осесимметричного и плоского течения в зависимости от
числа ядер.
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Фиг. 10. Время работы алгоритма ПИЧМД для свободного осесимметричного и плоского течения в зависимо-
сти от числа ядер.
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дует ожидать, лучших результатов по ускорению работы программы с параллелизацией по дан-
ным на реальной задаче, время последовательного выполнения которой существенно больше.

3.2. Обтекание конуса

В качестве второй тестовой задачи в данной работе рассматривалось осесимметричное обте-
кание острого конуса потоком аргона. Радиус основания конуса 0.045 м, высота 0.15 м, что соот-
ветствует углу полураствора 16.7°. Плотность частиц в набегающем потоке n0 = 6 × 1020 м–3, тем-
пература T0 = 288.15 К, скорость потока с0 = 948 м/с, число Маха M0 = 3. Размер расчетной обла-
сти Hc = 78 см, Rc = 22.5 см.

Граничные условия аналогичны рассмотренным в предыдущем разделе. Отражение от по-
верхности конуса полагается диффузным с полной аккомодацией энергии, функция распреде-
ления для отраженных частиц:

Температура поверхности конуса Tw равна температуре набегающего потока Tw = T0.
Реализуется 12000 шагов по времени, выборка параметров течения происходит на последней

тысяче шагов. Число модельных частиц в области на последнем шаге равно 20 млн. Число ячеек
в области 31000, число сеточных зон 6. Число Кнудсена, рассчитанное по радиусу основания ко-
нуса Kn ≈ 0.05. Число Рейнольдса может быть оценено по формуле (см. [12]):

(6)

Согласно (6), Re0 = 75.
Результаты для времени расчета основного цикла для последовательного кода ПСМ с двумя

вариантами реализации ПИЧ, описанными выше, представлены в табл. 2. По результатам теста
можно сделать следующие выводы.

1. Реализация процедуры ПИЧ является наибольшей по времени, но соизмеримой с процеду-
рами ППЧ и ПСЧ.

2. Переход от классической процедуры ПИЧК к модифицированной процедуре ПИЧМ поз-
воляет сократить время счета на 22.7%.
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Фиг. 11. Время работы алгоритма ПИЧМД с параллелизацией по данным (OpenMP) и алгоритма с параллели-
зацией по области (MPI) в зависимости от числа используемых ядер.
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3. Процедуры ПГЧ и ПВП занимают существенно меньшее время обработки и их параллели-
зация носит второстепенный характер. Так, процедуры ППЧ, ПСЧ, ПИЧ занимают при модели-
ровании более 92%.

4. В процедуре ППЧ на пересечение с поверхностью конуса, а также с границами области про-
веряются только частицы, принадлежащие к соответствующим зонам. Как следствие, доля вре-
мени ППЧ в общем времени счета сокращается по сравнению с тестом для свободного потока.

Для той же тестовой задачи проведено моделирование параллельной версией алгоритма. Для
расчетов использовался тот же узел РСК Торнадо с общей памятью (СКЦ “Политехнический”).
Как и ранее, рассмотрены три версии кода по моделированию: код с ПИЧК с атомарным захва-
том и обновлением счетчиков (ПИЧК + atomic), код с ПИЧК cо сверткой массива счетчиков
(ПИЧК + reduction) и предложенная модификация кода с ПИЧМ и дополнительными массива-
ми (ПИЧМД).

Масштабирование производительности работы процедур и всего алгоритма по расчету обте-
кания конуса приведено на фиг. 12–15. Видно, что масштабирование процедур ППЧ и ПСЧ яв-
ляется в целом аналогичным задаче о свободном потоке. Ускорение работы процедур составляет
7.4–10.2 на 28 потоках и 4.3–6.9 на 14 потоках.

Использование версии ПИЧК+atomic дает ускорение работы процедуры ПИЧ 6 на 28 ядрах и
4.7 на 14 ядрах. Использование версии ПИЧК + reduction дает ускорение процедуры ПИЧ 7.2 на
28 ядрах и 6.0 на 14 ядрах. Как и ранее, эффективнее выглядит масштабирование производитель-
ности работы процедуры ПИЧМД. Ускорение работы процедуры ПИЧ увеличивается до 4.9 на
14 ядрах и до 7.7 на 28 ядрах.

Использование версии ПИЧК + atomic дает ускорение работы всего алгоритма: 4.4 на 14 ядрах
и 5.8 на 28 ядрах. Использование версии ПИЧК+reduction дает ускорение работы всего алгорит-
ма: 5.0 на 14 ядрах и 6.9 на 28 ядрах. Наиболее эффективным является использование алгоритма

Таблица 2. Время работы последовательного алгоритма метода ПСМ для обтекания конуса

Процедура Алгоритм с ПИЧК Алгоритм с ПИЧМ

ППЧ 8125 с (27.4%) 5741 с (24.5%)
ПСЧ 5971 с (20.2%) 6539 с (28.0%)
ПИЧ 15524 с (52.4%) 11112 с (47.5%)
Сумма ППЧ + ПСЧ + ПИЧ 29620 с (92.9%) 23392 с (94.8%)
Все время 31890 с (100%) 24665 с (100%)

Фиг. 12. Время работы процедур ППЧ для обтекания конуса в зависимости от числа ядер.
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с процедурой ПИЧМД. Как уже отмечалось, наблюдается снижение времени счета последова-
тельного алгоритма. Ускорение работы всего алгоритма увеличивается до 7.7 на 28 ядрах.

Как и ожидалось, ускорение работы кода на реальной задаче имеет чуть лучшие результаты,
время последовательного выполнения которой существенно больше.

При исследовании производительности ряда процедур рассматриваемых алгоритмов можно
заметить их деградацию при переходе на второй процессор и задействовании более 14 ядер. Дан-
ное обстоятельство связано с указанными ранее особенностями архитектуры узла и версии ядра
Linux 3.10.0, используемой в том числе для наложения необходимых заплат, а также для под-
держки файловой системы Lustre.

4. ФИЗИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ ОБТЕКАНИЯ КОНУСА
Обтекание тел простой формы сверхзвуковым потоком разреженного газа являлось предме-

том многочисленных исследований в 60–80-е гг. прошлого века. Обтекание конуса рассматри-

Фиг. 13. Время работы процедур ПСЧ для обтекания конуса в зависимости от числа ядер.
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Фиг. 14. Время работы процедур ПИЧ для обтекания конуса в зависимости от числа ядер.
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валось в работах [32–35]. Основное внимание отводилось анализу аэродинамических характери-
стик конуса. Картина течения, в особенности, в донной части подробно не рассматривалась.
Данное обстоятельство можно связать с резким падением плотности газа за основанием конуса
и с возрастанием вычислительной сложности статистического моделирования течения в этой
области. Использование высокопроизводительных алгоритмов уже позволяет провести расчет с
достаточным количеством модельных частиц для изучения донного течения.

Ниже приведены результаты расчетов конуса (угол полураствора 16.7°) в постановке, приве-
денной в предыдущей секции, но с большим количеством ячеек (41 000) и модельных частиц
(200 млн) в области. На фиг. 16, 17 приведены поля плотности и числа Маха для трех вариантов
обтекания конуса, соответственно фиг. 16 а–в, 17 а–в: Kn ≈ 0.2, M0 = 3 (вариант a); Kn ≈ 0.05,
M0 = 3 (вариант б); Kn ≈ 0.05, M0 = 5 (вариант в).

При числе Кнудсена Kn = 0.2 ударная волна сильно размыта и имеет наибольшую толщину.
Интенсивность ударной волны быстро снижается с удалением от вершины конуса. На верхней
границе ставились условия симметрии (зеркальное отражение атомов), координата отражения
ударной волны от верхней поверхности Xr ≈ 0.55 м. Течение между основной ударной волной и
отраженной от верхней границы ударной волной ускоряется, но не достигает числа Маха на бес-
конечности. В донной части плотность газа падает примерно более чем в 10 раз по отношению к
плотности набегающего потока. Течение в донной области является существенно дозвуковым
(M < 0.2).

С уменьшением числа Кнудсена толщина ударной волны уменьшается, а интенсивность с
удалением от вершины конуса снижается не так быстро, как для Kn = 0.2. Несмотря на уменьше-
ние толщины УВ, ее структура остается размытой. Координата отражения УВ от верхней грани-
цы Xr = 0.6. За ударной волной поток ускоряется практически до числа Маха на бесконечности.
Область дозвукового течения в донной области несколько возрастает.

Увеличение числа Маха с 3 до 5 в варианте расчета при сохранении числа Кнудсена приводит
к смещению координаты отражения УВ от верхней поверхности (Xr ≈ 0.75). В донной области на-
блюдается существенно меньшая плотность по отношению к варианту б.

Для вариантов б и в (Kn ≈ 0.05) результаты расчетов можно приближенно сопоставить с дан-
ными об угле наклона ударной волны при обтекании конуса сверхзвуковым невязким потоком
[36], [37]. В последнем случае течение полагается коническим, что позволяет упростить систему
уравнений для определения угла наклона косого скачка. Согласно [37] угол наклона составляет
30.5° для угла полураствора конуса 20° при числе Маха набегающего потока 2.84 и 20.6° для угла
полураствора 15° при M0 = 4.6. Угол наклона скачка уменьшается с ростом числа Маха и умень-
шением угла полураствора конуса. Для полученных результатов угол наклона скачка можно оце-
нить лишь приближенно по углу наклона изолиний максимальной плотности. Рассматриваемое

Фиг. 15. Время работы алгоритмов для обтекания конуса в зависимости от числа ядер.
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течение разреженное и не является коническим. Угол наклона скачка находится в отмеченном
выше диапазоне и составляет 28.2° для M0 = 3 и 27° для M0 = 5. Качественно результаты расчета
полей плотности находятся в соответствии с результатами работы [35], в которой рассматрива-
ется обтекание конуса с углом полураствора 10° потоком азота.

Интересным аспектом обтекания конуса является формирование циркуляционного течения
в донной области (фиг. 18). Для варианта расчета б (M0 = 3, Kn ≈ 0.05) в донной области форми-
руется зона развитого циркуляционного течения. Для вариантов a (M0 = 3, Kn ≈ 0.02) и в (M0 = 5,
Kn ≈ 0.05) падение плотности аргона за основанием конуса оказывается существенно больше.
Течение в донной области становится близким к свободномолекулярному и область циркуляци-
онного течения деградирует.

Фиг. 16. Поле плотности для вариантов (a), (б) и (в).
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ВЫВОДЫ

Алгоритмы параллелизации необходимы для ускорения расчетов разреженных течений мето-
дом ПСМ на кластерах различной архитектуры. Одним из возможных подходов к параллелиза-
ции является параллелизация по данным. К достоинствам алгоритма параллелизации по данным
относится простота реализации в имеющемся последовательном коде ПСМ средствами Open-
MP, а также меньшие требования по резервированию памяти для массивов данных.

В рамках проведенного исследования разработанный алгоритм параллелизации по данным,
реализованный средствами OpenMP, протестирован на двух задачах: о расчете свободного одно-

Фиг. 17. Поле числа Маха для вариантов (a), (б) и (в).
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родного потока и расчете осесимметричного обтекания конуса. Ускорение алгоритма оказалось
удовлетворительным, около 6.5 на 28 потоках/ядрах. Наиболее “узким” местом работы алгорит-
ма является плохая масштабируемость процедуры индексации частиц. Предложен алгоритм,
позволяющий увеличить эффективность параллелизации данной процедуры и повысить значе-
ние ускорения работы всей программы до 8 на 28 потоках. Среди причин относительно слабого
ускорения можно указать также недостаток используемой модели параллельного программиро-
вания соединение–разветвление, когда распараллеливаются только участки, а не весь код, и воз-
можное удержание совместно используемых данных в других вычислительных ядрах.

Проведено сравнение эффективности работы алгоритма параллелизации по данным и алго-
ритма декомпозиции расчетной области. Последний в общем случае может быть реализован как
средствами технологии MPI, так и OpenMP. Расчет свободного потока продемонстрировал су-
щественно лучшую масштабируемость алгоритма декомпозиции расчетной области. Однако
программная реализация алгоритма требует передачи данных о покидающих подобласти части-
цах между потоками/ядрами на каждом временном шаге, правильной “адресации” этих частиц
в новые области, а также использования дополнительных алгоритмов балансировки загрузки.
Таким образом, в случае применения алгоритма декомпозиции по области необходимо суще-
ственное изменение программного кода с его последующей отладкой.

Фиг. 18. Линии тока для вариантов (a), (б) и (в).
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С использованием параллельного кода выполнен расчет обтекания конуса с углом полурас-
твора 16.7° разреженным сверхзвуковым потоком аргона. Распределение параметров в поле те-
чения находится в согласии с результатами других теоретических исследований. Использование
высокоэффективного алгоритма позволило изучить особенности течения в донной области, ха-
рактеризуемой малой плотностью частиц. Показана деградация области циркуляционного тече-
ния с ростом числа Кнудсена и числа Маха.

Представленная работа является одним из шагов в развитии алгоритма декомпозиции по дан-
ным. Перспективным направлением является ускорение работы алгоритма за счет: реорганиза-
ции массива информации о частицах и перехода к использованию отдельных массивов для каж-
дой ячейки, аналогично технологии, реализованной в PIC-коде (Particle-In-Cell) расчета тече-
ний плазмы [38], [39]; полному исключению процедуры индексации частиц за счет включения
ряда ее операций в другие процедуры метода ПСМ. Также интерес представляет разработка двух-
уровневых алгоритмов, основанных на декомпозиции расчетной области средствами MPI сов-
местно с алгоритмом с параллелизацией по данным средствами OpenMP, а также реализации ал-
горитма декомпозиции расчетной области средствами MPI при межузловом взаимодействии
совместно с алгоритмом декомпозиции расчетной области средствами OpenMP при работе с об-
щей памятью на каждом узле.
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