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Предлагается способ уменьшения объема требуемых для вычисления интеграла столкнове-
ний Больцмана консервативным проекционным методом арифметических операций с помо-
щью исключения вкладов, меньших некоторого заданного порогового уровня. Дается оценка
максимальной величины такого уровня. Для четырех уровней, отличающихся на порядок,
проведены расчеты течений разреженного газа при числах Маха от 0.5 до 10 и сравнение с ре-
шениями базовым методом. Во всех случаях имеются незначительное, в пределах нескольких
процентов, отличие результатов для самого высокого порогового уровня и практически пол-
ное совпадение для остальных. Получено многократное ускорение решения уравнения
Больцмана, наиболее значительное для больших чисел Маха. Библ. 35. Фиг. 20. Табл. 1.
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ВВЕДЕНИЕ
При решении уравнения Больцмана основная нагрузка приходится на расчет многомерного

интеграла столкновений. На раннем периоде развития вычислительной техники единственным
способом преодоления огромного объема требуемых для этого вычислений было применение
упрощенных моделей интеграла столкновений (см. [1–3]). Методы вычисления интеграла
столкновений на основе техники Монте-Карло и решения точного уравнения Больцмана для
простейших задач были представлены в [4–6]. Методы не были консервативными и не позволя-
ли решать задачи, требующие большого числа итераций или шагов по времени. Впервые консер-
вативный проекционный метод вычисления интеграла столкновений на равномерной декарто-
вой сетке в пространстве скоростей был представлен в работах [7, 8], усовершенствован и по-
дробно описан в [9–11]. Этот метод использует двухточечное проецирование вкладов в узлы
скоростной сетки и весьма экономичен по числу арифметических операций. Консервативные
схемы на многоточечном шаблоне были предложены в [12–14]. Они намного более затратные
при реализации, но позволяют использовать неравномерные скоростные сетки, адаптирован-
ные к решению (см. [15, 16]). Многоточечные консервативные схемы для моделирования тече-
ний смеси газов с большим отношением молекулярных масс компонентов смеси представлены
в [17, 18]. В [19] предложено использовать в рамках многоточечного метода дискретных скоро-
стей технику прямого статистического моделирования DSMC. Развиваются спектральные мето-
ды аппроксимации ядра интеграла столкновений (см. [20, 21]). Подробный обзор современных
методов моделирования течений газа в микро- и наномасштабах дан в [22].

Эффективность двухточечного проекционного метода проявляется при параллельных вычис-
лениях интегралов в большом числе узлов физического пространства, при котором наиболее
трудоемкие вычисления выносятся за основной цикл. Такая организация вычислений применя-
лась при моделировании большого числа течений разреженного газа (см. [23–29]). В этих расче-
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тах без существенных изменений использовалась формулировка консервативного проекцион-
ного метода, описанная в [9–11]. В [30–32] был найден способ ускорения вычислений за счет
уменьшения избыточной мощности кубатурной сетки.

В настоящей работе предлагается простая модификация алгоритма базового метода, учитыва-
ющая неоднородную структуру решения в фазовом пространстве и наличие в нем областей,
вклады от которых в интеграл столкновений пренебрежимо малы.

При решении кинетического уравнения бесконечное пространство скоростей заменяется
сферой, на границах которой функция распределения настолько мала, что не влияет на решение.
Диаметр и расположение сферы определяются граничными и начальными условиями задачи.
Типичным является задание в качестве начального условия и условия на внешней границе обла-
сти решения максвелловской функции  со скоростью потока , а на поверхности тела зада-
ние зеркально-диффузного условия, которое состоит из максвелловской функции  с нулевой
скоростью и температурой поверхности, и зеркально отраженной функции. Эти функции быст-
ро убывают с расстоянием от их максимумов в  и . В скоростном пространстве возни-
кают области, где функция распределения близка к нулю, и вкладами от которых в интеграл
столкновений можно пренебречь. При решении задачи методом установления, в начальный мо-
мент времени функция  задана во всем физическом пространстве, а функция  – только
на границе тела. В процессе решения происходит распространение влияния граничного условия
во внутренние узлы физического пространства, в то время как на внешней границе области под-
держивается постоянное значение функции . Конфигурация решения в скоростном про-
странстве меняется в зависимости от геометрической координаты и от времени. Вместе с этим
меняются области, вклады от которых в интеграл столкновений пренебрежимо малы. Выделение
этих областей представляет трудно решаемую задачу, однако можно предварительно оценивать
величину вкладов в интеграл столкновений и исключать расчет пренебрежимо малых значений.
Эта идея реализуется в предлагаемом методе.

1. ИЗМЕНЕНИЕ АЛГОРИТМА КОНСЕРВАТИВНОГО
ПРОЕКЦИОННОГО МЕТОДА

Вначале кратко опишем базовый метод. В ограниченной области  с объемом  пространства
скоростей строится равномерная сетка из  узлов , которые являются центрами кубов с
ребром . На этой сетке с шагом по времени , где  – время свободного пробега молекул,
решается уравнение Больцмана

(1.1)

Используется симметричный метод расщепления второго порядка точности по времени

(1.2)

где  – оператор решения уравнения адвекции,  – оператор решения уравнения релаксации.
Интеграл столкновений записывается в виде 8-кратного интеграла, содержащего дельта-

функции Дирака

(1.3)

Здесь , , , ,  и  – скорости после столк-
новений молекул со скоростями  и , ,  – максимальное значение прицельного па-

раметра , ,  – трехмерная дельта-функция

(1.4)

Вычисление (1.3) осуществляется на кубатурной сетке Коробова (см. [33])  из  узлов.
Каждый узел сетки включает значения непрерывных переменных  и сеточные узлы

, . Скорости после столкновения ,  заменяются двумя парами бли-
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жайших симметрично расположенных сеточных узлов ,  и , , где  – вектор еди-
ничного сдвига по сетке .

В [9, 10] представлено два основных варианта консервативного проекционного метода вычис-
лений интеграла столкновений: проекционно-интерполяционный метод (ПИМ) и симметрич-
ный проекционный метод (СПМ). В ПИМ произведение  находится интерполяцией по
значениям в узлах ,  и , . Следующая интерполяция является точной для максвел-
ловской сеточной функции :

(1.5)

При такой интерполяции дискретная форма интеграла столкновений обладает важным асимп-
тотическим свойством

(1.6)

Для функции вида  погрешность формулы (1.5) имеет оценку , что важно для
расчета течений вблизи режима сплошной среды. Эта оценка погрешности и выполнение усло-
вия (1.6) делают ПИМ предпочтительным основным методом. Для оптимизации и ускорения ос-
новного метода используется СПМ.

Оператор  построен как решение интегрального уравнения по схеме непрерывного сче-
та. Интервал  делится на  равных частей и осуществляется решение уравнения релаксации по
явной схеме

(1.7)

Здесь  – вклад в интеграл столкновений (1.3) от -го узла кубатурной формулы. В подробной
записи уравнение (1.7) имеет вид

(1.8)

где  – коэффициент перед суммой, аппроксимирующей интеграл (1.3),

(1.9)

Входящее в (1.9) произведение функций распределения и относительной скорости можно пред-
ставить в виде сеточной функции

(1.10)

Выражение для  примет вид (аргумент  опускаем)

(1.11)

Экономным способом вычисления интерполяции в (1.11) является преобразование

Схема (1.8) используется для контроля не отрицательности получаемого решения: вклад в инте-
грал на шаге  отвергается, если решение  в одном из шести узлов скоростной сетки отри-
цательное. Отрицательные значения могут появляться из-за конечной величины шага . Недо-
статком ПИМ является отсутствие условия на мощность  кубатурной сетки, при которой от-
рицательные решения отсутствуют. Достижение приемлемо малого относительного числа
исключенных вкладов требует увеличенной мощности кубатурной сетки.

νλξ
ν νλ +sξ

νμξ
ν νμ −sξ νs

Σ0

ν να β' 'f f

νλξ
ν νλ +sξ

νμξ
ν νμ −sξ

γ,Mf

ν ν
ν ν ν ν ν ν ν ν

−
α β λ μ λ + μ −= 1' ' ( ) ( ) .r r

s sf f f f f f

γ γ =,[ ] 0.MI f

γ γ γ= + ε (1)
,Mf f f ε ( )O h

τΘ ( )f
τ νN

γ ν+ γ ν ν= + τΔ1( ) ( ) .f t f t I

νΔI ν

ν ν ν

γ ν+ γ ν ν ν ν ν

ν ν ν ν ν ν

−Δ γ = α β 
 = + τ − Δ γ = λ μ 
 Δ γ = λ + μ − 

1

, ,
( ) ( ) (1 ) , , ,

, ,
f t f t B r

r s s

B

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( )

ν ν

ν ν ν ν ν ν ν ν

ν ν

−
ν α ν β ν λ ν μ ν λ + ν μ − ν ν

ν α β ν ν
ν

Δ = −

ν − τ= − = + ν =ξ ξ

1 ,

1
, , 1, .

r r
s sf t f t f t f t f t f t g

g t t N
N

ν ν ν νη ρ ν η ν ρ ν ν=, ( ) ( ) ( ) .D t f t f t g

νΔ νt

ν ν
ν ν ν ν ν ν ν ν

−
ν α β λ μ λ + μ −Δ = − 1

, , .r r
s sD D D

ν ν ν
ν ν ν ν ν ν ν νν ν ν ν ν ν

−
λ μ λ + μ − λ μλ μ λ + μ − =1

,, ( / ) .r r r
s ss sD D D D D

ν γ ν+1( )f t
τ

νN



2038

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 12  2023

ЧЕРЕМИСИН

В [30] было предложено пересчитывать отрицательные решения, возникающие в схеме (1.8)
по формулам СПМ

(1.12)

(1.13)
Условие не отрицательности решения в СПМ следующее:

(1.14)

Здесь  – максимальное значение относительной скорости при столкновении, равное диамет-
ру области  пространства скоростей,  – максимальное по всем пространственным и ско-
ростным узлам значение сеточной функции .

Алгоритм пересчета позволяет значительно уменьшить мощность кубатурной сетки и уско-
рить вычисления. Подробное описание оптимизированного метода дано в [32].

Рассмотрим другой способ ускорить вычисления, основанный на предварительной оценке
величины вкладов в интеграл столкновений и исключении пренебрежимо малых изменений ре-
шения. В основном цикле (1.8) изменение решения на шаге цикла пропорционально величине

, определенной в (1.9). Справедливы оценки

(1.15)

Условие (1.15) будем использовать для исключения пренебрежимо малых вкладов . Введем
уровень отсечения , ниже которого вклады  можно не учитывать. Тогда изменение алгоритма
вычислений сводится к тому, что вначале вычисляются значения функций ,

, которые сравниваются с уровнем . Если одна из этих величин больше , то осу-
ществляется переход к вычислениям по формулам (1.8)–(1.9), иначе решение не меняется и

. Объем арифметических операций сокращается при сохранении консервативно-
сти метода и асимптотического свойства (1.6).

В качестве характерной величины  сеточной функции (1.10) возьмем ее значение, вычис-
ленное на основе функции , где . При наиболее вероятной ве-
личине скорости  в обоих входящих в произведение функциях и наиболее вероятной ве-
личине скорости столкновения молекул  получим

Величина уровня отсечения вкладов должна удовлетворять условию . Чтобы оценить
порядок величины максимального уровня отсечения, который существенно не влияет на точ-
ность решения, вычислим функцию (1.10) при значениях скорости  для одной функции и

 – для другой. Второе значение соответствует величине функции распределения около
границы области скоростного пространства. Получим оценку

Максимальный уровень отсечения должен быть близок к полученной оценке. Мы испытаем че-
тыре уровня, отличающихся на порядок величины: , , , .
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числе Кнудсена  и нескольких числах Маха для четырех указанных выше уровней отсе-
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чения вкладов. Сравнение проводилось с решением без отсечения вкладов. Использовалась мо-
лекулярная модель твердых сфер. В основной серии расчетов рассматривалось продольное обте-
кание плоской пластины. Пластина расположена на линии симметрии течения , ее перед-
няя кромка расположена в , поток газа натекает слева. На поверхности задано условие
отражения молекул с полной аккомодацией и максвелловским распределением по скорости при
температуре набегающего потока. В качестве масштаба длины на графиках выбрана длина пла-
стины. Шаги пространственной сетки около пластины , , где  – длина свобод-
ного пробега молекул в набегающем потоке. Ускорение на стадии релаксации , где  –
время счета без отсечения вкладов, а  – время счета с исключением вкладов, приведено для
четырех значений  в табл. 1, где в первом столбце указано число Маха. О значениях ускорения,
приведенных в скобках, будет сказано ниже.

Приведем примеры расчета полей течения и распределения аэродинамических реакций по
длине пластины для случая . Сплошными линиями всюду показаны значения, получен-
ные без отсечения вкладов, а штриховыми – для уровня . На фиг. 1 приведено поле плотности

, а на фиг. 2 – поле температуры . Поля течения для указанных расчетов практически
совпадают.

На фиг. 3–5 представлены скорость скольжения , сила трения  и поток энергии на пла-
стину . Максимальное отклонение результатов с использованием уровня отсечения  нахо-
дится в пределах 2%. Расчеты с применением уровня  дали полное совпадение полей течения
и графиков аэродинамических реакций с решением без исключения вкладов. На фиг. 6 для уров-
ней отсечения (штриховая линия) и (сплошная линия) приведена сумма по узлам простран-
ственной сетки  отношения числа оставшихся ненулевых вкладов  к пол-

ному числу вкладов .
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Таблица 1

M Z1 Z2 Z3 Z4

0.5 5 3.5 2.5 1.7
2 6 4 3 2
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Площадь графика  дает отношение числа учитываемых в расчетах ненулевых

вкладов к полному числу вкладов за все время решения задачи . Видно, что число ненулевых
вкладов намного меньше полного числа вкладов. Обратная величина  показывает, во сколько
раз уменьшился объем вычислений по формулам (1.8) и (1.9). Как видно из табл. 1, измеренное
ускорение расчета стадии релаксации значительно меньше , что объясняется затратами на от-
бор вкладов.

Приведем сравнение расчетов для сверхзвукового течения при . Сплошные линии на
всех графиках показывают данные без отсечения вкладов, пунктирные – для уровня . На
фиг. 7 приведено поле плотности , а на фиг. 8 – поле температуры . На фиг. 9–11 при-
ведены распределения по длине пластины скорости скольжения, трения и потока энергии на
пластину. Как и для дозвукового течения c , поля течения при уровне отсечения  и с
учетом всех вкладов практически совпадают. Реакции на пластину отличаются в пределах 1%.

= 
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0
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На фиг. 12 даны графики уменьшения числа обрабатываемых вкладов  для уровней 
(штриховая кривая) и  (сплошная кривая). В отличие от дозвукового случая, число ненулевых
вкладов растет со временем, оставаясь во много раз меньше полного числа вкладов. Для уровня

 величина “идеального ускорения” , что почти в 3 раза больше реального ускорения из
табл. 1. Простой оптимизацией отбора ненулевых вкладов является оценка в (1.15) только двух
функций  и , предполагая, что . Время отбора сокращается в 1.5 раза.
Достигнутые при этом ускорения счета для  и  приведены в табл. 1 в скобках.

На фиг. 13 показана функция распределения  для , , . Горб на
графике функции справа соответствует набегающему потоку, левый горб – отраженной от по-
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верхности функции. Видно, что в большей части скоростного пространства функция распреде-
ления близка к нулю, что объясняет преобладание нулевых вкладов на фиг. 12.

Анализ расчетов для случаев  и  приводит к тем же выводам: минимальное, в пре-
делах 2% отличие результатов для уровня  и практически полное совпадение для уровня . На
фиг. 14 для  дано сравнение полей температуры, посчитанных при уровне  (штриховые
линии) и без исключения вкладов (сплошные линии).

Рассмотрим обтекание поперечно расположенной к набегающему потоку, бесконечной по
оси  плоской пластины при  и . Пластина расположена при , поток натекает
слева. Ось  является линией симметрии течения. На поверхности пластины задано отраже-
ние молекул с максвелловским распределением по скорости при температуре набегающего по-
тока. Шаги пространственной сетки около пластины , . Особенностями тече-
ния являются значительное повышение плотности перед пластиной и разрежение газа с тыльной
стороны. За пластиной возникает вихревое течение со скоростью скольжения на пластине, на-
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правленной вверх. На фиг. 15 показано поле плотности, а на фиг. 16 – поле температуры. Плот-
ность увеличивается почти в 4 раза в ударной волне перед пластиной и резко падает около оси
симметрии течения за пластиной. Температура возрастает в ударной волне и резко падает непо-
средственно за пластиной. Затем она возрастает по направлению  и меняется немонотонно по
оси . Детальное сравнение полей течения, полученных с применением исключения вкладов на
уровне  и без исключения, которое мы не приводим, показывает практически полное их сов-
падение. На фиг. 17 показана скорость скольжения на фронтальной стороне пластины. Масшта-
бом длины здесь выбрана длина свободного пробега молекул в набегающем газе. Результаты для
уровня отсечения  и без исключения вкладов практически совпадают. Скорость скольжения
на тыльной стороне пластины представлена на фиг. 18. Сплошной линией изображены резуль-
таты без исключения вкладов, которые совпадают с данными для уровня отсечения , штрихо-
вой линией приведены данные для уровня  и длинными штрихами показаны результаты для
уровня . В отличие от фронтальной стороны пластины, применение уровня отсечения  дает
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существенное различие результатов. Немонотонное поведение скорости скольжения может
быть результатом отрыва пограничного слоя вблизи верхней кромки и образования сложного
вихревого течения. Для сплошной среды явление “скручивания” оторвавшегося пограничного
слоя в вихревую структуру показано на данных экспериментов в [34]. Для уровней  и  бы-
ли получены ускорения счета стадии релаксации соответственно в 5.5, 4 и 3 раза.

На примере обтекания поперечной пластины была испытана возможность применения раз-
ных уровней отсечения вкладов в разных областях физического пространства. Была выделена
прямоугольная область вокруг пластины , , площадь которой составляет
около 15% от области решения задачи. В этой области применялся уровень , а в остальной об-
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ласти использовался уровень . Получено ускорение счета стадии релаксации в 5 раз при пол-
ном совпадении с результатами расчетов при уровне  во всей области.

На фиг. 19a–в изображена функция распределения  при , , 
в моменты времени ,  и . Единицей времени является . На фиг. 19a
видны максвелловская функция распределения набегающего потока и небольшое проникнове-
ние (справа на изображении) быстрых молекул, отраженных от пластины. На фиг. 19б изображе-
на промежуточная стадия взаимодействия падающего и отраженного потоков молекул. На
фиг. 19в показана сформировавшаяся функция распределения при , которая не меняется
на всем времени счета до . На фиг. 20 показана установившаяся функция распределения с
тыльной стороны пластины при , , . Она существенно отличается от рав-
новесного распределения. Все изображенные функции занимают малую часть пространства
скоростей.

Приведем отношение времен расчета стадии релаксации  и стадии адвекции  за период
решения задачи. Для продольно расположенной пластины сравнение проведено для уровня .
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Расчет для  осуществлялся на  узлах скоростной сетки и  узлах ку-
батурной сетки, получено отношение . Результаты расчета для  отличают-
ся от предыдущих менее, чем на 1% и дают . Для чисел Маха  и  исполь-
зовалось  и , получено . Расчет обтекания нормальной к по-
току пластины проводился при  и . Для уровня отсечения  получено

. Для расчета адвекции в схеме симметричного расщепления использовалась схема
SHASTA (см. [35]).

Таким образом, применение контроля вкладов в интеграл столкновений сокращает время
расчета стадии релаксации до величины, сравнимой со временем расчета адвекции.
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ВЫВОДЫ
Предложен способ значительного сокращения объема вычислений и многократного ускоре-

ния расчета интеграла столкновений Больцмана консервативным проекционным методом без
потери точности. Сокращение объема вычислений достигается за счет исключения пренебрежи-
мо малых вкладов в интегральную сумму, не влияющих на результат расчета. Дана оценка вели-
чины максимального уровня отсечения вкладов. Модифицированный алгоритм вычислений со-
храняет основные свойства базового метода, обеспечивающие его стабильность: консерватив-
ность, положительную определенность решения, равенство нулю интеграла столкновений от
максвелловской функции. В разных частях физической области решения могут быть применены
разные уровни отсечения вкладов. Наибольшее ускорение решения уравнения Больцмана до-
стигается при больших числах Маха, что частично компенсирует повышенную трудность его ре-
шения для сверхзвуковых течений.
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