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Для исследования областей формальной устойчивости положения равновесия многопара-
метрической системы Гамильтона с тремя степенями свободы в случае общего положения
предложен способ символьного вычисления условия существования резонанса третьего и
четвертого порядков. Это условие формулируется в виде нулей квазиоднородного полинома
от коэффициентов характеристического многочлена линейной части системы Гамильтона.
Методами компьютерной алгебры (базисы Грёбнера исключающих идеалов) и степенной
геометрии (степенные преобразования) для различных резонансных векторов это условие
представляется в виде рациональных алгебраических кривых, с помощью которых получено
описание разбиения области устойчивости по линейному приближению в пространстве ко-
эффициентов характеристического многочлена на такие части, где отсутствуют сильные ре-
зонансы. Приведен пример описания резонансных множеств для двупараметрической систе-
мы маятникового типа. Все вычисления выполнены в системе компьютерной алгебры Maple.
Библ. 20. Фиг. 3.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В колебательных системах резонансы играют существенную роль. Их присутствие, с одной

стороны, приводит к появлению сложной динамики, когда энергия колебаний “перекачивает-
ся” между теми степенями свободы, чьи соответствующие частоты находятся в резонансе. С дру-
гой стороны, наличие нетривиальных решений резонансного уравнения позволяет получить до-
полнительные формальные первые интегралы и, как следствие, позволяет провести анализ
устойчивости положения равновесия или асимптотически проинтегрировать систему уравнений
движения, приведенную к нормальной форме.

Условно можно указать три основных типа устойчивости для теоретико-механических задач
(см. [1]):

• строгая устойчивость (устойчивость по Ляпунову);
• формальная устойчивость (устойчивость по Мозеру);
• практическая устойчивость.
Устойчивость по Ляпунову является наиболее строгой и гарантирует равномерную ограни-

ченность решений на бесконечном интервале времени относительно множества возмущений по
начальным условиям и параметрам. Устойчивость по Мозеру слабее, но гарантирует скорость
разбегания траекторий медленнее, чем любая степенная функция с произвольным положитель-
ным показателем. Практическая устойчивость означает только ограниченность решения на ко-
нечном интервале времени относительно набора малых возмущений по начальным условиям
или параметрам системы.
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Далее рассматриваем автономную гамильтонову систему с аналитической функцией ,
положение равновесия (ПР) которой совпадает с началом координат. Тогда гамильтониан

 раскладывается в сходящийся ряд однородных полиномов  степени  от своих фазовых
переменных :

(1)

где  – вектор параметров.
Известно, что устойчивость ПР в первом приближении можно определить только для случая,

когда квадратичная форма  знакоопределенная (теорема Лагранжа–Дирихле, см. [2]).
Если число степеней свободы не более двух, то
– устойчивость определяется теоремой Арнольда–Мозера (см. [3], гл. 4, п. 1) при отсутствии

резонансов порядка четыре и меньше, что требует вычисления нормальной формы гамильтони-
ана (1) до четвертого порядка;

– для резонансов порядка менее четырех условия устойчивости были получены в работах
Маркеева и Сокольского (см. [3], гл. 4).

Когда число степеней свободы больше двух, устойчивость для большинства начальных усло-
вий определяется теоремой Арнольда (см., например, [3], гл. 5, п. 1).

С практической точки зрения вполне достаточна более слабая, чем устойчивость по Ляпуно-
ву, формальная устойчивость, предложенная Мозером (см. [4]).

Цель работы состоит в описании схемы исследования формальной устойчивости ПР системы
Гамильтона с тремя степенями свободы, а также в получении явного представления условий су-
ществования резонансов кратности  в терминах коэффициентов характеристического много-
члена линейной части гамильтоновой системы. Предварительные результаты работы были опуб-
ликованы в препринте авторов (см. [5]). В настоящей статье предъявлено в явном виде условие
существования резонанса с резонансным вектором , , а также исправлены заме-
ченные опечатки и устранены неточности.

Будем использовать следующие обозначения:

– полужирные символы типа  – столбцы-векторы в -мерных вещественных  или

комплексных  пространствах;

– полужирные символы типа  – векторы в -мерной целочисленной решетке ;

–  – норма вектора;

– для  и  обозначим через  моном и через

 скалярное произведение пары векторов.

2. МНОЖЕСТВО УСТОЙЧИВОСТИ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ ГАМИЛЬТОНА

В случае общего положения ряд (1) начинается с квадратичного гамильтониана ,
определяющего локальную динамику вблизи ПР. Поведение фазового потока в первом прибли-
жении описывается линейной гамильтоновой системой

(2)

Напомним здесь основные свойства линейной гамильтоновой системы.

1. Если  есть собственное число (СЧ) матрицы , то  также является ее СЧ (см. [2]). Все
СЧ , , матрицы  могут быть упорядочены таким образом, что ,

. Обозначим через вектор  множество базисных собственных значений.

( ; )H z P

( ; )H z P kH k
= ( , )z x y

∞


=2

( ; ) = ( ; ),k
k

H Hz P z P

P

2( )H z

1

* = ( ,1,1)qp ∈ Zq

, , ,x y u v n R
n

C
n

,p q n Z
n

 =1
| | =

n
jj

pp

( ) 
1= , , nx xx ( ) 

1= , , np pp ≡ ∏ =1
jn p

jj
xpx

≡  =1
,

n
j jj

p xp x

2( ; )H z P

∂
∂


2

2
2
( )1= ( ) , ( ) = .

2
HB B J Pz P z P

z

λ j B −λ j

λ j = 1, ,2j n B +λ −λ=j n j

= 1, ,j n λ λλ 1= ( , , )n



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 5  2023

ВЫЧИСЛЕНИЕ УСЛОВИЯ СИЛЬНОГО РЕЗОНАНСА 699

2. Характеристический многочлен  матрицы  содержит только четные степени , поэто-
му он является многочленом от . Такой многочлен назван в [6] полухарактеристическим:

(3)

3. Если  для некоторого , то ПР неустойчиво.
4. Если все , то поведение фазового потока в его окрестности может быть получено

только при учете нелинейных членов.
Существует два типа задач об устойчивости многопараметрических систем:
• для определенных значений вектора параметров  выяснить устойчивость ПР (частная за-

дача);
• найти в пространстве параметров  все значения , для которых ПР  системы (1)

устойчива, т.е. вычислить так называемое множество устойчивости  системы (1) (общая зада-
ча).

Здесь рассматривается схема решения общей задачи.
Определение 1. Множество устойчивости  линейной системы (2) – это множество всех зна-

чений параметров , для которых ПР  устойчиво по Ляпунову.
В терминах корней многочлена (3) условие устойчивости ПР дается следующей теоремой.
Теорема 1 (см. [6]). Положение равновесия  линейной гамильтоновой системы (2) устойчиво

по Ляпунову тогда и только тогда, когда
а) все корни  многочлена (3) вещественны и неположительны;
б) все элементарные делители матрицы  просты.
Невыполнение условия а) приводит к экспоненциальному разбеганию решений, которое не

перекрывается нелинейными добавками, привносящими только степенной эффект в поведение
решений. Невыполнение условия б) приводит к степенной неустойчивости, которая может быть
перекрыта нелинейными добавками.

Условие вещественности и неположительности корней многочлена  определяется следу-
ющей теоремой.

Теорема 2. Для того чтобы все корни многочлена  степени  были вещественны и неположи-
тельны, необходимо и достаточно выполнение условий

где  есть -й субдискриминант многочлена  (см. [7], [8]).

3. НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА СИСТЕМЫ ГАМИЛЬТОНА
В дальнейшем считаем, что выполнено условие а) устойчивости теоремы 1. Если не выполне-

но условие б) теоремы 1, то устойчивость определяется по нормальной форме (НФ) общими ме-
тодами.

Согласно [9, теорема 12] существует каноническое формальное преобразование в виде сте-
пенного ряда, которое приводит исходную систему Гамильтона к ее нормальной форме

задаваемой нормализованным гамильтонианом :

(4)

который содержит только резонансные члены , удовлетворяющие условию

(5)
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Здесь ,  и  – постоянные коэффициенты.
Резонансное уравнение (5) имеет два вида решений, которым соответствуют два вида резо-

нансных членов в НФ (4):

• вековые члены вида , которые всегда присутствуют в гамильтоновой нормальной фор-
ме из-за особой структуры матрицы  линейной части системы (2); вековые члены являются мо-
номами только четных степеней от фазовых переменных и входят в соответствующие однород-
ные формы;

• строго резонансные члены, которые соответствуют нетривиальным целочисленным решени-
ям уравнения

(6)
Сама процедура нормализации обычно выполняется в комплексных переменных. Для пере-

хода к комплексным переменным используется линейное преобразование , ко-
торое преобразует исходный гамильтониан к виду

(7)

где  и . Значение  называется порядком соответствующего члена разло-
жения.

Определение 2. Функция Гамильтона  называется комплексной нормальной формой веще-
ственной системы Гамильтона для случая полупростых СЧ, если 1) его квадратичная часть 
имеет вид

2) разложение (7) содержит только члены , которые удовлетворяют резонансному урав-
нению (5). Константы  являются инвариантами НФ.

Если резонансы отсутствуют, то имеется НФ Биркгофа (см. [10])

состоящая из однородных форм четных степеней , зависящих только от переменных вида ,
, при этом каждая из величин  является формальным первым интегралом. В пере-

менных действие–угол  НФ Биркгофа может быть записана в виде , где

, .
В этом случае система интегрируема, но преобразование Биркгофа обычно расходящееся, а в

случае гладкой зависимости от параметров  резонансные значения располагаются всюду плот-
но в пространстве параметров. Таким образом, сколь угодно малые изменения параметров при-
водят к появлению резонансных членов в НФ.

Дальнейшие результаты связаны с существованием резонансов в системе Гамильтона, поэто-
му напомним их определение и укажем условие, с помощью которого последующие результаты
проще формулируются.

Определение 3 (см. [11], гл. I, п. 3). Кратность резонанса  – это число линейно независимых
решений  резонансного уравнения . Порядок резонанса равен  по ,

, . Если решение резонансного уравнения содержит только два собственных значе-
ния, то такой резонанс называется двухчастотным резонансом, если более двух – то многоча-
стотным резонансом. Резонансы порядков 2, 3 и 4 назовем сильными, бóльших порядков – слабы-
ми резонансами.

Условие  (см. [12]). Будем говорить, что для нормализованной системы Гамильтона выпол-
няется условие , если резонансное уравнение (6) не имеет целочисленных решений  с .
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4. СХЕМА ИССЛЕДОВАНИЯ ФОРМАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ

Определение 4. Положение равновесия  системы с функцией Гамильтона  формально
устойчиво, если существует возможно расходящийся степенной ряд , который является фор-
мальным положительно-определенным первым интегралом .

В [12] было дано схематическое описание метода изучения формальной устойчивости ПР.
Этот метод основан на следующих ключевых результатах:

– вычисляется НФ системы Гамильтона в окрестности ПР,
– применяется теорема Брюно (см. [13]) о формальной устойчивости,
– используются -аналоги объектов классической теории исключений.
При этом были сделаны следующие предположения:
– число степеней свободы системы больше двух,
– квадратичная форма  в разложении (1) невырожденна и не является знакоопреде-

ленной,
– функция Гамильтона  гладко зависит от вектора параметров .

Пусть имеет место условие , т.е.  для , , тогда существует аналити-
ческое каноническое преобразование  такое, что новый гамильтониан  имеет вид

где , , , и  является сходящимся степенным рядом пе-
ременных  степени три или выше в .

При отсутствии сильных резонансов между собственными значениями линейной части га-
мильтоновой системы в окрестности ПР условие ее формальной устойчивости определяется сле-
дующей теоремой.

Теорема 3 (см. [13]). Если условие  выполнено и для любых ненулевых целых векторов , которые
являются решением уравнения

квадратичная форма  при , то ПР  гамильтоновой системы формально устой-
чиво.

Таким образом, для применения теоремы 3 о формальной устойчивости необходимо найти
границы областей в пространстве параметров , определяемых резонансными многообразиями
(понятие резонансного многообразия дано ниже), соответствующих сильным резонансам.

Определение 5. Резонансным многообразием  в пространстве  коэффициентов  по-
лухарактеристического многочлена  степени  назовем такое алгебраическое многообразие,
на котором вектор базовых собственных значений  соответствующего характеристического
многочлена  является нетривиальным решением резонансного уравнения (6) для фиксиро-
ванного целочисленного вектора . Аналитическое представление многообразия  в неявной
или параметрической формах далее обозначим через .

Постановка задачи. Для исследования формальной устойчивости ПР гамильтоновой системы
необходимо в пространстве параметров  найти множество устойчивости  линеаризованной
системы, в ней определить области, в которых квадратичная форма  не является знакоопре-
деленной; в найденных областях выделить их части , в которых отсутствуют сильные резонан-
сы, а затем в каждой из таких частей  выполнить процедуру нормализации гамильтониана до
четвертого порядка включительно и применить теорему 3. Для этого будет достаточно выбрать
какую-либо точку в каждой из частей  в пространстве параметров и воспользоваться одним из
алгоритмов нормализации функции Гамильтона. Поскольку в каждой внутренней точке части 
все собственные числа , , простые, то в этом случае легко применим алгоритм инва-
риантной нормализации (см. [14]).
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В настоящей работе рассматривается описание резонансных многообразий порядков 2, 3 и 4
в пространстве коэффициентов  полухарактеристического многочлена  для системы Га-
мильтона с тремя степенями свободы.

Основная задача – для многопараметрической системы Гамильтона с тремя степенями сво-
боды дать описание областей в пространстве параметров системы, в которых отсутствуют силь-
ные резонансы порядков 2, 3 и 4.

Рассмотрим более подробно, при каких условиях реализуются резонансы указанных выше
порядков:

• порядок :  – это случай кратных корней, который описывается дискрими-
нантным множеством ;

• порядок : для двухчастотного случая , описывается -дискриминантом
;

• порядок : для двухчастотного случая , описывается -дискриминантом
;

• в трехчастотном случае: для порядка 3 описывается условием , а для порядка 4 –
условием .

Для решения этой задачи следует получить описание границ областей, свободных от сильных
резонансов. Эти границы состоят из участков алгебраических многообразий, на которых резо-
нансное уравнение (6) имеет нетривиальное решение.

Основную задачу разобьем на две вспомогательных: 1) получить аналитическое представле-
ние  в пространстве коэффициентов  кубического многочлена резонансных мно-
гообразий  для всех векторов  порядков 2, 3 и 4;

2) выяснить взаимное расположение всех найденных выше резонансных многообразий, т.е.
определить, каким образом указанные выше резонансные многообразия касаются или пересека-
ются в пространстве .

5. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ СИЛЬНЫХ РЕЗОНАНСОВ
Общее описание процедуры получения условия существования двухчастотного и многоча-

стотного резонансов выглядит следующим образом.
1. Для некоторого вектора , удовлетворяющего резонансному уравнению ,

составляется полиномиальный идеал

2. Вычисляется базис Грёбнера  этого идеала с подходящим мономиальным порядком пере-
менных  (подробнее см. [15], гл. 2, 3), так, чтобы первый полином этого базиса
содержал только переменные . Этот полином является квазиоднородным полиномом в
переменных . Он определяет условие существования резонанса для заданного век-
тора .

3. Для получения соответствующего резонансного условия для коэффициентов ,
многочлена  строится новый исключающий базис Грёбнера  идеала , содержащего полу-
ченное в п. 2 условие для  и связи коэффициентов исходного полухарактеристического поли-
нома с его корнями в виде элементарных симметрических полиномов третьей степени. При этом
указывается порядок исключения переменных последовательно  и . Первый по-
лином вычисленного базиса , зависящий только от коэффициентов , является условием су-
ществования резонанса, записанный в коэффициентах многочлена (3).

Описанная выше последовательность действий для нахождения условия существования резо-
нансных соотношений реализована c помощью прикладной программы, а именно, использова-
лась система компьютерной алгебры (СКА) Maple. Для ее реализации применяются следующие
пакеты и процедуры:
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• Для вычисления и исследования идеалов  (см. выше пункты 1 и 3 соответственно) ис-
пользуется процедура Basis построения базисов Грёбнера для различных лексикографических
порядков, а также некоторые дополнительные процедуры пакета Groebner.

• Для определения рода кривой использовалась команда genus, а для нахождения параметри-
зации – parametrization из пакета algcurves.

Эта реализация апробирована на модельном примере, описанном в разд. 6.

5.1. Вычисление условия двухчастотного резонанса

Рассмотрим случай двухчастотного резонанса , где . Здесь имеется пара соиз-
меримых СЧ, а третье СЧ несоизмеримо ни с каким из них. В пространстве параметров такой ре-
зонанс описывается в терминах резонансного множества  полухарактеристического мно-
гочлена  (см. [16]).

Вычислим по выше указанной последовательности условие двухчастотного резонанса для
. Для начала составим идеал , содержащий соотношения зависимости между корня-

ми характеристического и полухарактеристического многочленов вида  , а также
резонансное соотношение . Первый многочлен исключающего базиса Грёбнера  этого
идеала с последовательным порядком исключения переменных , , есть многочлен

(8)
Равенство нулю данного многочлена дает условие на корни полухарактеристического полинома.
Согласно п. 3, чтобы получить условие на коэффициенты, составляем новый идеал , включаю-
щий в себя полученное условие (8) и их связь с коэффициентами  многочлена (3) через элемен-
тарные симметрические многочлены

(9)

Для идеала  вычисляем исключающий базис Грёбнера  с соответствующим порядком ис-
ключения переменных , . Равенство нулю первого его многочлена:

(10)

зависящего только от , является условием существования двухчастотного резонанса в общем
виде для некоторого натурального значения .

Проверим полученный результат, сравнивая с полученными ранее условиями для случая, ко-
гда . Если в полученных в [17] формулах обобщенных субдискриминантов для  поло-
жить , а , то получим совпадающие с точностью до знака выражения для соответству-
ющих резонансных многообразий:

• при  условие принимает вид

• при  –

• а при  –

(11)

5.2. Вычисление условия трехчастотного резонанса
Рассмотрим для начала случай трехчастотного резонанса, для которого алгебраическая сумма

трех собственных значений равна нулю, т.е. . Такой резонанс может иметь крат-
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ность  или . Если кратность , то это означает, что имеет место попарная соизмеримость
между базисными частотами  характеристического многочлена. Такая ситуация исследуется с
помощью условий существования двухчастотного резонанса. Далее рассматриваем только слу-
чай кратности .

Например, в случае базисных частот , , , СЧ попарно несоизме-
римы, но их сумма равна нулю. Следовательно, резонансным вектором  служит вектор ,
что означает наличие трехчастотного резонанса кратности  порядка . Таким образом,
будем рассматривать случай, когда взвешенная алгебраическая сумма всех трех базисных соб-
ственных чисел , , равна нулю для некоторого вектора , т.е. .

Для случая трехчастотного резонанса  аналогично, по выше указанной последова-
тельности действий, вычислим условие существования резонанса. Составляем идеал, содержа-
щий соотношения зависимости между корнями характеристического и полухарактеристическо-
го многочленов вида  , а также резонансное соотношение . Первый
многочлен базиса Грёбнера этого идеала, с последовательным порядком исключения перемен-
ных , , есть многочлен

Равенство нулю данного многочлена дает условие на корни полухарактеристического полинома.
Для того чтобы получить условие на коэффициенты, составляем новый идеал, включающий в
себя полученное условие на корни и их взаимосвязи с коэффициентами исходного полинома ви-
да (9). Вычислив исключающий базис Грёбнера для этого идеала, получим искомое условие, т.е.
резонансное многообразие , которое задается первым полиномом этого базиса вида

(12)

Рассмотрим трехчастотный резонанс порядка , задаваемый вектором . Так же и
для предыдущего случая составляем идеал из резонансного соотношения  и зависи-
мостей между  и . Вычисляем его базис Грёбнера и, приравнивая его первый многочлен к ну-
лю, получаем условия на корни полинома :

Далее составляем еще один идеал с этим многочленом и полиномами (9). Также первый поли-
ном исключающего базиса Грёбнера этого идеала задает условие на коэффициенты вида

(13)
Проделанные выше вычисления обобщаются на более общий случай трехчастотного резонан-

са кратности , где . Здесь резонансное соотношение выглядит как ,
где . Составляем идеал  из этого полинома и соотношений зависимости  и  и вычис-
ляем его исключающий базис Грёбнера . Первый полином полученного идеала представляет
собой квадратичную форму относительно корней , , полухарактеристического мно-
гочлена :

Равенство нулю этой квадратичной формы дает условие существования трехчастотного резонан-
са. Теперь составляем новый идеал , состоящий из указанной выше квадратичной формы и
многочленов из (9), и вычисляем его исключающий базис Грёбнера . Его первый полином от
коэффициентов , , и целого числа  задает условие существования резонанса вида

(14)

Если в (14) положить  или , то можно получить резонансные условия  или 
соответственно.
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Правые части полученных в формулах (10), (12)–(14) условий существования двух и трехча-
стотных резонансов в коэффициентах  многочлена  представляют собой квази-
однородные многочлены. Это означает, что носитель каждого из многочленов (т.е. множество
векторных показателей степеней его мономов в пространстве ) лежит в плоскости, нормаль
которой – это вектор . Вектор  принадлежит пространству , сопряженному про-

странству показателей степеней . Если выполнить такое линейное преобразование, задавае-
мое унимодулярной матрицей , , , которая вектор  переведет

внутрь одномерного координатного подпространства, то соответствующее преобразование в 
с матрицей  переведет каждый из носителей многочленов на плоскость, параллельную коор-
динатной плоскости (см. [18]). Следовательно, соответствующее этой матрице  степенное пре-
образование :

(15)

преобразует каждый из квазиоднородных многочленов  от трех переменных  к много-

членам вида . Таким образом, каждое из условий существования резонанса можно
представить в виде плоской алгебраической кривой.

Унимодулярная матрица легко вычисляется с помощью известного алгоритма Эйлера, одна
из реализаций которого приведена в [19].

Для вектора  соответствующая унимодулярная матрица  может быть выбрана
вида

Следовательно, степенное преобразование (15) определяется матрицей

и имеет вид

(16)

где ненулевые множители , , можно подбирать для дальнейшего упрощения коэффи-

циентов многочленов . Здесь  выбраны следующим образом:

(17)

Поскольку по условиям теоремы 2 коэффициенты , , многочлена  должны
быть неотрицательны, то из степенного преобразования (16) следует, что параметры ,

, также должны быть неотрицательны. Следовательно, нас будет интересовать взаим-
ное расположение кривых, соответствующих резонансным многообразиям, в первом квадранте
координатной плоскости .

5.3. Параметризация и упрощение резонансных условий

Используя степенные преобразования, упростим вычисленные резонансные условия. В эти
выражения для резонансов подставим выражения в переменных , , а именно,

, , . Аналитическое представление резонансных многообразий  в
новых переменных далее обозначается .
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Для общего двухчастотного резонансного условия (10) подстановка (16), (17) после сокраще-
ния на множитель  дает алгебраическую кривую

(18)

Из уравнения (18) можно получить условия ,  и  соответственно для .
Поступая аналогично c резонансным условием (14) подстановка (16), (17) после сокращения

на множитель  дает алгебраическую кривую

(19)

Из уравнения (19) для  и  получаем условия для многообразий  и  соответ-
ственно:

Для каждой из полученных пяти алгебраических кривых был вычислен род, который полу-
чился равным нулю во всех случаях. Это говорит о том, что все они рациональные кривые, до-
пускающие рациональную параметризацию. Эти параметризации имеют следующий вид:

для :  ;

для : , ;

для : , ;

для : ;

для : , . 

Пользуясь параметрическим представлением, можно построить плоские алгебраические кри-
вые на координатной плоскости .

Для полного представления о взаимном расположении многообразий, соответствующих
сильным резонансам, дадим описание фиг. 1. Кривые обозначим символами . Их
особые точки, а также точки их взаимного пересечения обозначим символами , где нумерация
индексов  точек выбрана в соответствии с увеличением расстояния от начала координат.

Кривая  играет особую роль, она задает границу области устойчивости ПР по линейному
приближению. Эта кривая является образом дискриминантного множества , которое делит
пространство коэффициентов  многочлена третей степени на две части. В одной части все кор-
ни многочлена вещественные, а в другой части имеется пара комплексно-сопряженных корней
и один вещественный корень. Согласно теореме 2, криволинейный треугольник  является
границей области . Остальные резонансные кривые полностью или частично располагаются
внутри этой области. Резонансные кривые  и , соответствующие двухчастотному резонансу,
полностью располагаются в ней, касаясь кривой . Это связано с тем, что если есть две частоты,
участвующие в резонансе, то они как корни характеристического уравнения должны быть одной
природы – либо одновременно вещественные, либо одновременно комплексные. Но пара ком-
плексно-сопряженных корней не может находиться в резонансе, а третий корень всегда должен
быть вещественным. Отметим, что ранее кривые ,  и  были изображены в [16], но их пара-
метризации были получены другим способом.
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Еще два резонансных многообразия, образами которых являются кривые  и , соответству-
ют трехчастотным резонансам. В них, в отличие от двух частотных резонансов, могут участвовать
корни различной природы. Это говорит о том, что трехчастотные резонансные многообразия бу-
дут находиться и в области вещественности корней, и в области, где существуют комплексные
корни. Во всех изображенных точках на кривых кратность резонанса  становится равной 2. Ле-
генда фиг. 1 следующая:

1. Кривая  определяется уравнением . Она изображена сплошной линией. На ней
имеется одна особая точка  – точка возврата. Этой точке соответствует резонанс 
кратности 2, потому что имеются два набора независимых решений. В качестве примера можно
привести резонансы вида  и , для которых алгебраическая сумма трех собственных
значений равна нулю.

2. Кривая , изображенная тонкой штриховой линией, определяется уравнением 
и является самопересекающейся кривой с точкой самопересечения  Структура
резонанса, соответствующая этой точке, будет описана ниже в п. 5, поскольку она одновременно
принадлежит и кривой . Кривая  также касается дискриминантной кривой  в точках

, .

3. Полужирной штриховой линией изображена кривая . Она определяется уравнением
 и является кривой самопересечения с особой точкой . Она

также касается дискриминантной кривой  в точках , P15 =
. Кривая  пересекается с кривой  в четырех точках с координатами

, , , P14 =
.

4L 5L

k

1L  (1,1,0)
3 = 0R

19 = (1,1)P (1,1,1)

(1,1,0) (1,0,1)

2L  (2,1,0)
3 = 0R

( )9 = 4/7,64/343 .P

5L 2L 1L
( )16 = 3/4,1/2P ( )17 = 8/9,16/27P
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Фиг. 1. Резонансные многообразия в переменных .
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4. Прямая пунктирная линия, обозначенная , определяется уравнением . Она не
имеет никаких особенностей и пересекается с указанными выше кривыми в точках , ,  и

, где , .

5. Последняя кривая , изображенная штрихпунктирной линией, определяется уравнением
. Она является самопересекающейся кривой с особой точкой ,

которая также является точкой пересечения с кривой . С кривой  она касается в точке  и
пересекается в точках  и . С кривой  она пересекается в точках , , ,  и , где

, , . С кривой  она также касается в
точке , а пересекается с ней в точках  и , описанной выше в п. 3.

Для проверки выполнения резонансных условий в вышевычисленных точках рассмотрим
наглядно некоторые из них. Выполнение условий резонанса проверим для точки , которая яв-
ляется особенной для двухчастотной резонансной кривой  и точкой пересечения с трехчастот-
ной резонансной кривой . Подставив в выражения степенного преобразования (16) значения
переменных , являющихся координатами точки , и выполнив замену  при ,
получим однопараметрические выражения коэффициентов многочлена . Сам многочлен
примет вид

Однопараметрическим семейством корней этого полухарактеристического многочлена являются

Учитывая, что в каждом из них имеется общий множитель вида , то все семейство корней бу-
дет пропорционально числам . Пользуясь равенством зависимости корней характе-
ристического и полухарактеристического полиномов, вычислим все значения , они
будут пропорциональны значениям

Зная значения корней, можно убедиться в выполнении резонансных соотношений. Так как точка
 принадлежит двум резонансным многообразиям, проверим эти условия для каждого из них.

1. Поскольку данная точка для  является точкой самопересечения, то имеются две пары со-
измеримых корней с отношением , т.е. резонансное соотношение  выполняется
для корней в виде равенства .

2. В принадлежащей кривой  точке должен выполнятся трехчастотный резонанс
. Так, соотношение  выполняется в виде .

Такую же проверку выполним для точки . Она является особой для резонансной кривой 
и точкой пересечения с кривой . Выполнив подобные вышеприведенным подстановки, полу-
чим выражение для :

А соответствующее ему однопараметрическое семейство корней имеет вид

Если учесть, что в каждом из них имеется общий множитель вида , то все семейство корней
будет пропорционально числам . А  в данном случае будут пропорциональны

Зная значения корней, можно аналогично убедиться в выполнении резонансных соотношений.
Так как точка  принадлежит двум резонансным многообразиям, проверим эти условия для
каждого из них.
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1. Поскольку данная точка для  является точкой самопересечения, то имеются две тройки
соизмеримых корней с отношением , т.е. резонансные соотношения  выпол-
няются для корней в виде равенств .

2. В принадлежащей кривой  точке должен выполняться двухчастотный резонанс
. Так, соотношение  выполняется для корней в виде равенств

.

В аналогичной последовательности рассмотрим выполнение условия резонанса в точке .
Она, в свою очередь, не является особой для какой-либо кривой, но является точкой пересече-
ния сразу четырех алгебраических кривых: , ,  и . Следовательно, в ней должно выпол-
няться сразу четыре резонансных условия. Чтобы проверить это, также найдем корни многочле-
на . Выразим коэффициенты этого многочлена через параметр  и разложим его на множители:

а соответствующее однопараметрическое семейство корней примет вид

Если учесть, что в них имеется общий множитель вида , то все семейство корней будет про-
порционально числам . А  в данном случае будут пропорциональны значениям

Зная значения корней, можно аналогично убедиться в выполнении резонансных соотношений.
Так как точка  принадлежит четырем резонансным многообразиям, проверим эти условия для
каждого из них.

1. Точка  принадлежит , тогда должно выполняться резонансное соотношение
, а для корней оно примет вид .

2. В принадлежащей кривой  точке должен выполняться двухчастотный резонанс
. Так, соотношение  выполняется для корней в виде .

3. Для точки, принадлежащей кривой , должен выполняться трехчастотный резонанс
. Так, соотношение  выполняется следующим образом: λ1 + λ5 + λ6 =

.

4. Для точки, принадлежащей кривой , должен выполняться трехчастотный резонанс
. Так, соотношение  выполняется для корней в виде равенства λ1 + 2λ2 + λ3 =

.

6. ПРИМЕР

Рассмотрим три математических маятника одинаковой длины , точки подвеса которых
расположены на равных расстояниях  на горизонтальной прямой, а массы маятников выбраны
равными  соответственно. Пусть маятники соединены между собой невесомыми
линейно-упругими пружинами жесткости  длиной  в недеформированном состоянии. Точки
прикрепления пружин расположены на расстоянии  от точек подвеса маятников
(см. фиг. 2).

Выбрав в качестве обобщенных координат  углы , , отклонения маятников от вер-
тикали, запишем функцию Лагранжа этой системы:

(20)
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Матрица  диагональна: . Потенциальная энергия  есть сумма потенциаль-
ной энергии упругой деформации пружин  и энергии  математических маятников в одно-
родном поле силы тяжести:

где ,  суть проекции величин деформаций
пружин между -м и -м маятниками на оси абсцисс и ординат соответственно.

Следуя [20], введем безразмерные переменные , .
Перейдем к гамильтоновой форме уравнений движения, но при этом будем использовать но-

вые канонические переменные, определяемые нормальными модами колебаний. Для этого рас-
кладываем функцию Лагранжа (20) в ряд Тейлора в окрестности положения равновесия ,
получим линейную систему уравнений Лагранжа с СЧ

Этим частотам соответствуют амплитудные векторы

которые задают матрицу перехода  к новым переменным :

Переход к канонически сопряженным импульсам  осуществляется с помощью матрицы :

Здесь звездочка означает транспонирование.
Тогда в новых переменных разложение функции Гамильтона вблизи начала координат

имеет вид

(21)

T α2 2 2= diag( , , )T l l l Π
Π1 Π2

( ) ( ){ }Π Δ + Δ − Π − ϕ − α − ϕ 
2 3

2 2(1) (2)
1 2 2

=1 =1
= , = cos ( 1)cos ,

2 j j j
j j

k d gl gl

( )+Δ ϕ − ϕ(1)
1= cos cosj j jb +Δ ϕ − ϕ +(2)

1= (sin sin )j j jb d
j +( 1)j

τ = /g lt β 2= /( )b k gl

ϕ = 0

( )+ β βα + β +λ = 1, 1 , 2 1 .

( ) ( ) ( )− − α1 2 3= 1, 1, 1 , = 1, 0, 1 , = 1, 2/ , 1 ,u u u  

1 2 3= ( , , )U u u u Q

ϕ = .UQ

P ( )−1*U

( )− ϕ1= * , где = , .A glp P p m

+ +2 4( , ) = ( , ) ( , ) ,H H HQ P Q P Q P

Фиг. 2. Три плоских математических маятника, соединенные невесомыми пружинами.
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где первые два члена разложения следующие:

(22)

Все дальнейшие вычисления выполнялись в СКА Maple согласно схемы разд. 5.
Поскольку в (21) , то резонансы порядка  проявят себя при приведении к НФ

только в формах степени 6 и выше. Следовательно, в данном случае можно ограничиться иссле-
дованием резонансов порядка , а именно,

• в случае двухчастотного резонанса исследуем многообразие ,

• в случае трехчастотного резонанса исследуем многообразие .
Обозначим через  матрицу квадратичной формы (22), тогда полухарактеристический

многочлен матрицы , соответствующей линейной системы Гамильтона, есть

(23)

Таким образом, пространство параметров  задачи двумерно и значения параметров
должны быть неотрицательны: . Квадратичная форма (22) в указанной области про-
странства параметров является знакоопределенной, следовательно, нижнее равновесное поло-
жение маятников является устойчивым по Ляпунову. Поэтому далее будет приведено описание
резонансных множеств 4-го порядка.

Подставляем коэффициенты , ,  многочлена (23) в уравнение (11) резонансного много-
образия , раскладываем его на множители и отбираем среди них только те, нули ко-
торых располагаются в первом квадранте плоскости . Аналогично поступаем и с уравне-
нием (13) резонансного многообразия . В результате получается пять резонансных кри-
вых – три соответствуют двухчастотному резонансу, а две – трехчастотному:

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)
Эти кривые показаны на фиг. 3: двухчастотные резонансные кривые изображены сплошными и
штриховыми линиями, а трехчастотные – штрихпунктирными.

Кривые обозначим символами  , где нижний индекс соответствует индек-
су кривых , описанных в пунктах 3 и 5 подраздела 5.3. Их точки взаимного пересечения обо-
значим символами , где нумерация индексов  точек выбрана в соответствии с увеличением
расстояния от начала координат. Дадим краткое описание структуры СЧ на соответствующих
резонансных кривых.

1. На кривой , которая изображена длинной штриховой линией, с уравнением (24) СЧ сле-
дующие: , , . Таким образом, для всех значений пара-

( ) ( ) ( ) ( )α βα+ + + + + β + + + β + +
+ α + α α α

22
2 2 2 231

2 2 1 2 3
2 22= 1 1 1 1 ,

2 2 2
PPH P Q Q Q

( ) ( ) ( )
( ) ( )

β+ α− − β + − + β + + −
α α

β β − β + + − − β + + − α α α

4 2 2 2 2
4 1 1 2 1 3

2 3
1 2 3 1 32

42 1 1 1= 2 1
24 2 2

2 24 13 1 1
3

H Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

( ) ( ) ( ) ( )+ αβ + β β− − β + + − α − α + β + +
α αα

4 2 2 2 4
2 2 3 33

24 1 2 21 12 2 4 .
12 2 43

Q Q Q Q

≡3( , ) 0H Q P q = 3

q = 4

5(3,1,0)
3

5(2,1,1)
3

2( )A H
2( )JA H

( ) ( ) ( ) β β β βμ μ + β + + μ + β + β + + + μ + β + + β + α α α α 

2
3 2 22 2 4 2( ) = 2 3 4 3 1 1 .f

Π ≡ α β( , )
α β ≥{ , 0}

1a 2a 3a
53(3,1,0)

α β( , )
53(2,1,1)

β α + α5
def(3,1,0) = 8 /(2 ),=a

β5
def(3,1,0) = 8,=b

β α − α5
def(3,1,0) = 4 /(1 4 ),=c

β α + α5
def(2,1,1,) 2= 4 4 ,=a

β α − α α −def(2,1,1) 2= 8 (2 )/(3 2) .=b5

, = 3,5,i
kL k = , ,i a b c

kL
jP j

3
aL

λ ±1,4 = i λ ± α + α +2,5 = (9 2)/( 2)i λ ±3,6 = 3i
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метра  имеет место двухчастотный резонанс, кроме значения , соответствующего
точке  (см. ниже).

2. На прямой , показанной в виде сплошной линии, с уравнением (25) СЧ следующие:
, , . Эта прямая пересекается с другими кривыми в трех

точках: , , .

3. На кривой , которая изображена короткой штриховой линией, с уравнением (26) СЧ сле-
дующие:

4. На кривой , изображенной пунктирной линией, с уравнением (27) СЧ следующие:

На этой кривой для всех значений  имеет место трехчастотный резонанс, кроме значения
, соответствующего точке .

5. На кривой , изображенной штрихпунктирной линией, с уравнением (28) СЧ следующие:

На этой кривой для всех значений  имеет место трехчастотный резонанс, кроме точек , , .

α α = 6/5
1P

3
bL

λ ±1,4 = i λ ±2,5 = 3i λ ± α + α3,6 = (9 16)/i
2P 3P 4P

3
cL

λ ± λ ± λ ±
− α − α1,4 2,5 3,6

3= , = , = .
1 4 1 4

i ii

5
aL

λ ± λ ± α + λ ± α +1,4 2,5 3,6= , = (2 1), = (2 3).i i i

α
α = 1 4P

5
bL

α + − α≤ α λ ± λ ± λ ±
− α − α1,4 2,5 3,6

2 6при 0 < 2/3: = , = , = ;
2 3 2 3

i i i

α + − αα λ ± λ ± λ ±
α − α −1,4 2,5 3,6

2 6при > 2/3: = , = , = .
3 2 3 2

i i i

α 2P 3P 4P

Фиг. 3. Резонансные многообразия примера в переменных .
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Кривая  пересекается только с одной ветвью кривой  в точке . Подставив в вы-
ражения (23) значения переменных , являющихся координатами точки , получим

Корнями этого полухарактеристического многочлена являются значения

А в корнях характеристического уравнения они запишутся в виде

Зная значения корней, проверим выполнение резонансных соотношений. Так как точка  при-
надлежит двум резонансным многообразиям, соответствующим двухчастотному и трехчастотно-
му резонансам, проверим эти условия для каждого из них:

1. Для  имеются две пары соизмеримых корней с отношением , т.е.
.

2. Для  также должно выполняться соотношение , которое выглядит как
.

Кривая  пересекается с кривой  в точке , с кривой  – в точках  и
. В точке  она также пересекается с кривой . Подставив в выражения (23) значения

переменных , являющихся координатами этих точек, получим соответствующие выражения
для :

Аналогично, как и в вышеуказанном случае, здесь можно убедиться в выполнении резонансных
соотношений.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Для системы Гамильтона с тремя степенями свободы получено описание разбиения области

устойчивости в пространстве коэффициентов  полухарактеристического многочлена  на
такие части, в которых гарантированно отсутствие сильных резонансов между СЧ линейной си-
стемы (2). Это позволяет, с одной стороны, выполнить исследование формальной устойчивости
ПР для каждой из таких частей с помощью НФ четвертого порядка и теоремы 3, а с другой сто-
роны, в случае наличия резонанса кратности  получить дополнительные формальные интегра-
лы и выполнить асимптотическое интегрирование уравнений нормализованной системы Га-
мильтона.

Авторы выражают благодарность А.Д. Брюно за указанные замечания и полезное обсуждение
работы.
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