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Для интегродифференциального уравнения теплопроводности с сингулярным возмущением
рассматривается обратная задача, состоящая в определении граничного условия по дополни-
тельной информации о решении начально-краевой задачи. Доказано, что приближенное ре-
шение обратной задачи может быть получено на основе использования конечного числа чле-
нов разложения решения начально-краевой задачи по малому параметру. Библ. 11.
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В многообразии обратных задач для уравнений в частных производных можно выделить
класс, в котором обратные задачи рассматриваются для сингулярно возмущенных уравнений.
Методы приближенного решения обратных задач, основанные на замене исходного дифферен-
циального уравнения сингулярно возмущенным, были предложены в [1] и получили затем раз-
витие в [2–6] и ряде других работ. Обратные задачи для сингулярно возмущенных дифференци-
альных уравнений исследовались в [7–11].

В работе [11] для уравнения теплопроводности с сингулярным возмущением были предложе-
ны методы приближенного решения обратных задач, основанные на использовании разложения
решения начально-краевой задачи по малому параметру. Эта статья посвящена применению
этого подхода для приближенного решения обратной задачи для интегродифференциального
уравнения теплопроводности с сингулярным возмущением.

Рассмотрим начально-краевую задачу для интегродифференциального уравнения теплопро-
водности с сингулярным возмущением

(1)

(2)

(3)

(4)

где , 
Далее, чтобы подчеркнуть зависимость решения задачи (1)–(4) от параметра , будем обозна-

чать его через .

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках реализации программы Московского
центра фундаментальной и прикладной математики (проект 075-15-2022-284).
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Предположим, что функция , , а , где 
. Из метода разделения переменных следует формула для решения задачи

(1)–(4)

(5)

где функции  являются решениями задачи Коши для интегродифференциального уравне-
ния

(6)

(7)

Интегрируя уравнение (6) с начальным условием (7), получим, что  удовлетворяют инте-
гральному уравнению

(8)

где

(9)

(10)

Сформулируем обратную задачу . Пусть функция  и число  заданы, а функция  не-
известна. Требуется определить , если задана дополнительная информация о решении задачи
(1)–(4)

(11)

где  – заданное число, , а  – заданная функция.
Из формулы (5) и уравнения (8) следует, что можно получить разложение  по малому

параметру .
Рассмотрим вопрос о возможности построения приближенного решения обратной задачи на

основе использования этого разложения.

Так как функция  является решением уравнения (8), то для всех  справедли-
ва оценка

Здесь и далее через  обозначаются постоянные, не зависящие от  и .
Из предыдущего неравенства и формулы (5) следует, что для  справедливо представ-
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Определив приближенное решение обратной задачи  следующим образом  и
использовав представление (12), имеем

Таким образом, при малых значениях  функцию  можно считать приближенным решени-
ем обратной задачи.

Рассмотрим вариант построения приближенного решения обратной задачи, использующий
более высокие члены разложения  по малому параметру.

Введем функцию .
Теорема 1. Пусть функции ,  удовлетворяют следующим условиям:

(13)

, , , где  – заданное число. Тогда, если функция  являет-
ся решением задачи

(14)

(15)

то

(16)

Доказательство. Рассмотрим функции , являющиеся решением интегрального уравне-
ния (8). Используя резольвенту  ядра , имеем

(17)

Итегрируя по частям интеграл в формуле (9), получим следующую оценку:

из которой следует, что
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Преобразуя формулу (10), имеем
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Из формул (17), (19), (20) и оценок (18), (21) следует, что

(22)

где

(23)

Использовав формулы (5), (22), оценку (23) и равенство

получим, что для  справедливо представление

(24)

где .

Положив в равенстве (24)  и использовав условие (11), имеем

(25)

Пусть  – решение задачи (14), (15). Рассмотрим функцию . Из урав-
нения (14), равенства (25) и условия (15) получаем, что  является решением задачи

Следовательно,  является решением интегрального уравнения

Используя это уравнение, условие (13) и оценку для функции , имеем

Следовательно, справедлива оценка (16) и теорема 1 доказана.

Замечание 1. Очевидно, что при замене начального условия (15) на  решение урав-
нения (14) с этим условием не будет приближенным решением обратной задачи.

Покажем, что при дополнительных предположениях можно получить приближенное реше-
ние обратной задачи с оценкой погрешности порядка .

Введем функцию
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Рассмотрим следующую задачу для функции :

(26)

(27)

где  – заданная функция, а  и  – заданные числа.
Введем числа

Лемма. Если выполнены следующие условия: , ,

(28)

то существует единственная функция , являющаяся решением задачи (26), (27).
Доказательство. Рассмотрим задачу Коши для функции 

(29)

(30)

Так как ,  и , то корни характеристического уравнения

равны .
Решение задачи (29), (30) определяется формулой

(31)

где

Пусть функция  является решением задачи (26), (27). Используя формулу (31), получим,
что  удовлетворяет интегральному уравнению

(32)
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Уравнение (32) является уравнением Фредгольма II рода для функции . Из условий леммы
следует, что оно имеет единственное решение , которое является решением задачи (26),
(27). Лемма доказана.

Предположим, что известны значения функции  и ее производной при : ,
. Пусть  и выполнено условие (28). Тогда из леммы следует, что существует

единственная функция , являющаяся решением задачи

(33)

(34)

Теорема 2. Предположим, что , , , ,

 и выполнено условие (28). Тогда

(35)

Доказательство. Преобразуем формулу (19) для свободного члена  уравнения (8)
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где
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Учитывая формулы (36), (37), получаем следующее представление для функции , являю-
щейся решением интегрального уравнения (8)

(38)

где

Из формул (5), (38) и определения функций  и  следует асимптотическое представление
решения задачи (1)–(4)

где

Положив  и использовав условие (11), имеем

(39)

Введем функцию . Из уравнений (39), (33) и условий (34) следует, что функ-
ция  является решением задачи

Аналогично доказательству леммы, используя формулу (31), получим, что  удовлетворяет
интегральному уравнению
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(40)

Уравнение (40) является уравнением Фредгольма II рода для функции . Для свободного
члена этого уравнения справедлива оценка

Из этого неравенства, условия (28) и уравнения (40) следует оценка (35) и теорема 2 доказана.
Замечание 2. Очевидно, что при замене начальных условий (34) на

решение уравнения (33) с этими условиями не будет приближенным решением обратной задачи.
Замечание 3. Используя более высокие члены разложения задачи (1)–(4) по малому парамет-

ру, можно получить приближенное решение с более высокой по порядку оценкой погрешности.
Однако интегральное уравнение для приближенного решения будет очень громоздким.

Замечание 4. В случае, когда , т.е. уравнение (1) представляет собой обычное урав-
нение теплопроводности, построенные приближенные решения определяются простыми явны-
ми формулами.
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