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Предложен метод расчета пристеночных областей турбулентных течений для численного мо-
делирования вязкого сжимаемого газа с применением уравнений Навье–Стокса, осреднен-
ных по Рейнольдсу. В основе метода – дифференциальное условие сшивки внешнего реше-
ния с пристеночной функцией, позволяющее использовать обобщение метода характеристи-
ческих штрафных функций для переноса касательного напряжения из внешней области
пограничного слоя на поверхность тела, при этом область сшивки задается неявно через ло-
кализованный источниковый член в уравнении пограничного слоя, записанного как функ-
ция расстояния от стенки, нормированного на масштаб вязкой длины. Касательное напряже-
ние на стенке при этом определяется в процессе численного решения специального диффе-
ренциального уравнения, включающего в себя характеристические штрафные функций и
аналитический закон стенки. Разработанный метод заметно снижает требования к присте-
ночному разрешению расчетной сетки без существенного усложнения вычислительного ал-
горитма и позволяет полностью устранить плохо-определенное условие точки сшивки реше-
ний. Численная реализация разработанного подхода проведена с применением вершинно-
центрированного метода контрольных объемов и структурированных расчетных сеток. Его
применимость продемонстрирована на примере решения двух тестовых задач: течение в дву-
мерном канале и турбулентное обтекание бесконечно тонкой пластины. Библ. 38. Фиг. 8.
Табл. 8.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время в связи с большой вычислительной стоимостью прямого численного мо-

делирования аэродинамических течений с большими числами Рейнольдса (см. [1]) активно раз-
виваются вихреразрешающие методы на основе осредненных уравнений Навье–Стокса (RANS)
(см. [2–5]) и гибридные подходы, в которых течение в пристеночной области моделируется на
основе моделей класса RANS, а течение в областях, удаленных от твердых поверхностей, – Ме-
тодом Крупных Вихрей (LES) (см. [6], [7]). К гибридному классу методов можно также отнести
методы моделирования отсоединенных вихрей (DES) (см. [8–10]) с плавным переходом от
RANS к LES решениям. Несмотря на сравнительно умеренные требования RANS, гибридных
RANS-LES и DES подходов к пристеночному разрешению расчетных сеток, ограничения все
равно остаются сущеcтвенными и накладывают жесткие требования к объему вычислительных
ресурсов, увеличивают время счета задачи и усложняют построение расчетной сетки.

Ограничения на размер ячеек сетки вблизи поверхности тела могут быть заметно снижены
при использовании методов на основе пристеночных функций (см. [11–13]), что достигается за-
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меной граничных условий прилипания на поверхности тела условием сшивки пристеночной
функции с внешней областью турбулентного пограничного слоя. Пристеночные функции также
могут применяться и в слабой формулировке, через условие проскальзывания, допускающее пе-
ренос касательных напряжений из внешней области пограничного слоя на поверхность тела (см.
[14], [15]). Такая формулировка предпочтительнее с вычислительной точки зрения в силу ее гиб-
кости, но не гарантирует точного соответствия толщины вытеснения пограничного слоя, так как
в пристеночной области вычисляется приближенное решение со скоростью проскальзывания и
турбулентной вязкостью, экстраполированными из внешней области решения, что приводит к
уменьшению толщины вытеснения пограничного слоя по сравнению с точным решением усред-
ненных уравнений Навье–Стокса.

В традиционных подходах (см. [16]) граничные условия определяются путем решения нели-
нейных уравнений в точке сшивки, при этом сама точка сшивки заранее неизвестна, так как не-
явно задана расстоянием от стенки, нормированным на масштаб вязкой длины, который, в свою
очередь, является функцией касательного напряжения на стенке. Для этой цели решение в точке
сшивки интерполируется с ближайших узлов (см. [17]). Следует отметить возможность исполь-
зования метода пристеночных функций совместно с дискретным методом погруженных границ,
в котором в точке сшивки также используются дополнительные ограничительные связи, обеспе-
чивающие выполнение граничных условий на поверхности тела (см. [18–20]).

Основная идея разработанного метода заключается в замене алгебраического условия сшив-
ки внешнего решения с пристеночной функцией на дифференциальную формулировку, позво-
ляющую использовать обобщение метода характеристических штрафных функций (см. [21],
[22]) для переноса касательного напряжения из внешней области пограничного слоя на поверх-
ность тела, при этом область сшивки задается неявно через локализованный источниковый член
в уравнении пограничного слоя, записанного как функция расстояния от стенки, нормирован-
ного на масштаб вязкой длины. Такой подход, во-первых, позволяет полностью устранить пло-
хо-определенное условие точки сшивки решений и, во-вторых, свести систему дифференциаль-
ных уравнений с нелинейными алгебраическими связями к системе уравнений с дифференци-
альными обратными связями, основанными на методе характеристических штрафных функций,
обеспечивающих эту связь. Последнее обстоятельство определяет возможное развитие метода,
связанное с применением дифференциальных стандартных (см. [23], [17]) и неравновесных (см.
[24], [25]) динамических пристеночных функций (для задач с сильными отрывами). В целом но-
вый метод позволяет заметно снизить требования к пристеночному разрешению расчетной сет-
ки без существенного усложнения вычислительного алгоритма. Следует отметить отличие раз-
работанного метода от гибридных подходов с использованием методов погруженных границ для
задания граничных условий на поверхности обтекаемых тел (см. [18], [19]), так как в предложен-
ном подходе используются характеристические штрафные функции для сшивки пристеночных
функций с внешним решением. Разработанный метод может быть также обобщен для течений
со сложной геометрией на основе уже разработанных методов штрафных функций (см. [21], [22],
[26], [27]).

Статья организована следующим образом. В разд. 1 описан разработанный метод моделиро-
вания турбулентного пограничного слоя на основе аналитических законов стенки в формули-
ровке метода xарактеристических штрафных функций. В разд. 2 кратко описана методика расче-
та, используемая для численной реализации разработанного подхода. Постановка и результаты
численного моделирования тестовых задач приведены в разд. 3. В заключении сделаны выводы
и обозначены направления дальнейшего развития темы.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
1.1. Осредненные уравнения движения вязкого сжимаемого газа

В качестве базовой математической модели для описания течений вязкой сжимаемой среды
использована система осредненных по Фавру уравнений Навье–Стокса, принимающая следую-
щий вид:
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(3)

где

(4)

(5)

(6)

(7)

В приведенных выше уравнениях используются следующие обозначения:  – осредненная по
Рейнольдсу плотность,  – осредненное по Рейнольдсу давление,  – массовый поток,  –
осредненная по Фавру скорость,  – осредненная по Фавру температура,  – осредненная по
Фавру полная энергия на единицу массы. Параметр  обозначает газовую постоянную, перемен-
ные  и  – соответственно удельные теплоемкости при постоянном объеме и давлении, значе-
ние коэффициента теплоемкости  без потери общности принято равным , что со-
ответствует двухатомному газу. Переменная  представляет собой сумму векторов ламинарного
и моделируемого турбулентных тепловых потоков, где  и  – соответственно
ламинарное и турбулентное числа Прандтля. Турбулентная вязкость, обозначенная как , не-
известна и для замыкания подразумевает использование модели турбулентности. Переменная 
представляет собой сумму тензоров вязкого (молекулярного) и турбулентного напряжений,  –
тензор турбулентных напряжений,  – тензор осредненных скоростей деформации,  – деви-
аторная часть тензора . Для простоты в работе рассмотрены течения с малыми числами Маха
и постоянной динамической молекулярной вязкостью .

1.2. Модель турбулентности

Для иллюстрации разработанного подхода в качестве модели турбулентности для замыкания
уравнений (6) и (7) использована модель Спаларта–Аллмараса (см. [2]), широко применяемая
для моделирования течений газа (см. [28]), включая высокоскоростные течения с существенным
влиянием сжимаемости. Стандартная модель Спаларта–Аллмараса для переменной  может
быть записана в следующем виде:

(8)
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а вспомогательные переменные определяются соотношениями

(10)

(11)

 – кинематическая молекулярная вязкость,  – расстояние от точки поля  до ближайшей
поверхности, а для улучшения устойчивости вычислений переменная  ограничена снизу вели-
чиной . Постоянные коэффициенты задаются как , , ,

, , , , . В расчетах используется “стандартная”

версия модели Спаларта–Аллмараса без дополнительного генерационного слагаемого , что
подразумевает отсутствие необходимости использовать переменную , т.е. .

В качестве граничного условия на поверхности стенки используется

(12)
При моделировании внешних течений в набегающем потоке используется константная турбу-
лентная вязкость .

1.3. Метод пристеночного моделирования

При моделировании турбулентных течений с большим числом Рейнольдса в рамках вихрераз-
решающих методов (см. [2–5]), несмотря на использование моделей турбулентности, прямое
разрешение структур решения уравнений (1)–(3), (8) в пристеночной области требует значитель-
ных вычислительных затрат, связанных с существенным увеличением количества узлов сетки
вблизи поверхности. Ограничения на размер расчетных ячеек вблизи поверхности тела могут
быть заметно снижены при использовании методов на основе пристеночных функций (см. [11–
13]), что достигается заменой граничных условий прилипания на поверхности тела условием
сшивки пристеночной функции  с внешней областью турбулентного пограничного слоя:
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 – компонента скорости, параллельная поверхности в точке ,  и  – обобщенные координа-

ты вдоль и по нормали к поверхности,  – нормированная координата,  –

скорость трения,  – напряжение трения на стенке,  – нормированное расстояние сшивки
решения, а  определена как функция нормированого расстояния от поверхности. Для про-
стоты изложения рассмотрим формулировку метода для двухмерных течений, а обобщение ме-
тода для трехмерных течений будет приведено в конце раздела.

Для заданного внешнего поля скорости  условие сшивки (13) является нелинейным урав-
нением для определения  и точки сшивки для заданной точки  на поверхности тела. Линейное
приближение уравнения (13) для коррекции решения  может быть записано как

(15)

где нормаль  определена через функцию расстояния : . Отметим, что второй член
левой части уравнения (15) возникает из-за изменения расстояния  точки сшивки решения
при изменении  для фиксированного . Решение уравнения (15) для коррекции скорости
трения  принимает следующий вид:

(16)

В случае сильной формулировки условия сшивки уравнение (16) может быть использовано для
итерационной коррекции решения уравнения (13) методом Ньютона.

В слабой постановке задачи дискретная коррекция (16) может быть заменена на временную
релаксацию решения  на масштабе времени  в каждой точке обобщенной координаты ,
определенной вдоль поверхности тела:

(17)

где толщина пограничного слоя, неявно определенная уравнением (14), для большей наглядно-
сти записана в явном виде как , при этом граничное условие прилипания для скорости  на
границе тела заменено на условие непротекания для нормальной компоненты скорости

:

(18)

и условие переноса касательных напряжений на поверхность тела:

(19)

Для переноса турбулентной вязкости с внешней области течения на границу в модели Спаларта–
Аллмараса в уравнениях (8), (10) и (11) функция расстояния  до ближайшей поверхности за-
менена на
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а граничное условие (12) для турбулентной вязкости заменено на

(21)

Уравнение (16) с неявным определением расстояния точки сшивки  усложняет решение
задачи, так как определение величины тангенциальной компоненты скорости  требует исполь-
зования локального интерполянта с ближайших узлов (см., например, [17]). Задачу можно силь-
но упростить и полностью исключить применение локального интерполянта и точного опреде-
ления точки сшивки введением дополнительного поля скорости трения  и заменой урав-
нения (17) для  на следующее уравнение в частных производных для поля  во всей
области решения:

(22)

где  – характерный масштаб длины,  – характерный масштаб переноса решения с области
сшивки на поверхность тела,  – функция Хевисайда, отключающая перенос  во внешней
области решения,  – локализованная функция сшивки решений, например, функция Гаусса

(23)

 – нормированная толщина сшивки решений,  – численная диффузия, используемая для
сглаживания вспомогательного поля . Отметим, что в уравнении (22) условие сшивки (13)
обеспечивается условием релаксации скорости трения в локализованной области сшивки, из ко-
торой , в свою очередь, переносится на поверхность тела для последующего использования в
граничном условии (19). Второй член в левой части уравнения (22) соответствует характеристи-
ческой штрафной функции (см. [21], [22], [29]), обеспечивающей на масштабе времени  на-
правленный перенос скорости трения на поверхность тела.

Уравнение (22) является основой разработанного метода, в дальнейшем, для краткости, име-
нуемого методом пенализированных пристеночных функций. Обратим внимание, что несмотря на
то что разработанный подход продемонстрирован только в контексте модели Спаларта–
Аллмараса, метод пенализированных пристеночных функций может быть использован совмест-
но с любой моделью турбулентности, позволяющей перенос касательного напряжения из внеш-
ней области пограничного слоя на поверхность тела.

В случае трехмерного течения задача может быть рассмотрена в локальных двухмерных коор-
динатах, где координата  вдоль поверхности тела соответствует направлению тангенциальной
компоненты скорости в точке сшивки. В этом случае уравнение (22) можно использовать без из-
менений, а переменная  соответствует величине параллельной компоненты скоро-
сти . Граничные условия (18) и (19) могут быть переписаны в следующем виде:

(24)

(25)

2. МЕТОД ЧИСЛЕННОГО РАСЧЕТА
Предложенный в работе метод реализован на базе программного комплекса NOISEtte, опи-

санного в [30], детали вычислительной методики и некоторые особенности распараллеливания
расчетов представлены в [31].

Пространственная дискретизация конвективной части системы уравнений (1)–(3), (8) осно-
вана на конечно-объемном подходе с определением искомых переменных в узлах сетки, вокруг
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которых построены расчетные ячейки (дуальная сетка). Для повышения порядка точности ис-
пользуется схема на основе квазиодномерной реконструкции переменных вдоль ребра сетки
(EBR-схемы) (см. [32]). Для пространственной аппроксимации вязких членов применяется ко-
нечно-элементный метод Галеркина на основе линейных базисных функций.

Интегрирование по времени проводилось по неявной трехслойной схеме второго порядка ап-
проксимации с последующей линеаризацией по Ньютону разностной по пространству системы
уравнений. На каждой ньютоновской итерации для решения системы линейных уравнений при-
меняется стабилизированный метод бисопряженных градиентов (BiCGStab) (см. [33]).

Каждому шагу интегрирования по времени основной системы уравнений предшествует чис-
ленное решение уравнения (22). При этом используются неявная схема первого порядка для ап-
проксимации производной по времени и метод направленных разностей – для производной по
пространству. Последний обладает численной диффузией пропорциональной шагу сетки, по-
этому члены с искусственной вязкостью  в уравнении (22) опускаются. Функция сшивки
решения задается в виде функции Гаусса (23). Значения нормированной толщины сшивки реше-
ний , масштабы релаксации  и  и начальное поле функции  определяются постановкой
задачи и параметрами расчетной сетки. Для представленных в работе задач они указаны в соот-
ветствующих разделах с описанием численных результатов.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РЕШЕНИЯ ТЕСТОВЫХ ЗАДАЧ

Представленный метод пристеночного моделирования применен для численного решения
двух тестовых задач – задачи о течении в канале и задачи об обтекании пластины.

Задачи решались в безразмерных переменных, при этом использовались следующие харак-
терные масштабы:  – плотность невозмущенного потока,  – скорость набегающего потока,

 – молекулярная вязкость невозмущенного потока,  – характерный линейный масштаб за-
дачи. Связь размерных и безразмерных переменных, обозначенных знаком , имеет вид

(26)

Для удобства приведенные далее результаты вычислительных экспериментов представлены в
безразмерном виде, при этом знак  опускается. Отметим также, что задачи рассматривались
при малых числах Маха набегающего потока, из-за чего влияние плотности и температуры на ре-
шение незначительно.

Все расчеты проводились до установления стационарного режима течения, при котором для
значений относительной невязки продольной скорости и турбулентной вязкости справделивы

следующие оценки:  и .

3.1. Турбулентное течение в плоском канале

Рассматривается течение между двумя плоскими пластинами, находящимися на расстоянии
 друг от друга, величина  выбрана характерным линейным масштабом. Задача решается

в двумерной постановке, пластины расположены параллельно друг другу вдоль оси , а поток
движется слева направо параллельно этой оси со скоростью, соответствующей числу Маха

 (фиг. 1). Течение является квазиодномерным, поэтому на правой и левой границах рас-
четной области заданы периодические граничные условия для всех переменных. Верхняя и ниж-
няя границы соответствуют адиабатическим твердым стенкам, на верхней границе задано усло-
вие прилипания , на нижней – либо такое же условие для модели Спаларта–Аллмараса,
либо условие непротекания для нормальной компоненты скорости (18) и условие переноса
касательных напряжений на поверхность тела (19) для метода пенализированных пристеночных
функций. Значение  в (19) определялось из численного решения уравнения (22). Поле дина-
мической скорости во всей расчетной области в начальный момент времени задавалось посто-
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янным – , параметры релаксации – , квадрат толщины сшивки реше-

ний – . В качестве пристеночной функции использовался закон Рeйхарда (см. [34]):

(27)

где  – постоянная фон Кармана.

Течение характеризуется среднерасходной скоростью  которая присутствует

в математической модели в форме градиента давления, добавляемого в уравнение сохранения
импульса как источниковый член. Значения , кинематической вязкости  и полуширины ка-
нала  полностью определяют физические свойства течения. При этом число Рейнольдса может
быть посчитано по значениям среднерасходной скорости и скорости трения:

соответственно. Для течений в канале имеет место следующее эмпирическое соотношение меж-
ду  и  (см. [35]), которое в выбранных единицах измерения принимает вид

Все расчеты проведены для значения , что соответствует . Величина гра-
диента давления, обеспечивающего течение, определяется заданным трением на стенке, т.е.

 . Это соотношение задает величину источникового члена для уравнения им-

пульса, в безразмерных переменных, соответствующих  (при ).

Начальные условия соответствуют невозмущенному потоку со следующими безразмерными
параметрами: , , ,  .

Во всех расчетах, представленных далее, использованы структурированные декартовые рас-
четные сетки, в которых  – число сеточных узлов,  и  – поперечный и продольный разме-
ры ячеек соответственно,  – коэффициент разбега поперечного размера ячейки в

направлении по нормали от стенки,  – нормированный размер первой пристеночной ячей-
ки на нижней границе канала,  – нормированный размер первой пристеночной ячейки на
верхней границе (если его значение не указано, то ).

Для оценки точности численного моделирования турбулентного пограничного слоя с приме-
нением модели Спаларта–Аллмараса и определения оптимального сеточного разрешения прове-
дена серия расчетов на сетках, отличающихся размером пристеночной ячейки и коэффициентом
разбега. В табл. 1 представлены параметры использованных сеток. Продольный размер расчетной
ячейки не изменяется и равен . Значение  здесь посчитано относительно теорети-
ческого значения скорости трения , соответствующего заданному числу Рейнольдса .
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Фиг. 1. Постановка задачи о течении в плоском канале.

210

1.0
Твердая стенка

Твердая стенка

П
ер

ио
ди

че
ск

ое
 г.

у.

П
ер

ио
ди

че
ск

ое
 г.

у.

0.5

0

Y
X



786

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 5  2023

ВАСИЛЬЕВ, ЖДАНОВА

Полученные численные результаты для всех сеток суммированы в табл. 2, где  – скорость
трения,  – максимум продольной скорости,  – максимум абсолютного значения попереч-
ной скорости. По значению  можно получить теоретическую оценку скорости трения на
стенке, которая при  равна . Из табл. 2 следует, что наиболее близкими
к этой оценке являются результаты, полученные на сетках 1 и 2. Это также подтверждается сопо-
ставлением нормированных профилей скорости и закона Рейхарда (27) (см. фиг. 2a). Результаты,
полученные на сетках 3 и 4, показывают неудовлетворительную точность расчетов, что связано с
недостаточным сеточным разрешением в пристеночной области.

τu
cu vmax

τRe

τ = 400Re −
τ × 2= 5.714 10u

Таблица 1. Параметры сеток для расчетов с применением модели Спаларта–Аллмараса

Сетка

1 1.0 14409 0.5
2 1.0 7209 1.0
3 1.0 1809 4.0
4 1.0 729 10.0
5 1.1 765 1.0
6 1.2 585 1.0
7 1.25 549 1.0
8 1.3 513 1.0

Δy q N +Δ bwy

−× 46.25 10
−× 31.25 10
−× 35.00 10
−× 21.25 10
−× 31.25 10
−× 31.25 10
−× 31.25 10
−× 31.25 10

Таблица 2. Результаты расчетов с применением модели Спаларта–Аллмараса

Сетка

1 1.1454
2 1.1448
3 1.1267
4 1.0537
5 1.1438
6 1.1433
7 1.1428
8 1.1417

τu cu v max

−× 25.718 10 −× 92.68 10
−× 25.719 10 −× 93.74 10
−× 25.846 10 −× 77.69 10
−× 25.937 10 −× 52.48 10
−× 25.720 10 −× 83.43 10
−× 25.720 10 −× 71.95 10
−× 25.720 10 −× 74.52 10
−× 25.721 10 −× 77.17 10

Фиг. 2. Результаты расчетов с применением модели Спаларта–Аллмараса (SA): (а) – сравнение с законом Рей-
харда, (б) – сравнение с результатами прямого численного моделирования (DNS) (см. [36]).
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Решение, полученное для сетки 2, хорошо согласуется с результатами численного моделиро-
вания методом DNS (см. [36]). Это подтверждает фиг. 2б, на которой сопоставлены профили
продольной скорости.

Результаты расчетов для сеток 5–8, приведенные в табл. 2, показывают, что приемлемое чис-
ленное решение можно также получить и на расчетных сетках меньшего размера, в которых раз-
мер пристеночной ячейки увеличивается в направлении от границы с коэффициентом . Резуль-
таты в виде профилей скорости не приводятся, так как их отличие от результатов, полученных на
сетке 2, пренебрежимо мало.

Далее будут рассмотрены результаты численного решения данной задачи с применением ме-
тода пенализированных пристеночных функций. Предполагается, что точность моделирования
пограничного слоя вдоль верхней границы канала обеспечивается сеточным разрешением, а
вдоль нижней границы – пристеночными функциями. Для проведения расчетов построены сет-
ки с параметрами, приведенными в табл. 3. Сетки 5–7 – равномерные, с одинаковым пристеноч-
ным разрешением на верхней и нижней границах , сетки 1–4 имеют достаточное
разрешение пограничного слоя только на верхней границе ( ), на нижней – . В
сетках 1–4 поперечный размер ячеек увеличивается в направлении нормали  от верхней
границы канала с коэффициентом разбега  до достижения размера .

Раcсмотрим численное решение, полученное на самой мелкой сетке – сетке 7. На фиг. 3а при-
веден нормированный профиль скорости, полученный при расчетах на этой сетке, сопоставлен-
ный с результатами расчетов на той же сетке моделью Спаларта–Аллмараса. В области

 можно видеть существенное отличие двух решений, что обусловлено принципи-
ально разными граничными условиями на нижней границе канала. При  они хорошо со-
гласуются друг c другом, при этом норма отклонения решения с помощью метода пенализиро-
ванных пристеночных функций от решения Спаларта–Аллмараса, посчитанная по полю про-
дольной скорости, равна  (см. табл. 4).

q

+ +Δ Δ ≤bw tw= 1y y
+Δ ≤tw 1y +Δ bw > 1y

( )−0, 1
= 1.2q Δ bwy

+ +δEL< = 100y
+ +≥ δELy

−× 3
2 = 3.45 10E

Таблица 3. Параметры сеток для расчетов с применением метода пенализированных пристеночных функций

Сетка

1 15.54 1.0 1.2
2 8.95
3 3.59
4 1.97
5 0.99 1.0

1.06 0.50 0.5
7 0.25 0.25

< 0.5y ≥ 0.5y
q

Δ bwy +Δ bwy Δ twy +Δ twy

−× 21.94 10 





−× 31.25 10
−× 21.12 10
−× 34.49 10
−× 32.47 10
−× 31.25 10 −× 31.25 10 





−× 30.63 10 −× 30.63 10
−× 30.31 10 −× 30.31 10

Таблица 4. Зависимость результатов расчетов от сеточного разрешения

Сетка

1
2
3
4
5
6
7

τu 2E

−× 25.713 10 −× 36.75 10
−× 25.727 10 −× 35.06 10
−× 25.737 10 −× 33.98 10
−× 25.743 10 −× 32.95 10
−× 25.751 10 −× 49.70 10
−× 25.754 10 −× 43.48 10
−× 25.755 10 −× 33.45 10
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Для расчетов на сетках 1–6 в табл. 4 приведено значение скорости трения  на нижней стенке
и норма отклонения от решения, полученного на сетке 7. Можно видеть, что в отсутствие сеточ-
ного разрешения пограничного слоя (сетки 1–3) ошибка численного решения остается прием-
лемой. Это подтверждается данными на фиг. 3б, где профили продольной скорости, полученные
при расчетах на сетках 1 и 2, сопоставлены с результатами, полученными на сетке 7 ( ).
Справа от точки сшивки решений ( ) наблюдается хорошее согласование результатов.

Результаты исследования влияния параметров метода пенализированных пристеночных
функций на точность численного решения суммированы в табл. 5–7, где приведены значения
скорости трения на нижней стенке  и отклонения поля продольной скорости от решения для
сетки 7. Все расчеты с различными значениями параметров релаксации, толщины сшивки реше-
ний и положения точки сшивки проведены для расчетной сетки 2.

Таким образом, из данных табл. 5 следует слабая чувствительность решения к значениям па-
раметров  и , что обусловливается нечувствительностью установившегося стационарного
решения к фазовым ошибкам метода пенализированных пристеночных функций. При решении
нестационарных задач характеристические времена  и  должны быть существенно меньше
характерного времени течения, чтобы минимизировать влияние фазовых ошибок, вызванных
временем задерживания переноса касательного напряжения в уравнении (22) и времени релак-
сации условия сшивки (14).

В табл. 6 приведены результаты, полученные для различной толщины сшивки решений. Здесь
 – количество точек расчетной сетки, находящихся внутри области сшивки. Можно видеть,

что для обеспечения приемлемой точности численного решения достаточно нескольких расчет-
ных точек, располагающихся внутри области сшивки, что демонстрирует существенное смягче-
ние требований к пристеночному разрешению по сравнению с требованиями, накладываемыми
моделями турбулентности, в частности, моделью Спаларта–Аллмараса.

τu

+Δ bw 0.25y
+ +≥ δELy

τu

η f ηs

η f ηs

fN

Фиг. 3. Результаты расчетов с применением метода пенализированных пристеночных функций (PWF): (а) –
сравнение с моделью Спаларта–Аллмараса (SA) на разрешенной сетке, (б) – сравнение для сеток различного
пристеночного разрешения.

20

(a) (б)
u+ u+

PWF (сетка 7) PWF (сетка 7)
PWF (сетка 2)
PWF (сетка 1)

SA (сетка 7)
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точка сшивки
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0

20
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Таблица 5. Зависимость результатов расчетов от масштаба релаксации (сетка 2, )+Δ = 8.95bwy

η η/f s τu 2E

− −1 110 /10 −× 25.692 10 −× 31.12 10
− −2 210 /10 −× 25.727 10 −× 35.06 10
− −3 310 /10 −× 25.727 10 −× 34.95 10
− −4 410 /10 −× 25.727 10 −× 34.94 10
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В табл. 7 приведены результаты, демонстрирующие влияние положения точки сшивки реше-
ний, определяемого нормированным расстоянием . Так как точка сшивки является свобод-
ным параметром метода пенализированных пристеночных функций, то ее расположение может
быть выбрано в любой области пограничного слоя, при этом точность численного решения
определяется соответствием профиля скорости пристеночной функции с решением задачи (1)–
(3) с используемой моделью турбулентности для замыкания. Кроме того, для ослабления требо-
ваний к пристеночному разрешению точка сшивки должна быть достаточно удалена от вязкого
подслоя. Так, из табл. 7 видно, что для данного числа Рейнольдса оптимальным положением яв-
ляется точка сшивки, соответствующая .

3.2. Обтекание пластины

Для верификации метода пенализированных пристеночных функций в двумерной постанов-
ке решена задача численного моделирования турбулентного обтекания пластины. Параметры
задачи соответствуют тесту NASA, представленному в [37]. При анализе результатов использова-
но численное решение из [37], полученное с помощью кода CFL3D, основанного на применении
структурированных расчетных сеток, элементно-центрированного численного алгоритма и мо-
дели Спаларта–Аллмараса.

В качестве пристеночной функции использовался модифицированный закон Рейхарда (см.
[38]), который более точно воспроизводит логарифмическую подобласть пограничного слоя:

(28)

Параметры математической модели, определяющие течение, – число Рейнольдса и число
Маха – равны  и . Задача решается в прямоугольной расчетной области в
плоскости  –  (фиг. 4). Поток движется слева направо, параллельно оси 
и набегает на бесконечно тонкую пластину с началом в точке (0,0). При этом на левой границе
расчетной области скорость потока постоянна и в безразмерном виде равна .
Здесь так же, как и для предыдущей задачи, на твердой стенке задаются нулевой поток темпе-
ратуры и граничное условие прилипания (модель Спаларта–Аллмараса) или условие (18) для по-
перечной и условие (19) для продольной составляющих вектора скорости (метод пенализиро-
ванных пристеночных функций). Значение  в (19) определяется из численного решения урав-
нения (22).

Численный расчет задачи проведен на последовательности структурированных декартовых
сеток с различным пристеночным разрешением (см. табл. 8, где  – нормированный попереч-
ный размер пристеночной ячейки, остальные обозначения соответствуют использованным ра-
нее при описании предыдущей задачи). Значение  в таблице рассчитано по значению

+δEL

+δ ≈EL 100

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )+ + + + + +− φ + φ φ + 4
Rei Rei log log= (1 ) , = tanh /27 , = ln / 21.f y f y f y y f y y k

× 6= 5 10Re = 0.2M
XOY − ×[ 0.3,2] [0,0.5] OX

( ) ∞−= 0.3 = = 1xu U

τu

+Δ wy

+Δ wy

Таблица 6. Зависимость результатов расчетов от толщины сшивки решений (сетка 2, )

4
11
16

+Δ = 8.95bwy

+σ 2( ) fN τu 2E

80 −× 25.727 10 −× 35.06 10
400 −× 25.727 10 −× 35.26 10
800 −× 25.731 10 −× 36.12 10

Таблица 7. Зависимость результатов расчетов от положения точки сшивки решений (сетка 2, )

50
75

100
120

+Δ = 8.95bwy

+δEL τu 2E

−× 25.841 10 −× 22.12 10
−× 25.742 10 −× 37.73 10
−× 25.727 10 −× 34.95 10
−× 25.727 10 −× 38.44 10
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, полученному из референсного решения (CFL3D) при . Размер ячеек в про-
дольном направлении фиксирован – , коэффициент разбега в поперечном направле-
нии – , при этом размер ячеек в этом направлении ограничен величиной .

Для всех сеток задача решена в двух постановках: первая – пограничный слой на поверхности
пластины моделируется уравнением Спаларта–Аллмараса, вторая – применяется метод пенали-
зированных пристеночных функций. Во втором случае параметры уравнения для вычисления
скорости трения на пластине для всех сеток одинаковы: коэффициенты пенализации

, толщина сшивки , начальное приближение .

На фиг. 5а представлены распределения коэффициента трения , полученные при

численном решении с применением модели Спаларта–Аллмараса. Видно, что результаты для
сетки 1 хорошо согласуются с эталонным решением CFL3D, за исключением небольшой обла-

τ = 0.03688u = 0.97x
−Δ = 210x

= 1.2q −Δ = 2
max 10y

−η η = 2= 10f s
+σ = 58.2 −

τ × 2
=0 = 4 10tu

∞

τ
ρ

w
2=

1/2
fC

U

Фиг. 4. Постановка задачи об обтекании пластины.

210

Твердая стенка

Условие
симметрии0.2
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�0.2

0

Y

X

Таблица 8. Параметры сеток для расчетов задачи об обтекании пластины

Сетка  ( )

1 19173 1.84
2 17094 9.22
3 16401 18.44

N Δ wy +Δ wy = 0.97x

−× 51.0 10
−× 55.0 10
−× 41.0 10

Фиг. 5. Коэффициент поверхностного трения на плоской пластине: (a) – модель Спаларта–Аллмараса, (б) –
метод пенализированных пристеночных функций.
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сти в начале пластины, вызванной сильным влиянием геометрической сингулярности на пове-
дение регуляризированного решения в области передней кромки для разных граничных условий
(условие переноса касательного напряжения (19) вместо условия прилипания). Расчеты с при-
менением сеток более грубого пристеночного разрешения (сетки 2 и 3) показали неудовлетвори-
тельный результат, коэффициент трения существенно отличается от эталонного решения. На
фиг. 5б те же зависимости приведены для решений, полученных с применением метода пенали-
зированных пристеночных функций. Здесь уменьшение пристеночного сеточного разрешения
не оказало заметного влияния на результаты расчетов, для всех сеток они хорошо согласуются с
результатами CFL3D (за исключением окрестности точки ).

Те же закономерности наблюдаются на графиках линий уровня относительной турбулентной
вязкости  в пристеночной области, приведенных на фиг. 6. Расчеты с применением
модели Спаларта–Аллмараса (фиг. 6б) на сетке с разрешенным пограничным слоем (сетка 7)
позволили получить распределение, согласующееся с результатами CFL3D (фиг. 6а), в отличие
от результатов для сетки 3 (фиг. 6в). В то же время применение метода пенализированных при-
стеночных функций для расчетов на сетке 3 обеспечило хорошую точность результатов (фиг. 6г).
Отметим лишь небольшой сдвиг линий уровня вправо, относительно распределений (а) и (б),

= 0x

+ν ν ν= /T T

Фиг. 6. Линии уровня относительной турбулентной вязкости ( ): (a) – код CFL3D, (б) – модель Спаларта–
Аллмараса (сетка 1), (в) – модель Спаларта–Аллмараса (сетка 3), (г) – метод пенализированных пристеночных
функций (сетка 3).
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Фиг. 7. Профиль продольной скорости: (a) – модель Спаларта–Аллмараса (сетка 1), (б) – метод пенализиро-
ванных пристеночных функций (сетка 3).
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x = 1.9
u+ = log(y+)

x = 1.03
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u+ = log(y+)
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30
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1011000

который объясняется фазовым сдвигом в распределении коэффициента трения на поверхности
пластины при расчетах двумя методами с разными механизмами регуляризации решения в
окрестности передней кромки пластины (см. фиг. 5).

На фиг. 7а приведены профили нормированной продольной скорости  в сечениях 
и  для расчета с применением модели Спаларта–Аллмараса на сетке с разрешенным по-
граничным слоем (сетка 1), на фиг. 7б – те же закономерности, но полученные уже методом пе-
нализированных пристеночных функций на “грубой” сетке 3 для сечений  и .
Справа от точки сшивки ( ) профили в сечениях  и  хорошо согласу-
ются с профилями в сечениях  и  соответственно. Сравнение проводится в сече-
ниях, соответствующих значениям :  и . Отметим, что отличие пространственно-
го положения сравниваемых сечений обусловлено наличием относительного сдвига решений, вы-
званного различием в механизме регуляризации решений в области передней кромки пластины.

На фиг. 8а и 8б в тех же сечениях расчетной области сопоставлены профили относительной
турбулентной вязкости . Слева от точки сшивки ( ) при использовании метода пенали-

+u = 0.97x
= 1.9x

= 1.03x = 2.01x
+ +δEL> = 100y = 0.97x = 1.9x

= 1.03x = 2.01x
fC 0.00271 0.00247

+νT
+ +δEL<y

Фиг. 8. Профиль относительной турбулентной вязкости : (a) – модель Спаларта–Аллмараса (сетка 1), (б) –
метод пенализированных пристеночных функций (сетка 3).
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зированных пристеночных функций значение турбулентной вязкости практически постоянно.
Это связано с завышенными относительно решения с помощью модели Спаларта–Аллмараса
значениями продольной скорости в этом случае. Отметим, что несмотря на то что решение в
этой области “экстраполировано” из внешнего решения переносом касательных напряжений из
области сшивки на поверхность пластины, профили скорости и вязкости в численном решении
справа от точки сшивки хорошо согласуются с решением задачи на основе модели Спаларта–
Аллмараса.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе представлен новый метод моделирования турбулентного пограничного слоя, приме-

няемый при численном решении задач аэродинамики. С одной стороны, в нем так же, как и в
классических подходах, используется идея сшивки внешнего решения с аналитическими при-
стеночными функциями, с другой – предлагается дифференциальная формулировка условия
сшивки, которая позволяет избежать локальной интерполяции решения в точку сшивки и необ-
ходимости точного определения положения этой точки. Для переноса значений скорости трения
на стенку используется характеристический метод штрафных функций. Метод сформулирован
применительно к математической модели на основе усредненных по Рейнольдсу уравнений
Навьe–Стокса с замыканием уравнением Спаларта–Аллмараса.

Численная реализация метода не предполагает существенного усложнения вычислительного
алгоритма. Дополнительное дифференциальное уравнение для расчета скорости трения на по-
верхности тела аппроксимировалось методом направленных разностей первого порядка, при
этом сходимость по времени численного решения достигалась за несколько итераций.

Работоспособность метода продемонстрирована на примере решения двух задач – турбулент-
ного течения в канале и обтекания плоской пластины. Результаты расчетов показали, что при-
менение нового метода обеспечивает достаточную точность численного решения на сетках, в ко-
торых размер пристеночного шага более чем в 10 раз превышает ограничения, установленные
для расчетов с применением модели Спаларта–Аллмараса (в которых точность моделирования
погранслоя обеспечивается сеточным разрешением).

Дальнейшее развитие работы будет связано с несколькими направлениями. Во-первых, сла-
бая формулировка условия сшивки делает его привлекательным для решения задач обтекания
твердых тел с криволинейными границами, в том числе, с применением погруженных гранич-
ных условий. Во-вторых, особенности формулировки метода допускают его обобщение для при-
менения в задачах с сильными отрывами, при этом предполагается использовать дифференци-
альные стандартные и неравновесные пристеночные функции.
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