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В работе представлено исследование развитого турбулентного пограничного слоя, возника-
ющего при обтекании вязкой несжимаемой жидкостью пластины под нулевым углом атаки и
с нулевым продольным градиентом давления. Для описания турбулентного пограничного
слоя использован волноводный подход, в котором турбулентные пульсации связаны с волна-
ми Толлмина–Шлихтинга, находящимися в состоянии трехволнового резонанса. Для иссле-
дования исходной нелинейной системы уравнений предложена оценка гидродинамических
величин, которая не нарушает общепринятый подход в пограничном слое, но приводит к по-
явлению нового малого параметра: отношению толщины потери импульса пограничного
слоя к длине затухания наименее затухающей моды волн Толлмина–Шлихтинга. На основе
метода многих масштабов получены уравнения для когерентной и стохастической частей
пульсаций. Определены дисперсионные характеристики волн наименее затухающей моды на
профиле средней продольной скорости развитого турбулентного пограничного слоя; проана-
лизированы условия множественного трехволнового резонанса этой моды волн Толлмина–
Шлихтинга. Для когерентной части пульсаций проведено сравнение пульсационных харак-
теристик с известными численными результатами. Библ. 31. Фиг. 7. Табл. 1.
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ВВЕДЕНИЕ

На основе большого объема экспериментальных данных в работах [1–5] были проанализиро-
ваны физические процессы в ламинарных и турбулентных пограничных слоях (ТПС). В них по-
казано, что развитый турбулентный пограничный слой содержит организованные вихревые
структуры, определяющие многие физические свойства этих течений. Большой фактический
материал, полученный в последние годы экспериментально о структуре турбулентного погра-
ничного слоя, содержится в работах [6–9]. Краткое изложение этих работ содержится в лекции
№ 7 Ю.С. Качанова [10]. Математическая интерпретация особенностей этих течений предложе-
на в работах [11–13].

В случае ТПС в данной работе рассматриваются модели, основанные на волноводном пред-
ставлении динамики пульсаций. Полученная таким образом модель очень хорошо описывает
свойства развитого турбулентного пограничного слоя (ТПС) и поэтому заслуживает серьезного
обоснования, которое может быть достигнуто путем привлечения теории динамических систем
[14]. Для этого удобно воспользоваться формулировкой известной теоремы Биркгофа–Хинчина,
которая была дана в работе [15]. Она дает условия существования средних величин по времени
для динамических систем определенного вида. Далее приведена теоретическая постановка зада-
чи описания когерентной структуры [16] в развитом ТПС и показано, что с точки зрения теоре-
мы Биркгофа–Хинчина результаты, полученные в [16], вполне обоснованы.

Для определения волноводных свойств ТПС в данной работе используется спектр собствен-
ных значений и собственных функций уравнения Орра–Зоммерфельда на профиле развитого
ТПС [17].
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Теоретическая часть задачи связана с решением уравнения для когерентной структуры, неко-
торым приближением которого является совокупность гармоник в состоянии множественного
трехволнового резонанса. Ее динамика описывается автономной системой обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Динамический инвариант этой системы уравнений можно поло-
жить равным 1, что позволяет применить теорему Биркгофа–Хинчина. В результате можно
утверждать, что определенные ранее в [16] средние по времени величины квадратов модулей ам-
плитуд, описывающих когерентную структуру, конечны и допускают корректную численную
оценку. При этом когерентная структура, по своим свойствам воспроизводимости, вполне соот-
ветствует обнаруженной в эксперименте [10] детерминированной турбулентности (DeTu).

1. В работе [16] по аналогии с волноводной моделью [18], [19] из уравнений Навье–Стокса по-
лучено нелинейное уравнение (1) для фурье-составляющей вертикальной скорости волн Толл-
мина–Шлихтинга (Т–Ш), описывающей пульсации в пограничном слое на пластине под нуле-
вым углом атаки при отсутствии продольного градиента давления в одномодовом приближении.
Для этого поле скорости разлагалось на две составляющие: среднюю по времени и флуктуирую-
щую части. Уравнения для когерентной составляющей отделяются от уравнений для случайных
пульсаций в явной форме за счет наличия трехволнового резонанса волн Толлмина–Шлихтинга
дискретного спектра, т.е. имеем в итоге тройное разложение [20] поля скоростей турбулентного
течения. При этом для некогерентной части получается, в общем случае, система “кинетиче-
ских” уравнений, которая при определенных предположениях может быть сведена к одному.

Пусть  – характерный поперечный масштаб течения,  – продольный. Поскольку при оцен-
ке величин в исходных уравнениях сравниваются силовые характеристики, то ,  – тол-
щина потери импульса. Обозначим через  и  средние продольную и поперечную компоненты
скорости, через  – пульсационные компоненты скорости и давление,  – скорость на-
бегающего потока,  – коэффициент кинематической вязкости. Введем безразмерные величи-
ны:  , , , , , , ,

, , , , . Тогда уравнения для  и  в при-
ближении пограничного слоя запишутся в виде

(здесь  – среднее по ансамблю), а для пульсаций , ,

В уравнениях пульсаций использованы следующие обозначения: 
 (по одинаковым индексам предполагается суммирование). В качестве граничных

условий для сформулированной системы уравнений примем: , , при , 

при . Относительно числа Рейнольдса  предполагается, что , .
Уравнения для пульсаций приводятся к системе из двух уравнений: уравнению Орра–Зом-

мерфельда для вертикальной компоненты скорости и уравнению Сквайра для вертикальной
компоненты завихренности. Благодаря тому, что разложение по собственным функциям линей-
ных частей указанных уравнений обладает полнотой, можно решение задачи представить в виде
рядов по собственным функциям.
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Исключая давление из уравнений для пульсаций, получим для вертикальных компонентов
пульсационной скорости  и завихренности  соответственно

При этом компоненты , которые остались неизвестными, определяются из соотношений

Систему уравнений для вертикальных компонентов скорости и завихренности можно упро-
стить, выразив продольную и поперечную компоненты через вертикальную скорость. Прибли-
женно вклад вертикальной завихренности можно учесть в виде индуцированной части решения
уравнения Сквайра для вертикальной завихренности в предположении отсутствия резонансов
между модами Т–Ш и модами уравнения Сквайра. Ищем решение в виде фурье-представления
для вертикальной скорости пульсаций

(1)

Здесь  – фурье-компонент вертикальной скорости пульсаций,  – фурье-компонент ам-
плитуды вертикальной скорости пульсаций,  – нормированная по норме L2 наименее зату-
хающая собственная функция дискретного спектра уравнения Орра–Зоммерфельда с профилем
развитого турбулентного пограничного слоя, ,  – собственная ча-

стота, , , ,  – матричные элементы, определяемые через
интегралы от собственных функций [16],  – члены, обусловленные малыми продольными гра-
диентами компонентов средней скорости ТПС.

Уравнение (1) содержит малый параметр , где  – толщина потери импульса,  – ха-

рактерный продольный масштаб длины. Для асимптотического согласования членов уравнения
вводится соотношение:

(2)

Условие (2), с физической точки зрения, показывает, что учитывается затухание волн Т–Ш на
масштабе L.

В связи с наличием параметра  появляется иерархия масштабов времени:

которые определяют безразмерные переменные   
Когерентная часть пульсаций определяется с помощью соотношения

(3)

v η

( )∂ ∂ ∂ ∂+ Δ − − Δ = ε ζ − ε
∂ ∂ ∂∂

v
v v

2
2 2

2
1 ,OSj j OSj j

UU D D Q
t x x Ry

( )∂ ∂ ∂+ η + − Δη = ε ζ − ε
∂ ∂ ∂

v 21 ,Sj j Sj j
dUU D D Q

t x dy z R

( ) ( ) ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − + − = −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

2 2 2 2

2 2, , , ,0, .OSj SjD D
x y z y z xx z

,u w

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = − − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

v , η.u w u w
x z y z x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ω

− ω + ×
ω = ϕ = α β =v 0 0

1 2, , , , , , .i t it A t t y e x z
k

k k r
k kr k r

( ) ( )− − −
∂ = −ε + ε Ω − + ε
∂  1 2 1 1 1 2 3 1 2 1 2

2 2
1 1 2 ,A H A A d A F A A A d d o

t
k

kk k k k k k k kk k k k k k k kk k k

( )( )Ω = ω + = − −3 1 2Im , .I hk kk k k k k

( )v ,tk r Ak

( )ϕ y

( ) ( ) ( )ω = ω ω/ maxI I Ik
k k k ( )ω k

( ) ( ) ( )ω = ω + ωI Rik k k = −2 1i
1 2

Hkk k 1 2 3
Fkk k k

hk

δ
ε =2 **

L
δ** L

( )( )
∞

δ ω δδ ** Im ** , ****
~ .

L U
k

ε

∞

δ τ ττ = τ = τ =
ε ε
0 0

0 1 2 2

**
, , , ...,

U

= τ0 0/ ,t t = τ1 1/ ,t t = τ2 2/ ,...t t

= + =' , .c cA A A A Ak k k k k



830

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 5  2023

ЖАРОВ и др.

Далее представим скорость в пограничном слое в виде тройной суммы [20]:

(4)

Здесь  – средняя скорость,  – когерентная составляющая,  – стохастическая составляющая.
Амплитуды волн, в соответствии с принципом тройной декомпозиции, также представляются в
виде суммы когерентной и некогерентной частей, для которых получается система уравнений,
содержащих малый параметр . Его наличие позволяет искать решение уравнений (1) для ампли-
туд в виде разложения по этому параметру.

Для решения уравнения (1) воспользуемся методом многих масштабов [21]. Представим про-
изводную по времени амплитуды , в виде разложения по параметру :

Собирая члены при одинаковых степенях , в итоге получаем последовательность из трех
уравнений. Разрешая эти уравнения последовательно в масштабах  и исключая секулярные
члены, получим из первых двух:

(5)

Отметим свойство уравнения (5) для  в масштабе . Оно инвариантно относительно заме-
ны переменных

(6)
В итоге решение для когерентной части представляется в виде (множественный трехволновой

резонанс [19]):

(7)

где  – множество векторов, удовлетворяющих уравнениям трехволново-
го резонанса,  – номера субгармоник, – число субгармоник, дельта-функция Дирака. В
итоге, в случае множественного трехволнового резонанса получаем автономную систему обык-
новенных дифференциальных уравнений [12]:

(8)

где    – коэффициенты, определяемые интегралами от произведений соб-
ственных функций уравнения Орра–Зоммерфельда, принадлежащих одной моде.
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получим систему алгебраических уравнений для пар величин

(9)

Поведение решения системы (6) дифференцальных уравнений находится в зависимости от
значений величин  и , которые определяются по коэффициентам . В случае поло-

жительности  и  динамика системы финитна и удовлетворяет динамическому инварианту:

(10)

здесь сумма берется по всем субгармоникам в состоянии трехволнового резонанса с основной
гармоникой. В случае  , инвариант  можно преобразовать к уравнению n-
мерной (n = 2 + 8m) сферы.

Воспользуемся теперь преобразованием (6): ,  – действительная функ-
ция от , которое оставляет неизменным уравнение для амплитуд  в масштабе . В результате
применения этого преобразования константу в выражении (10) можно положить равной 1. В
этом случае относительно системы уравнений (8) выполняются все условия теоремы Биркгофа–
Хинчина в формулировке [15].

2. Приведем здесь теорему Биркгофа–Хинчина в формулировке [15], так как в этой формули-
ровке непосредственно видно соответствие с поставленной задачей.

Пусть состояние рассматриваемой системы представлено точкой  на замкнутом n-мерном
многообразии, а координаты  точки P удовлетворяют следующей автономной си-
стеме дифференциальных уравнений:

(11)

Уравнения (10) в предположении однозначности их решения определяют для каждого  пре-
образование  любого подмножества  многообразия , где  – множество всех то-
чек , в которые передвинутся точки  множества  за промежуток времени . Интегральным
инвариантом называется такая функция множества , для которой всегда , где

 Формулировка теоремы имеет вид [15].

Так что, для любой вещественнозначной функции , определенной на  и суммируемой
относительно , существует и конечен для всех , за исключением, возможно, не более чем
множества , для которого  предел:

(12)

В предыдущем разделе получена автономная система дифференциальных уравнений (8), ре-
шение которой удовлетворяет инварианту (10), нормированному на 1. Это и определяет приме-
нимость теоремы Биркгофа–Хинчина [10] к данному случаю. Таким образом, динамика авто-
номной системы осуществляется на поверхности n-мерной (далее ) единичной сферы.

3. Теорема Биркгофа–Хинчина гарантирует существование средних по времени значений
квадратов амплитуд гармоники и конечного множества субгармоник. В данной статье представ-
лены результаты численного определения этих величин с помощью спектральных характери-
стик волн Толлмина–Шлихтинга (Т–Ш) на профиле средней продольной скорости развитого
ТПС [17].

На фиг. 1 представлена кривая 3 волнового резонанса для  

 . Кривая представляет решение системы уравнений 
, для наименее затухающей моды волн Т–Ш.
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Фигура 2 показывает, что с продольной волной T–Ш с волновым вектором  вступают в ре-
зонанс субгармоники с  и , которые имеют волновые вектора, расположенные практически
по нормали к плоскости симметрии среднего течения, т.е. волны с продольной завихренностью.
Следует обратить внимание на то, что на фиг. 2 по горизонтали отложены единицы, а по верти-
кали – сотни. Фигура 2 дает геометрическое представление о гармонике и субгармониках в про-
странстве волновых чисел. Совокупность векторов субгармонк берется по всем резонансным
тройкам и симметричным к ним относительно горизонтальной оси. Выбор набора субгармоник
проводится из области пространства волновых векторов, в которой множители  положи-
тельны (фиг. 3).

0k
1k 2k

( ) ( )
12 13,j jq q

Фиг. 1. Кривая трехволнового резонанса для наименее затухающей моды волн Т–Ш, .
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Фиг. 2. Совокупность волновых векторов множественного трехволнового резонанса, .
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На фиг. 3 представлено поведение  на кривой трехволнового резонанса от попе-

речного волнового числа . Графическое совпадение кривых в области  не дает пред-
ставления о небольшом, но вполне устойчивом различии этих величин.

Система уравнений (8) для множественного трехволнового резонанса решалась численно с
помощью пакета прикладных программ. Начальные условия для системы (8) задавались точкой,

взятой из множества точек, статистически равномерно распределенных на n-мерной 

единичной сфере. В реальности эти граничные условия формируются в нелинейной области пе-
рехода. Однако окончательные представления об этом процессе являются еще предметом иссле-
дований [22], [23].

Численные результаты показывают, что за очень большой промежуток времени 

инвариант меняется в шестом знаке. В результате можно найти средние значения квадратов ам-
плитуд гармоники и субгармоник за достаточно длительную реализацию во времени численно.

На фиг. 4 представлена зависимость средних квадратов модулей основной гармоники и двух
амплитуд субгармоник множественного трехволнового резонанса, описываемого системой
уравнений (8), вычисленных за конечный интервал времени T. Средние величины определены
как функции интервала осреднения:

Здесь представлены типичные зависимости от времени амплитуды  основной гармони-

ки при  и двух амплитуд субгармоник  при  соответствен-

но, из набора множественного трехволнового резонанса первой моды.

На фиг. 5 представлено сравнение среднего квадрата модулей амплитуд гармоники и субгар-
моник по времени со средними по времени, усредненными по случайному набору начальных
данных (100 вариантов).

В табл. 1 приведено сравнение между средним значением по времени и усредненным по про-
странству при пяти гармониках.
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Сравнение выше полученного результата с усреднением по пространству 

, S есть n-мерная единичная сфера ((n = 42),  – площадь сферы ,

 – элемент площади), показывает, что эти средние близки друг к другу, поэтому можно пред-

положить, что выполняется условие эргодичности. Однако проверка этого предположения тре-
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Фиг. 4. Временные зависимости средних значений квадрата амплитуд основной гармоники   и 
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значения квадрата модуля амплитуд гармоники и субгармоник.
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бует дальнейших более точных вычислений при получении решения системы (8) и численного
определения средних по времени. Возможно также, что необходимо рассматривать большее чис-
ло субгармоник.

4. Рассмотренная модель ТПС является моделью с самосогласованным полем, так как за ос-
нову берется известное распределение средней продольной скорости. Поэтому первая проверка
модели должна отвечать на вопрос, получаем ли мы исходное распределение средней продоль-
ной скорости. Такая проверка была проведена в работе [26], в которой показано, что экспери-
ментально определенное касательное напряжение вместе с уравнениями Рейнольдса и реологи-
ческими соотношениями модели дают правильное распределение продольной скорости, совпа-
дающее с экспериментальным [27].

Дальнейшая проверка связана с определением средних компонент тензора напряжений. Ре-

шение задачи представимо в виде ,  ) трой-

ной декомпозиция [20]), где – среднее значение по времени и ансамблю и соответствующую

флуктуирующую часть  где  – когерентная и  – стохастическая составляющие турбу-

лентных пульсаций. Для упрощения записи далее индекс у когерентной составляющей опущен.
Стохастические величины полагаются равными нулю. Ниже используется определение (4) сред-
них [11], с помощью которого получаются формулы для средних пульсаций продольной скоро-
сти и компонентов тензора напряжений.

Используя уравнение непрерывности и приближенное выражение для индуцированного ре-

шения уравнения Сквайра нормальной составляющей завихренности , можно получить ком-
поненты Фурье продольной скорости и завихренности.

(13)

(14)

Здесь  определяется формулой (7),  – собственное значение спектральной задачи для урав-

нения Орра–Зоммерфельда,  – вертикальные компоненты пульсаций скорости и завихрен-

ности, k = (α, β), α, β – соответственно продольное и поперечное волновые числа,  – фурье-
компонент амплитуды вертикальной составляющей скорости в развитом турбулентном погра-

ничном слое,  – волновое число основной гармоники,  – волновые чис-

ла субгармоник,  – дельта-функция Дирака,  – собственная функция наименее зату-

хающей моды уравнения Орра–Зоммерфельда.

Суммирование осуществляется по всем субгармоникам в состоянии множественного

трехволнового резонанса, где , – амплитуды гармоники и субгармоник в

состоянии трехволнового резонанса. Амплитуды этих волн удовлетворяют системе дифферен-

циальных уравнений (8). Система амплитуд  удовлетворяет инварианту,
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Таблица 1. Cравнение между средним значением по времени и усредненным по пространству при пяти
гармониках

,  – 

Случайная точка

на единичной сфере

0.0529904 0.0519488 9%

0.0423804 0.0436673 8%

0.0510327 0.0505745 6.2%

0.049629 0.0505255 5.1%

0.046456 0.0461685 3%

l
2

la ( )= = 0
0a t x ( )

=
= =

100
2( ) ( ) 0

1

1
, 0

100

l l
i i i

i
a a t x

= 1,...,5l
Δ

= 1l
= 2l
= 3l
= 4l
= 5l



836

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 5  2023

ЖАРОВ и др.

представляющему сумму квадратов модулей амплитуд этих волн, умноженных на весовые мно-
жители. С помощью преобразования (6)

и линейной замены переменных инвариант приводится к единице, здесь  и  определены в
работе [12] и вычисляются с помощью статистики 4-го порядка в статистически стационарном
случае.

Из уравнений (13), (14) вычисляются квадраты модулей амплитуд волн, и усреднение с помо-

щью (13) по  дает компоненты пульсационных скоростей:

(15)

(16)

где ,  – весовые множители (8), суммирование по  распростра-

няется на все субгармоники, которые лежат на кривой трехволнового резонанса.

Здесь  – средние по времени в масштабе  значения квадратов модулей амплитуд гар-

моники и субгармоник. (Подчеркнем, что время  входит в определение вертикальной скорости,
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водит к тому, что в окончательных формулах остаются только квадраты модулей указанных выше

амплитуд.) Усреднение по времени в масштабе  производится по формуле (13) c T = 1000.

Члены в правой части формул (15), (16) зависят от значений , средних значений амплитуд

гармоники и субгармоник по времени, определенных выше, профиля средней продольной ско-

τ1

1

s
lq

Фиг. 6. (а) – профили величины  при ,  (б) – сравнение : черная, синяя

линия – настоящее исследование при , ; (“ ”) – LES [28], при ;

(“ ”) – DNS [29], .
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Фиг. 7. (а) – Напряжение Рейнольдса при , отнесенное к квадрату динамической скорости, при раз-

личных значениях числа Рейнольдса: ( ) ; ( ) ; ( ) . ( )

. (б) – Сравнение напряжения при , с результатами DNS: (“ ”) – настоящее исследова-

ние; (“ ”) [30, 31] при .
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рости, его производной по , собственных значений и собственных функций. Действительная и
мнимая части собственных значений наименее затухающей моды обозначаются соответственно

. Кроме того, в формулах (6)–(8) учтена симметрия по .

На фиг. 6а, б приведено поведение квадрата модуля продольной пульсации (6) в ТПС при пя-

ти различных числах Рейнольдса от  до . Полученные результаты относи-

тельно  хорошо согласуются как с моделированием методом крупных вихрей [28], так и с
данными прямого численного моделирования [29] по всей толщине пограничного слоя.

Напряжения сдвига Рейнольдса показаны на фиг. 7а при различных значениях числа Рей-
нольдса. Кроме того, видно хорошее согласие с данными прямого численного моделирования

[30] при  (7б).

ВЫВОДЫ

В работе представлена волноводная модель развитого турбулентного пограничного слоя, ко-
торая получена с некоторыми физическими допущениями из уравнений Навье–Стокса. К пара-
метрам, определяющим пограничный слой, добавлена длина затухания наименее затухающей
моды дискретного спектра уравнения Орра–Зоммерфельда. В итоге в системе определяющих
масштабов возникает малый параметр, и к исходной системе уравнений Навье–Стокса оказа-
лось возможным применение метода многих масштабов. Асимптотический метод позволяет
приближенно решить полученные уравнения (т.е. корректно замкнуть стохастическую задачу) и
получить решения исходной задачи в виде величин, удовлетворяющих системе дифференциаль-
ных уравнений для организованной части и интегро-дифференциального уравнения для стоха-
стической части пульсаций. Этот результат качественно согласуется с имеющимися в настоящее
время экспериментальными наблюдениями по DeTu. Кроме того, полученные уравнения позво-
ляют вычислить средний тензор пульсационных напряжений и, при решении осредненных урав-
нений гидродинамики (уравнений Рейнольдса) с полученными реологическими связями, вос-
становить профиль средней продольной скорости в пограничном слое. Таким образом, волно-
водная модель, дополненная решением полученной системы уравнений для стохастического
компонента пульсаций, вполне может воспроизводить среднюю динамику газа в турбулентном
пограничном слое.
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