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1. ВВЕДЕНИЕ
В последние десятилетия большое внимание уделялось проблеме нахождения необходимых

условий разрешимости уравнений и неравенств различных типов в частных производных. Мно-
гие авторы исследовали проблему условий локальной и глобальной разрешимости нелинейных
дифференциальных уравнений, неравенcтв и их систем. Сейчас исследователи интересуются
оценкой условий существования и поведения решений для различных классов уравнений и не-
равенств в частных производных в соответствующих функциональных пространствах. Напри-
мер, большое значение придается проблеме существования и разрушения решений параболиче-
ских уравнений и неравенств в частных производных с сингулярными коэффициентами или на-
чальными данными в соответствующих функциональных классах.

Получено много пионерских результатов об отсутствии локальных и глобальных решений за-
дач Коши для дифференциальных уравнений или неравенств параболического типа без потен-
циального члена (см. [1–6] (эллиптические или параболические уравнения без сингулярных пе-
ременных коэффициентов) и ссылки там). Исследования локальной разрешимости квазилиней-
ных параболических уравнений и неравенств с потенциальными членами можно найти в [7–10].
Что касается нелокальных задач, в [11] рассмотрены некоторые вырожденные параболические
неравенства с локальными и нелокальными нелинейностями, причем было доказано отсутствие
глобальных нетривиальных решений методом пробных функций. Позднее в [12] было доказано
отсутствие глобального слабого решения для однородных квазилинейных параболических нера-
венств при наличии сингулярного потенциала и нелокального источника. Однако условия от-
сутствия решений при наличии потенциала и весового источника не рассматривались для полу-
линейных параболических неравенств и систем высокого порядка.

В настоящей работе мы обобщаем результаты [12] на параболические неравенства и системы
высокого порядка, модифицируя условия на источник, и получаем условия отсутствия решений
при наличии сингулярного потенциала и нелокального весового источника. Мы используем ме-
тод пробных функций (см. [1], [2], [4], [13]), чтобы определить влияние сингулярного потенциа-
ла, весовой функции и нелокального источника на отсутствие неотрицательного нетривиально-
го глобального слабого решения.

В разд. 2 мы доказываем отсутствие решений для рассматриваемого неравенства, а в разд. 3 –
для системы таких неравенств.

1)Работа выполнена при поддержке Программы стратегического академического лидерства РУДН.
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2. СИНГУЛЯРНОЕ ПАРАБОЛИЧЕСКОЕ НЕРАВЕНСТВО
Рассмотрим неравенство вида

(2.1)

где
(2.2)

начальная функция  неотрицательна и локально интегрируема,  – положительный син-
гулярный потенциал, удовлетворяющий оценке , , а  – положительная весо-

вая функция, сингулярная в начале координат, т.е. ,  с некоторым  и
.

Определение 1. Неотрицательная функция  называется слабым решением нелинейного нера-

венства (2.1), если  такова, что , и
соотношение

(2.3)

выполняется для любой пробной функции .
Теорема 1. Пусть выполняются условия . Если  и предположим, что

(2.4)

то задача (2.1) не имеет нетривиального глобального слабого решения.
Доказательство. Пусть  – слабое решение неравенства (2.1), а  – неотрицательная проб-

ная функция. Тогда по определению слабого решения имеем

(2.5)

Теперь оценим правую часть неравенства (2.5). Применяя неравенство Гёльдера к первому
слагаемому в правой части (2.5), получим

(2.6)

Вновь применяя неравенства Гёльдера и Юнга, имеем

(2.7)
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где

Используя рассуждения, аналогичные рассмотрению первого члена в (2.5), ко второму и тре-
тьему членам, получим

(2.8)

Вновь применяя неравенства Гёльдера и Юнга, имеем

(2.9)

где

Аналогично третий член в правой части (2.5) становится
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где

Тогда из (2.5)–(2.10) следует
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(2.13)

где ;

(2.14)

где ;

(2.15)

где 

Тогда из (2.11)–(2.15) получим

(2.16)

Теперь выберем  так, что

Тогда из неравенства (2.16) следует, что
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(2.18)

Такой выбор дает следующее общее значение экспоненты  в соотношении (2.17):

(2.19)

Теперь рассмотрим следующие два случая для значений .

Случай 1: .
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Перейдя к пределу при , получим

(2.24)

Теперь вернемся к неравенству (2.5). Применяя неравенство Гёльдера, из соотношения (2.5)
получим

(2.25)

Однако в силу (2.24) и абсолютной сходимости интеграла имеем

(2.26)

при . Перейдя к пределу при  в (2.25), получим

Таким образом,  п.в. и в этом случае. Это завершает доказательство теоремы 1.

3. СИСТЕМЫ СИНГУЛЯРНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ НЕРАВЕНСТВ

Рассмотрим систему параболических неравенств вида

(3.1)

где

(3.2)

для некоторых   и ,  и  – неотрицательные локально интегрируе-
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Определение 2. Пара неотрицательных функций  называется слабым решением

системы нелинейных неравенств (3.1), если   таковы, что 

   и соотношения

(3.3)

(3.4)

выполняются для любой пробной функции , где  max .

Теорема 2. Пусть условия (3.2),  и  выполняются. Предположим, что

, где

(3.5)

с некоторым параметром . Тогда задача (3.1) не имеет нетривиального глобального слабого
решения.

Доказательство. Пусть пара функций  – слабое решение системы неравенств (3.1), а
‒ неотрицательная гладкая пробная функция, тогда по определению слабого решения извест-

но, что
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(3.7)

Теперь оценим правую часть неравенства (3.6). Применяя неравенство Гёльдера к первому
слагаемому в правой части (3.6), получим

(3.8)

Снова применяя неравенства Гёльдера и Юнга, придем к

(3.9)

где

Применяя аналогичные рассуждения ко второму и третьему слагаемым (3.6), получим

(3.10)

Снова применяя неравенства Гёльдера и Юнга в (3.10), придем к

(3.11)

и

(3.12)

где

Комбинируя соотношения (3.6) и (3.9)–(3.12), получим

∞
α

∞ ∞ ∞

ϕ β + ϕ ≤

∂ϕ≤ + Δ ϕ + ϕ
∂

  

     

v v v

v v

2 2 1 2

1

2 2

1/
2 0

0

2
0 0 0

|| ( ) || ( ) ( ,0)

( ) .

N N

N N N

s q r
q

k q

x x dxdt x x dx

dxdt dxdt V x u dxdt
t

R R

R R R

λλ λ − λ −λλ−α λ
α λ λ

λ
    ∂ϕ ∂ϕ ≤ ϕ β β ϕ        ∂ ∂     

   
21 1 2 1 1 2 22

1 1 2 2 1 1

1/1/ /( )
1 2

1 1 1( ) ( ) .
N N N N

r q r
s q qu dx x u dx x u dx x x dx

t t
R R R R

λλ λ − λ −λ∞ ∞ λ−α λα λ λ
λ

    ∂ϕ ∂ϕ ≤ ϕ β β ϕ ≤        ∂ ∂     
     

21 1 2 1 1 2 221 2
1 1 2 2 1 1

1

1/1/ /( )

1
0 0

( ) ( )
N N N N

r q r
s q qu dxdt x u dx x u dx x x dx dt

t t
R R R R

λ
λ

λ λ− λ −λ∞ ∞ λ−α λα λ λ
λ

     ∂ϕ ≤ ϕ β β ϕ ≤      ∂     
   

1
1/ 1 1 21 2 221 211 1 2 2 1 1

1
2

'1/
' /

1/
1 1

0 0

( ) ( )
N N

r
rs q q

q
x u x u dxdt x x dx dt

t
R R

λ λ− λ −λ∞ ∞ λ−αλα λ λ
λ

 ∂ϕ ≤ ϕ β + β ϕ
 ∂ 

   
1 22 22211 1 2 1 1

1
2

' /

1/
1 1

0 0

1 ( ) ( ) ,
4 N N

r
rs q q

q
x u x u dxdt C x x dx dt

t
R R

+λ + λ −
+ − + λλ

2 1 1
1 1 1 2

2 1 1 2 1 11

( ) 1 1= > 1, = > 1, = 1 .
'( ) ( )

q s rs r
q s r q r

λλ λ − λ −λ
−α λ λα λ λ

λ
    
 Δ ϕ ≤ ϕ β β Δ ϕ ϕ             

   
21 1 2 1 1 2 2

1 2 211 1 2 12 1 1
1

1/1/ /( )

1 1( ) ( ) .
N N N N

r q r
k s q kqu dx x u dx x u dx x x dx

R R R R

λ λ− λ −λ∞ ∞ ∞ −α λ λα λ λ
λ

 
 Δ ϕ ≤ ϕ β + β Δ ϕ ϕ
 
 

     
1 21 2 2

1 21 211 1 2 12 1 1
1

2

' /

1/
1 2 1

0 0 0

1 ( ) ( )
4N N N

r
rk s q kq

q
u dxdt x u x u dxdt C x x dx dt

R R R

μ μμ− μ∞ ∞ ∞  αα −σ − μμ μ μ 

 
 ϕ ≤ ϕ β + β ϕ
 
 

     v v v

1 222 2
222 1 21 2 1 1 1 1
1

1

' /

'1/
1 2 3

0 0 0

1( ) ( ) ( ) ,
4N N N

r
rq s q q

q
V x dxdt x x dxdt C x x dx dt

R R R

+ +μ μ −
μ− μ

2 2 2 2
1 2

11 2 1 1

1 1= > 1, = > 1, = 1 .
'

s r r s
q s q

∞ ∞
α αϕ β + ϕ − ϕ β ≤     v v

1 21 21 2 2 1

2 1

1/ 1/
1 0 2

0 0

1 1( ) ( ) ( ,0) ( )
2 4N N N

r rs q s q

q q
x u x u dxdt u x x dx x x dxdt

R R R



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 6  2023

ОБ ОТСУТСТВИИ СЛАБЫХ РЕШЕНИЙ 995

(3.13)

Аналогично, применяя такие же рассуждения, как в (3.6), получим следующие три оценки
слагаемых правой части соотношения (3.7):
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(3.18)

Затем, в силу (2.12) и замены переменных  на (3.18), имеем

(3.19)
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Тогда из неравенства (3.19) следует, что

(3.20)

с некоторыми  . Если выполнено любое из неравенств (3.3), т.е. если
, имеем два случая.

Случай 1: .
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(3.25)

Однако в силу (3.23) и абсолютной сходимости интеграла

имеем

(3.26)

при .

Переходя к пределу при  в (3.24) и (3.25), получим

Таким образом,  и  п.в. в  и в этом случае. Это завершает доказательство
теоремы 2.

Замечание. Можно также выбрать , как показано выше в доказательстве теоремы 1, и полу-
чить достаточное условие теоремы 2.

В заключение автор выражает благодарность Евгению Галахову за постановку задачи, руко-
водство и полезное обсуждение результатов работы в ходе подготовки этой статьи.
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